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1 Johdanto

Tarkastellaan ulkoisten voimien aiheuttamia pitkitt&isia siirtymia homogeeni-
sessa yksiulotteisessa viskoelastisessa kappaleessa. Olkoon u(t,z) kappaleen pis-
teen z siirtyma hetkelld ¢, ja oletetaan, ettd kappale tayttaa koko positiivisen z-
akselin z > 0 (esim. poikkileikkaukseltaan vakio, puoliddreton tanko). Venymén
€ ja siirtyman u valilla vallitsee yhteys

e(t, z) = ux(t, ). (1.1)
Liikemaéran sailymislaki antaa
puu(t, z) = ox(t,z) + f(t,z), t>0,z>0, (1.2)

missa p > 0 on kappaleen tiheys, o jannitys ja f ulkoinen voima.

Elastisessa aineessa jannitys tietyssa pisteessa ja tietylla ajan hetkelld riippuu
venyman € senhetkisestd arvosta samassa pisteessd, kun taas kokoonpuristumat-
tomassa viskoosissa nesteessa jannitys riippuu pisteen nopeuden gradientista e;
niin ikddn samalla ajan hetkelld. Sen sijaan viskoelastisessa materiaalissa jannitys
riippuu sekd venymaésta ettd nopeusgradientista ja lisiksi my6s niiden aikaisem-
mista arvoista samassa kappaleen pisteessid. Viskoelastisella materiaalilla sano-
taankin olevan muisti, joka tyypillisesti heikkenee ajan myota siten, ettd vanhem-
milla tapahtumilla on vihemmaén merkitysta kuin dsken sattuneilla. Jannityksen
riippuvuutta kappaleen deformaatioista kuvataan rakenneyhtalolla, joka viskoelas-
tisessa materiaalissa voidaan esittaa linearisoidussa muodossa pienille deformaa-
tioille [Boltzmann (1876)]

t
o(t,z) = ne(t, ) + Pe(t, z) + / m(t — s)(e(t,z) — €(s, z))ds, (1.3)

—0o0

missa 7 ja B ovat vakioita ja m(t) muistifunktio. Nailta oletetaan:
Oletus 1. 7,8 > 0 ja ydin m(t) on positiivinen, ei-kasvava sekd

‘/loo m(s)ds < oo ja /01 sm(s)ds < oo. (1.4)



Sijoittamalla (1.3) liilkemaaran tasapainoyhtaloon (1.2) saadaan

pues(t, ) = Nuagi(t, z) + Puss(t, z)

+/t m(t — 8)(uze(t, ) — Upe(s,z))ds + f(t,z), t>0,z>0. (1.5)

-0
Yhtélon ratkaisemiseksi on tunnettava esimerkiksi u:n menneisyys ennen hetkei
t = 0 sekd funktiot u(0,z) ja u(0,z).

Aaltojen etenemistd puoliddrettdmassi (z > 0) viliaineessa kuvataan ns.
Rayleigh’n ongelmalla. Vaéliaine on levossa hetkeen ¢ = 0 saakka. Hetkelld
t = 0 valiaineen reunaa siirretdan yht’akkia ykkosen verran oikealle, mink jalkeen
valiaineessa eteneva siirtyma toteuttaa yhtaloryhman

pus(t,z) = NMuzze(t, ) + Buza(t,z)
+ / m(t — 8)(Uza(t, ) — Upa(s,z))ds, t>0,2z >0,

—h (1.6)
u(t,z) = uy(t,z) =0, t<0,z>0,

u(t,0)=1, > 0.

Rayleigh’n ongelman (1.6) ratkaisu kuvaa, miten reunalla annettu epajatku-
vuus etenee aineeseen. Ratkaisu on aina olemassa, mutta sen saannéllisyys riippuu
valiaineen muistifunktiosta. Rayleigh’n ongelmassa ulkoinen voima f = 0. Jos f
on mukana yhtal6ssi, riippuu ratkaisun sadnndllisyys myos siitd. Kaytannossa f
kuitenkin on riittdvan siénnéllinen (esim. ¢t — 2 f(¢,z) € L}, (R, ), kiintedlld
z > 0), jotta muistifunktio maaras ratkaisun saannéllisyyden.

Tassa tyossa selvitetddn, miten Rayleigh’n ongelman ratkaisun saannollisyys
riippuu muistifunktion singulaarisuudesta origossa. Luvussa 2 ratkaistaan yht&lo-
ryhm3 (1.6) sekd tarkastellaan joitakin erikoistapauksia. Luvussa 3 kisitellddn
ytimia, jotka eivét ole singulaarisia origossa. Luvussa 4 tarkastellaan singulaarisia
ytimia singulaarisuuden voimakkuuden mukaan jaoteltuna.

Esitettavat tulokset perustuvat viitteisiin [RHN], [Renardy], [Hrusa ja Re-
nardy]|, [PriiB}(1987)] seké [Desch ja Grimmer|. Viskoelastisuuteen yleisemmin voi
perehtyd kirjoista [Christensen] ja [RHN]. Ensimmaisié aiheesta ilmestyneits ar-
tikkeleita ovat [Berry| ja [Chu]. Uusimpia tuloksia 16ytyy viitteistd [Fujita] ja
[Priifl] (ilmestymassa).



2 Yleista
2.1 Ydin identtisesti nolla

Tarkastellaan Rayleigh’n ongelmaa (1.6) kahdessa yksinkertaisessa tapauk-
sessa, jotka eivat ole viskoelastisia.
Elastisessa kiintedssa aineessa 7 = 0, 8 > 0 ja m(t) = 0. Yhtalosta (1.6) jaa
jaljelle
pus(t,z) = Pugs(t,z), t>0,z >0,
u(t,2) = uy(t,z) =0, t<0,z2>0, (2.1)
w(t, 0 =15 $0,
minka ratkaisu on

u(t,) = H(t/B]p - o), (2.2)

missa H on Heavyside’n funktio. Epajatkuvuus etenee nopeudella 1/3/p ja sen
amplitudi sdilyy vakiona, kuten hyperbolisille yhtaloille yleensakin.
Newtonin nesteessa 8 = 0 ja m(t) = 0. Yhtalosta (1.6) tulee nyt lampdoyhtils

pus(t,z) = nuae(t,z), >0,z >0,
#(t,2) =uft,z) =0, ¢<0,e>0, (2.3)
u(t,0) =1, ¢>0.

Tehdéan yrite u(t,z) = v(z), missé z = z/+/%, jolloin lampoyhtalosta saadaan
%
TPYVz = NVzz; (2.4)

ja yhtélén (2.3) alku- ja reunaehdot toteutuvat, jos v(0) = 1 ja w(co) = 0.
Ratkaisemalla saadaan

(z) = Aexp(=Z2), (25)
v 78
josta integroimalla

2 )dw. (2.6)

olz) = A/;o exp(

Kéyttamalla reunaehtoa origossa saadaan vakio A maarattya ja siten ratkaisuksi

Sl \/7727r / i exp(—Z::p ks, 2.7)

Ratkaisu v(z) poikkeaa nollasta ja on C'°°-funktio alueessa ¢ > 0, z > 0 (vrt.
[John, 5.209]). Ratkaisu on itseasiassa analyyttinen alueessa t > 0, z > 0 (vrt.
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[John, 5.210-211]). Analyyttisyys pisteessi ¢t > 0, z = 0 (z = 0) seuraa, kun
madritellidn v(z) kaavan (2.7) mukaisesti myos, kun Rz < 0. Aallon etene-
misnopeus on aareton ja epajatkuvuus reunalla tasoittuu heti, kun ¢ > 0. Tama
on tyypillista parabolisille yhtaloille.

Tapaus m # 0 on edellisten aaritapausten valimuoto. Talléin on nimittain
mahdollista, ettd ratkaisu etenee aarelliselld nopeudella, kuten hyperbolisessa ta-
pauksessa, ja samalla alkuarvoissa oleva epajatkuvuus silenee, kuten parabolisessa
tapauksessa.

2.2 Rayleigh’n ongelman ratkaisu

Oletetaan jatkossa, ettd m(t) # 0. Ratkaistaan (1.6) Laplace-muunnoksella.
Merkitaan Laplace-muunnosta hatulla:

(A) = /0 ” e Mm(t)dt, (2.8)

(A, 2) = ‘/0°° e Mu(t, z)dt, (2.9)

niilla A € C arvoilla, joilla integraalit suppenevat Lebesgue-integraalina. Muunta-
malla yhtal6t (1.6) saadaan

pPA%a(A, z) = (X + B + ™(0) — 1m(X))dza(A, 2),
; 1 (2.10)
u(A,O) = X

Jos m ei ole integroituva origossa, niin 172(0) ja () eivat ole erikseen maariteltyja,
mutta =
#(0) — h(A) = / (1 — e~ *)m(t)dt (2.11)
0
on maaritelty, kun A > 0, silld ytimen m oletusten (1.4) perusteella patee
/ |1 - e_"‘t|m(t)dt < oo, (2.12)
1
1 1 1
/ 11— e|m(t)dt = / l)\t — (8 + ...lm(t)dt <oo,  (2.13)
0 0 :
missa kaytettiin sarjakehitelmaa
= 1
e ”:1—/\t+£()\t)2—.... (2.14)
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Kun 88X >0,) # 0,
R((0) — m(N)) = / .. m(t) (1 — e~ ®* cos(SAt))dt > 0, (2.15)

koska ydin m on positiivinen ja (1 — e ®* cos $At) > 0 sekd poikkeaa nollasta

ainakin jollakin ei-nollamittaisella valilla. Kun X > 0, A # 0, patee my6s
sgn(S(m(0) — m(A))) = sgn (/ m(t)e” Rt sin(i‘b\t)dt) = sgn(SA), (2.16)
0

silla m(t)e~®** on ei-kasvava ¢:n suhteen kiintedlld R\ > 0, joten kaavan (2.16)
integraalin etumerkin maaraa %(sin SAt):n etumerkki origossa, joka on sama kuin
$A:n etumerkki. Ominaisuus (2.15) takaa, ettd yhtalossa (2.10) @yz:n kerroin on
aina nollasta poikkeava. Yhtalén (2.10) ratkaisu on

(A, z) = Ae—f\zx/p/(nk+ﬂ+ﬁ(0)—ﬁ(>\)) & Be+Az\/P/(17>\+ﬂ+r“n(°)—ﬁ‘()‘)), (2.17)

missa A ja B ovat vakioita. Vaaditaan, etta @(),z) — 0, kun ¢ — oo, joten B = 0.
Reunaehdosta origossa saadaan 4 = i, joten

X, %e-kz\/p/(nk+ﬂ+'h(0)—ﬁ1()\)). (2.18)

Ominaisuuksien (2.15) ja (2.16) perusteella ny + 8 + R((0) — m(X)) > 0 ja
sgn(ny+S((0)—7n()))) = sgn(y), joten i:n lausekkeessa olevan nelidjuuren juur-
rettavan reaaliosa on aina positiivinen ja imaginaariosa erimerkkinen kuin y. Juur-
rettava on A-tason IV neljinneksessd, kun y on positiivinen, ja I neljinneksessa,
kun y on negatiivinen. Jotta (), z):n lauseke olisi jatkuva oikeanpuoleisessa puoli-
tasossa ¥A > 0 ja erityisesti yli reaaliakselin S\ = 0, taytyy nelidjuuren kak-
siarvoisesta funktiosta valita kulloinkin se haara, joka pysyy siind neljinneksessi,
missa juurrettavakin on. Itseasiassa talloin 4:n lauseke on jatkuva koko \-tasossa

paitsi yli negatiivisen reaaliakselin. Kompleksinen kaanteiskaava antaa [Doetsch,
5.212]

+i1T
u(t+,m);“<t—,z) %Tnm / T L g ra o AR - g (2.19)
wTe - 00

y—iT

missd 7 > 0. Kaavan kiyttd on sallittua, jos [;° e~ "|u(t,z)|dt < oo ja u(t,z)
on lokaalisesti rajoitettua variaatiota ¢:n suhteen. Valitaan + siten, ettd edellinen
ehto toteutuu. Jalkimméinen ehto osoitetaan kappaleessa 4.1 (vrt. esim. lemma
3 (iii)). Merkitadn jatkossa kaavan (2.19) vasenta puolta u(t,z):1l4, jolloin kaava
patee niissd pisteissé, joissa u on jatkuva #:n suhteen.
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Olkoon A = v + iy ja kirjoitetaan u:n lauseke muodossa

u(t,z) = ie‘vt/ vt ( 1 __ e~ (v+iv)zy/p/(n(v+iy)+B+1(0)—rh(v+iy)) dy,
2 7+iy

™ — 00

(2.20)
jolloin integraali esittdd suluissa olevan lausekkeen eli %(\,z):n Fourier-kid#nteis-
muunnosta y:n ollessa Fourier-muuttuja. Koska y ja $(4/()) ovat erimerkkisia,
niin

(o o) oo
f |a(A,z)|2dy=/ e ROy < o, (2.21)

~o0 —o0 172+ 9

silld eksponenttitekija pysyy rajoitettuna (eksponentti negatiivinen) ja on

1
.
integroituva yli vélin (—o0,00). Siten 4(y,y,z) € L?(y € R). Plancherel’in teo-
reeman [Rudin II, 5.187] mukaan jokaisen L2-funktion Fourier-muunnos on L?:ssa

ja kédantéen, joten kaavan (2.20) perusteella u(t,z) € L?(t € Ry).

2.3 Aallon etenemisnopeus

Kun 7 = 0, ytimen m integroituvuus origossa maaraa, eteneeko aalto aarelli-
selld vai ddrettomaélld nopeudella. Lauseen 1 todistus perustuu viitteisiin [RHN]
ja [PriB(1987)].

Lause 1. Oletetaan, ettd oletus 1 on voimassa, n = 0 ja m € L(0,1).
Talloin Rayleigh’n ongelman (1.6) ratkaisu u(t,z) = 0, kun & > ct, missd ¢ =
V(B +m(0))/p.

Todistus. Lasketaan ratkaisun lausekkeessa (2.19) oleva integraali Residy-
lausetta kdyttden. Suljetaan integroimisreitti ympyrankaarella b oikealta. Osoite-
taan, ettd integraali kaarta b pitkin menee nollaan, kun A — co. Koska m on
integroituva, m:n Laplace-muunnos (2.8) on olemassa, kun R\ > 0. Liséiksi kaa-
van (2.8) integraali suppenee tasaisesti imaginaariakselilla R = 0, joten [Doetsch,
lause 3.6.8, 5.171] 7(A) — 0, kun A — oo, R\ > 0. Kayttamalld binomikaavaa

1 __,.1,.3, 15,
1+z_1 52 tg? — g%t lz| <1 (2.22)
saadaan
- : Az m(A)\ /2
—Az+/p/(B +m(0) — () = P Lk o
et (1+1@+...)
c 2 c¢?p
A
= —7"'(1 + (M), (2.23)
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misséd €(A) — 0, kun A — oco. Merkitéddn k= —t + 2 > 0, jolloin integraali kaarta
pitkin on

1 Y smon
'llq(k, A) = % ; XCA(" ¢(1+€(>‘)))dA

b / le-m-drangy (2.24)
2wt Jy A

Olkoon |A| niin suuri, ettd [Z¢(A)| < % Siirtymalla napakoordinaatistoon, jonka
origo on A-tason pisteessa (v,0), saadaan ylaarvio

x

lui(k, A)| < /2 le""”“1:“’”‘1~d<,o
. Ry
2

— B An—-1/2 x_.—1/2 z
7 +T g = 2

=/ e"z"‘mdgo+/ e—gkaxd¢+/
-z —Z4p-1/2 z_p-1/2

2
-1/2 x
2

—Z 4 p—1/2 Tty
< / T dp+ / L ety / dp
=z —Z4p-1/2 z_p-1/2

2

- J,‘kRAd(p

= 21"_1/2 o+ (7‘. e 2,',—1/2)6—13‘161-3}11(1.'-1/2)
<93 (r — 27‘_1/2)e_§k"'%"_”’

— 0, (2.25)

kun » — oco. Oleellista edeltivissi arvioissa on integroimisvilin jako kolmeen
osaan jakopisteiden riippuessa etdisyydesta r. Ensimmaisella ja kolmannella valilla
integroimisvalin pituus kaarella mitattuna kasvaa kuten /7 ja integroitava vihenee
kuten 2, jolloin néima integraalit saadaan nollaan. Toisen valin integraalin integ-
roimisvali siirtyy koko ajan A-tason reaaliakselin suunnassa kauemmas aaretto-
myyteen siten, etta integrandin eksponenttitekijassi R®\:n pienin arvo kasvaa kuten
/7, jolloin timi integraali saadaan myos nollaan. Koska integraali kaarta pitkin
menee nollaan, kun kaari laajenee darettémyyteen, on lausekkeen (2.19) integraali
alkuperaista reittia pitkin yhtasuuri kuin alkuperiisen ja kaaren muodostamaa
suljettua reittia pitkin. Lausekkeen (2.19) integrandilla ei ole napoja oikean-
puoleisessa puolitasossa £\ > 0, joten Residy-lauseen mukaan u(t,z) = 0, kun
e>cl. A

Lauseen 1 tapauksessa aalto etenee aarelliselld nopeudella. Sen sijaan, jos
n > 0 tai m ei ole integroituva origossa, nopeus on aareton (kuten myshemmin
osoitetaan).

11



2.4 Taysin monotooniset ytimet

Reologiassa suosittuja ytimia ovat tidysin monotooniset ytimet. Ydin m €
C*°(0,c0) on taysin monotooninen (0, co):1l4, jos

(-1)*m® () >0, VkeN,t>0. (2.26)

Jokainen taysin monotooninen ydin m(t) on analyyttinen, kun ¢ > 0, silli Bern-
steinin teoreeman [Widder, s.160-161] mukaan m on tiysin monotooninen, jos ja
vain jos on olemassa positiivinen, lokaalisti aarellinen mitta u siten, etta

m(t) = Aoo e “*du(a), Vit>O0. (2.27)

Taysin monotoonisen ytimen m Laplace-muunnokselle saadaan lauseke

() = /0 " e [ /o P e_‘"‘dy(a)] dt
= /0 " [ /0 iy e"(“‘")‘dt} Aol

= /:o ﬁdy(a), (2.28)

missa integroimisjirjestyksen vaihto on Fubinin teoreeman [Rudin II, 5.140] mu-
kaan sallittua, koska mitta x on positiivinen ja integraali (2.28) suppenee itseisesti.
Kaavan (2.11) mukaisesti yhdessi maéariteltynd tiysin monotooniselle ytimelle
patee

in(0) = () = [ A ;—C\:—a)du(a), (2.29)

vaikka m ei olisikaan integroituva origossa. Koska m on integroituva aarettomyy-
dessd (oletus 1), mitta a~'u(c) on dérellinen valilla [0,1], silla

/1 ~ m(t)dt = /0 ’ ( /1 5 e‘“‘dt) ke

= [ eduta)
> /0 ; ée‘“du(a)
> /0 1 %e_ldp,(a). (2.30)

12



Jos m on integroituva origossa, niin

/o AT /0 ” ( /o 1 e"‘“dt) )

=A %(1 — e “)dp(a)
> [ 20— e )dua)
> /2 ” le-dp(a), (2.31)

joten mitta a~2p(c) on aarellinen vililld [2,00). Jos mitta a~*u(a) on darellinen
valilld [1,00) (ja siten my6s valilla [0, c0)), niin

[ 2@ > [T 10— i

- /o L ( /o ; e_‘“dt)dp,(a)
. /0 ' m(t)dt, (2.32)

joten m on integroituva origossa. Kaantden, jos m ei ole integroituva origossa,
niin mitta o~ p(a) ei ole darellinen valilld [1,00). Tallin

(o) =) = [ i sdute)

5 /0 ] Lau(e)
= 6o, (2.33)

kun A — oo pitkin mitd tahansa negatiivisesta reaaliakselista poikkeavaa suoraa.

2.5 Tapaus 7 > 0

Kun 7 > 0, Rayleigh’n ongelman (1.6) ratkaisulla v on samanlaisia omi-
naisuuksia kuin lamp6yhtalén ratkaisulla. Epajatkuvuus etenee valittémasti koko

viliaineeseen tasoittuen siledksi funktioksi. Lauseen 2 todistus perustuu viit-
teeseen [RHN].
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Lause 2. Oletetaan, etti oletus 1 on voimassa ja n > 0. Tdlloin Rayleigh’n
ongelman (1.6) ratkaisulle u(t,z) patee:

(i) w € C* alueessa t > 0, > 0.

(ii) Jos ydin m on tdysin monotooninen (0,00):lld, niin u on analyyttinen
alueessa t > 0, z > 0.

Todistus.

(i) Jos 7 > 0, niin suurilla Ain arvoilla termi 7\ dominoi neliGjuuren alla
lausekkeessa (2.19). Tami voidaan nahda seuraavasti. Olkoon

M) = /t gy (2.34)

Ytimen m oletusten (1.4) perusteella M on integroituva origossa, silla

/01 ([mm(s)ds)dt =‘/01 (‘/o’dt) m(.s)d.e+/1m (/0‘1 dt) m(s)ds

= /: sm(s)ds + /loo m(s)ds < oo. (2.35)

Kaantéen, jos M on integroituva origossa, niin oletuksen (1.4) kumpikin integ-
raali on ddrellinen, joten oletuksessa 1 voidaan ytimen m oletukset (1.4) kor-
vata ekvivalentilla oletuksella M € L(0,1). Koska M on integroituva lahelld
origoa, sen Laplace-muunnos voidaan maaritella, kun ) > 0. Vaihtamalla integ-
roimisjarjestysta saadaan

M) = /0 " M(t)eMat

b4 /o ~ ( /t B m(s)ds) e~ Mdt
% /0 Bt ( /o ’ e""‘dt) .

y I e —As
oy g m(s)(1 — e~ **)ds
= 2((0) ~ (X)) (2.36)

Toisaalta Riemann-Lebesgue lemman [Rudin II, 5.103] mukaan M()\) — 0, kun
SA — oo kiintedllda R\ > 0, joten nA dominoi lauseketta m(0) — r()). Integ-

randi (2.19):ssa viahenee kuten exp(—z,/%f) eli nopeammin kuin mika tahansa
A:n negatiivinen potenssi. Integrandin jokainen derivaatta ¢:n ja z:n suhteen pysyy
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siten integroituvan funktion rajoittamana, joten integraalin derivointi ¢:n ja z:n

suhteen voidaan vieda integraalimerkin alle. Derivaatoilla on lausekkeet

k +i00
Crta) =g [ Ab1eHn/AIABERO RO 4,
y—1i0c0
2.37
S*u 1 prtico (_1)kAk—lpk/ze,\t—kz\/P/(ﬂA'i'ﬁ‘*'ﬁ‘(o)—ﬁ"(A))d)‘ ( )
el A
aor (02) = 5 R (7 + B + 1a(0) — ri(X))*/2 ’

missd k = 0,1,2,... (arvolla k = 0 tarkoitetaan itse funktiota u). Integraalit
lausekkeissa (2.37) suppenevat tasaisesti t:n ja z:n suhteen kompakteissa osa-
joukoissa alueessa ¢ > 0, « > 0. Merkitdan integrandia yleisesti gi(t,z,\):lla.
Koska gj on jatkuva #:n ja Ain suhteen ja integraalit (2.37):ssa suppenevat ta-
saisesti ¢:n suhteen, niin jokaisella ¢ > 0 on olemassa § > 0 siten, etta kiintealla
2>0

on ok
O ) e

v+iT
=\ [ (aultn,2) - galtz =, )
:

—iT

y—iT ~y+ico
+ / it i, A+ / 9u(t2, 2, \)dA
!

—t00 v+iT
y—iT Y+ioco
_ / il Y gLt B )0
y—ico y+:iT

, €
< § + 45 = €, (238)

kun [ty — t3| < §, joten u ja u:n osittaisderivaatat ¢:n suhteen ovat jatkuvia #:n
suhteen. Vastaavasti todetaan w:n ja u:n osittaisderivaattojen z:n suhteen olevan
jatkuvia z:n suhteen. Téaten v on kummankin muuttujansa suhteen ddrettomasti
jatkuvasti derivoituva eli u(t,z) € C*(¢t > 0, z > 0).

(ii) Jos m on taysin monotooninen, niin kaavan (2.29) perusteella 12(0) — ()

on maaritelty koko A-tasossa lukuunottamatta negatiivista reaaliakselia ja origoa.

Koska oF ;
(@) =)A= [ s

kun A — oo mitd tahansa negatiivisesta reaaliakselista poikkeavaa suoraa pitkin,

du(a) — 0, (2.39)

niin 7(0) — () = o(A), kun A — co mitd tahansa negatiivisesta reaaliakselista
poikkeavaa suoraa pitkin (funktio f(A) = o(}A), jos f(A)/A — 0, kun A — o).
Lisaksi sgn(S(2(0) —ri2(A))) = sgn(SN), silld lausekkeen (2.29) integrandi voidaan
kirjoittaa muodossa
A (et ro =)Mo +iX) _ (a+ Ao)ho + A2 +ia)
aa+)d)  ef(a+r)2+2) T al(et+r)?+A2)

missa on merkitty A = A + 2.

(2.40)
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Muutetaan integroimisreitti u:n lausekkeessa (2.19) kuvan 1 mukaiseksi (yhte-
néinen viiva). Tarkastellaan muutosta ylemmassa puolitasossa SA > 0. Alemman
puolitason muutos voidaan symmetrian takia tarkastella vastaavasti. Muutetun
ja vanhan integroimisreitin valiin jidvassa sektorissa ei ole napoja, joten suljettu
integraali pitkin vanhaa reittia pisteesta A pisteeseen B, kaarta BC uudelle reitille
ja takaisin lahtSpisteeseen A uutta reittid pitkin on nolla. Koska (0) — m(A) =
o(A), kayttaytyy nA + 8 +m(0) —m(A) ~ A, kun A — co. Taten ratkaisun lauseke
(2.19) on oleellisesti

u(l,z) = %; 3 %e”e_“‘/xd)\, (2.41)

missa a > 0 on vakio ja I muutettu integroimisreitti. Osoitetaan, ettd integraali
kaarta BC pitkin menee nollaan, kun kaari laajenee aarettomyyteen. Siirrytadn
napakoordinaatistoon, jonka origo on pisteessd A. Olkoon ¢ € (¥,7) kulma, jo-
hon uusi integroimisreitti lahtee pisteestd A. Samanlaisella integroimisreitin jaolla
kuin lauseen 1 todistuksessa saadaan integraalille kaarta pitkin ylaarvio

¢
’
'
oo s
w

-
R JE F 2 2 2 2 2 J

RA

Kuva 1. Integroimisreitin muutoksella ratkaisu saadaan analyyttiseksi.
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K leﬁkte—azﬁ(\/x)

rdp
r

14
'/ leAte—az\/Kd)" /
BC A z
H FHroi/
2

x4 -1/2
/ T emdp g [T ersimt g,
x

§.+.,.—1/2

=

=4 -1/2
X /2 L eﬁlte—azst(ﬁ)d“o_i_/‘“ eﬁ)\te—ama(ﬁ)dso
<

= ™ nat e -1/
= 1/2e—yt+(¢o_ _2____7, 1/2)et(‘y rsin(r~1/2))

< r727 4 (g — 72_" n r—1/2)et(‘7—r-12-r‘1/’)

— 0, (2.42)

kun r — co. Edelld eksponenttitekija exp(—azR(v/A)) voitiin arvioida ylospain
ykkoseksi, koska integroimisvalilla R(x/X) on positiivinen. Integraali kaarta BC
pitkin menee siis nollaan, kun kaari laajenee dérettomyyteen, joten integraali uutta
reittid pitkin on yhta suuri kuin vanhaa reittia pitkin.

Kun kdytetadn muutettua integroimisreittia, ratkaisu saadaan analyyttiseksi.
Maaritelldan ratkaisu kaavan (2.41) avulla. Laajennetaan ¢ ja z pieniin komplek-
sitason ymparist6ihin. Merkitddn t = ¢y + ¢y, € = zo + 1z; ja olkoon ¢y > 0 ja
zg 2> 0. Lausekkeen (2.41) integrandin itseisarvo on (A = Ag + 1))

1 _
_eAte azvA

; i 1 eMoto—Aity R(—azy AoFidy) (243)

Ao + 3]

Riittavaad kaavan (2.41) integraalin suppenemiselle on, ettad lausekkeessa (2.43)
eksponentti

Aoto = Altl + R(—azv Ao + ‘&A]) = —00, (244)

kun A — oo pitkin integroimisreittid. Pahimmassa tapauksessa lausekkeessa (2.44)
vain termi Aoty — —oo ja muut — +oo. Vaaditaan, ettid timéi termi menee
nopeammin aarettomyyteen kuin muut eli

olto > [Aata| + |a(:co i) +i)\1'. (2.45)

Kiinnitetddn ¢:n ja z:n ymparistot to- ja zo-keskisiksi €;- ja €,-sateisiksi ympyroiksi.
Tietyssa pisteessd (fo,z¢) ratkaisu saadaan analyyttiseksi valitsemalla muutettu
integroimisreitti (A = A + A, ) siten, etta sitd pitkin

S Tin ’ (2.46)

lel > .e_t.IAll +GM
o o
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Valinta riippuu siis tarkasteltavasta pisteesta (¢o,zo), kiinnitetyistd ymparistoista
€¢ ja €; sekd vakiosta a. Valinnan onnistumisen kannalta on oleellista, etti ¢, on
tarkasti positiivinen. Sen sijaan o voi olla ihan hyvin nollakin. Taten u(¢,z) on
analyyttinen #:n ja z:n funktio alueessat > 0,z > 0. A
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3 Saannolliset ytimet

Tarkastellaan Rayleigh’n ongelmaa (1.6), kun 7 = 0 ja ydin m ei ole sin-
gulaarinen origossa. Aalto etenee aarelliselld nopeudella ja alkuarvoissa annettu
epajatkuvuus sailyy ratkaisussa, mutta sen amplitudi heikkenee eksponentiaali-
sesti. Tapaus on ldhelld hyperbolista. Taman luvun todistukset perustuvat viit-
teeseen [RHN].

Oletetaan, etta ydin

m € C*[0,00) ja m® e L[}(0,00), k=0,1,.... (3.1)

Oletus, ettd m:n lisdksi myds kaikki sen derivaatat ovat integroituvia, ei rajoita
yleisyytta, silld ratkaisu hetkella ¢ riippuu vain m:n arvoista hetkeen ¢ asti sekd m:n
integraalista, joten aina voidaan 16ytad ydin, jonka derivaatat ovat integroituvia
aarettomyydessa ja joka antaa saman ratkaisun ¢:hen asti kuin m.

Lause 3. Olkoon ¢ = 4/(B + m(0))/p ja oletetaan, ettd oletus 1 on voimassa,
n = 0 ja ydin m toteuttaa oletukset (3.1). Talloin Rayleigh’n ongelman (1.6)
ratkaisulle u(t,z) patee:

(i) u on epdjatkuva kohdassa = = ct ja epdjatkuvuuden amplitudi vihenee
eksponentiaalisests.

({i)ueC® kun0<z<ctjau=0, kun > ct.

(iii) Jos ydin m on lisdksi tiysin monotooninen (0,00):lld, niin u on analyyt-
tinen alueissa 0 < z < ¢t ja z > ct.

Todistus.

(i) Oletusten (3.1) vallitessa saadaan osittaisintegroinnilla

() = $m(0) + 3m() (3.2)

ja jatkamalla osittaisintegrointia n kertaa

m(©)  m(O)

A A2 o An
kun X > 0. Kayttimalld binomikaavaa (2.22) sekd kaavaa (3.3) arvolla n = 2
voidaan jilkimmdinen eksponenttitekija ratkaisun lausekkeessa (2.19) kirjoittaa

(n—1) e
0L Lm0, (33)

m(\) = +

muodossa

e—Az\/P/(ﬂ+ﬁz(0)—ﬁ1,(,\)) L e_Acn.(l_mT%))_U,

~AR(14) 24

_.A.w._.'ﬂg)z_‘_o(})

=e c 2¢3p

=P 31+ 0(%)), (3.4)

=€
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missa merkinnalla O()) tarkoitetaan: f(A) = O()), jos f(A)/) pysyy rajoitettuna,
kun A — oo. Kehitelmén (3.4) avulla ratkaisun lauseke (2.19) on

® +ico
sl B e / * [1 =) 1 Hi-Bo( )]
g |

—100

L —#%H(t -2+ ie R /w A(*-">0( Vi), (3.5)
e Y—100
missa ensimmaisen termin integroinnissa kaytettiin Residy-lausetta seuraavasti.

Kun ¢t — 2 <0, suljetaan integroimisreitti ympyrankaarella oikealta. Lauseen
1 todistuksessa osoitettiin, etta integraali kaarta pitkin menee nollaan, kun kaari
laajenee aarettomyyteen (tama on sama integraali kuin lauseen 1 todistuksen in-
tegraali (2.24), kun €(A) = 0). Integrandilla ei ole napoja oikeanpuoleisessa puoli-
tasossa A > 0, joten Residy-lauseen mukaan integraalin arvo tissi tapauksessa
on nolla.

Kun ¢t — 2 > 0, suljetaan integroimisreitti ympyrankaarella vasemmalta, jol-
loin integraali kaarta pitkin menee yhtlailla nollaan, silla (¢ — £):n positiivisuus
on kompensoitu kaaren laajentumisella vastakkaiseen suuntaan eli R\ — —oo.
Integrandilla on ainoa napa origossa, jossa residy on limy_,g )\(:l\-e)‘(“‘”/ ) =1,
joten Residy-lauseen mukaan integraalin arvo on tissi tapauksessa 2wi. Siten
ensimmaisen termin integraalista tulee Heavyside’n funktio.

Kaavan (3.5) toisessa termissa integraali suppenee, koska 1/)? on integroituva
pitkin integroimisreittid (y > 0). Lisdksi suppeneminen on tasaista #:n ja z:n
suhteen kompakteissa osajoukoissa ¢ > 0, z > 0, joten (vrt. kaava (2.38)) termi
on jatkuva t:n ja z:n suhteen, kun ¢ > 0, z > 0. Taten ratkaisu on ensimmadisen
termin takia epajatkuva kohdassa ¢ = ct. Epajatkuvuuden amplitudi vahenee
eksponentiaalisesti ja silld on lauseke

A(t) = 75 (3.6)
Muualla ratkaisu on jatkuva.

(ii) Ottamalla lisd3 termeja mukaan binomikaavasta (2.22) seki r()):n ke-
hitelmasté (3.3) ratkaisu saadaan C'°-funktioksi aaltorintaman takana. Binomi-
kaava sekd kaava (3.3) arvolla n = 4 antavat eksponenttitekijaksi (3.4)

e—A24/p/(B+in(0)—n(X))

m(0)w
. e—“:‘——,{s’-—%&—%;"ﬁo( 5)

‘g)w :c b
weitl [1" eX B g +0()\3)] [ 2 N +O(A4)] [HO(,\s)]
_dz_m(0)s za z22a? :cb
P‘ZX*EK? +0(55 ﬂ it}
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missd a ja b ovat vakioita. Ratkaisun lauseke (3.5) on nyt

u(t,z) ——e TE%)E/ 1 M-\ — ——e Tg)f/ = za ¢ 1 4
2me dbs A2
1 3 ’Y+‘°° 22! fBb A(t—'-) 1
+21r1,e 3 L_,-oo ( 2 c) A3 %
_m@a fytico 1
oo / -D0()d. (3.8)

Lausekkeen (3.8) ensimmaisessa termissa oleva integraali on Heavyside’n funk-
tio, joka on aaltorintaman takana yksi (eli vakio). Integraalin edessa oleva ekspo-
nenttitekija exp(— —.‘,—‘(:3)—) € C*™(z > 0), joten ensimmadinen termi on C'*°-funktio
alueessa 0 < z < ct. Lausekkeen (3.8) toinen termi on jatkuva alueessat > 0,z > 0
(vrt. kohta(i)). Kun tatd toista termid derivoidaan integraalimerkin alla ¢:n tai
z:n suhteen, saadaan jatkuvia termeja seka termi, jonka integrandi on sama kuin
lausekkeen (3.8) ensimmadisen termin integrandi kertaa tekija, joka on t:n ja z:n
C*-funktio. Lausekkeen (3.8) ensimmaisessi termissa oleva integraali oli Heavy-
side’n funktio, joten lausekkeen (3.8) toisen termin derivaatta on epajatkuva aalto-
rintaman yli, mutta aaltorintaman takana tama termi on C'*®°-funktio. Vastaavasti
lausekkeen (3.8) kolmas termi ja sen derivaatta ovat jatkuvia kaikkialla, mutta
toisessa derivaatassa on termi, joka on epajatkuva aaltorintaman yli. Lausek-
keen (3.8) viimeisen termin derivaatat ovat jatkuvia aina toiseen derivaattaan asti,
mutta kolmatta derivaattaa ei ole enaa olemassa, silla derivoitaessa on taman ter-
min integrandin eksponenttitekijasta tullut niin paljon A:n positiivisia potensseja,
ettd integrandi on suuruusluokkaa O(3}), joka ei ole integroituva pitkin lausek-
keen (3.8) integroimisreittid. Ratkaisun lauseke (3.8) on siten C%-funktio alueessa
0<z<ct.

Ottamalla lisdd termeja r():n kehitelmaan (3.3) saadaan jaanndstermi lau-
sekkeessa (3.7) pienemmaéksi kuin mika tahansa A:in negatiivinen potenssi ja se
on luokkaa O(%). Téll6in ratkaisun lausekkeeseen (3.8) tulee termeji, jotka ovat
C*°-funktioita alueessa 0 < z < ct ja viimeiseksi termi, jonka (k — 1) ensimmaista
derivaattaa ovat jatkuvia, mutta k:nnetta derivaattaa ei ole olemassa. Koska k
saadaan mielivaltaisen suureksi, ratkaisun lausekkeeksi saadaan

Yy+ico | ©©
ult; ) L [Z gy ]d)\ (3.9)

—100 n=1

missd gn(z) sisdltaa eksponenttitekijan exp(——"zi‘(:g-?) kerrottuna z:n polynomilla
ja pysyy siten rajoitettuna, kun ¢ > 0. Merkitddn A = 4 + i0. Kun v > 1,
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lausekkeessa (3.9) voidaan integroida termeittain [Rudin II, teoreema 1.38, s.28],
silla

Crbie)o-5) . ild
e

oo 0o 1
<N Z/: (,72 ¥ o2)n/2 do

< o0, (3.10)

missa N ja N; ovat positiivisia vakioita. Vaihdetaan ratkaisun lausekkeessa (3.9)
integroinnin ja summauksen jarjestystd. Niin muodostuvaa sarjaa voidaan de-
rivoida termeittdin #:n ja z:n suhteen [Rudin I, teoreema 7.17, s.140], silli vas-
taavalla laskulla kuin kaavassa (3.10) ndhdaén, ettd termeittain derivoimalla saatu
sarja suppenee ja suppeneminen on lisiksi majoranttiperiaatteen mukaan tasaista
t:n ja z:n suhteen pienessd derivointipisteen ymparistossi. Koska lausekkeessa
(3.9) voidaan derivoida termeittiin yha uudelleen ja jokainen termi on C'*°-funktio,
niin ratkaisu u(t,z) on itseasiassa darettomaisti jatkuvasti derivoituva alueessa
0<z<ect.

Oletusten (3.1) mukaan m € L(0,00), joten lauseen 1 perusteella ratkaisu
u(t,z) =0, kun z > ct, missa aallon etenemisnopeus ¢ = /(8 + m(0))/p < oo.

(ili) Jos m on tdysin monotooninen, niin integroimisreitti u:n lausekkeessa
(2.19) voidaan muuttaa kuvan 1 mukaiseksi, kun z < ct. Kirjoitetaan ratkaisun
lausekkeen integrandi muodossa

—zy_®mAh(d)
=§e"(‘ =53, T (3.11)

Integrandilla (3.11) ei ole napoja alkuperiisen ja uuden integroimisreitin vélisessa
sektorissa. Kuten lauseiden 1 ja 2 todistuksissa voidaan napakoordinaatistoon
siirtymallad osoittaa, ettd integrandi (3.11) integroituna pitkin kuvan 1 mukaista
kaarta BC menee nollaan, kun kaari laajenee ddrettomyyteen, koska tlldin integ-
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randin (3.11) eksponentissa hallitseva termi ®A(¢ — 2) — —oco. Integroimisreitin
muutos on siten sallittu.

Kayttamalld muutettua integroimisreittia ratkaisu saadaan analyyttiseksi aal-
lon takana. Merkitdin A = Ao +1); ja z = ¢ — 2 > 0 sekd laajennetaan z ja z
kompleksitason pisteiksi z = zg + 121, ¢ = @o +12;. Kuten lauseen 2 todistuksessa
vaaditaan, etta integrandin (3.11) eksponentin reaaliosa

ROzm(N)

267 .. — —00, (3.12)

Aoz — A1z1 —
kun A — oo pitkin muutettua integroimisreittiad. Integroimisreitti on mahdollista
valita siten, ettd vaatimus (3.12) toteutuu, koska zy > 0 ja sopivalla valinnalla
termin Agz, itseisarvo saadaan kasvamaan aarettomyyteen nopeammin kuin muut
termit yhteensd (vrt. lauseen 2 todistus). Huomaa, ettda R(Ar())) sekd muut
taman jilkeiset termit eivat kasva niin nopeasti kuin A, koska 7()) — 0, kun
A — oo. Taten ratkaisu u(¢,z) on analyyttinen aallon takana 0 < z < ct. Koska
u = 0 aallon edessa, on se analyyttinen myods alueessa z > ct. A

Aallon etenemisnopeuden c ja amplitudin A(t) lausekkeista voidaan aavistaa,
mitéd tapahtuu, jos m on singulaarinen origossa. Jos m ei ole integroituva origossa,
niin ¢ = oo, joten ei ole odotettavissa, ettd aalto etenisi aarelliselld nopeudella.
Jos m on integroituva origossa, mutta m(0) = oo, niin ¢ on airellinen, mutta
epajatkuvuuden amplitudi on nolla. Saattaa siis olla mahdollista, etta aalto etenee
adarelliselld nopeudella ja samalla silenee johonkin asteeseen. Itseasiassa niin juuri
tapahtuukin, kuten seuraavassa luvussa nahdaan.
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4 Singulaariset ytimet
4.1 Yleinen singulaarisuus

Rayleigh’n ongelman (1.6) ratkaisu u(¢,z) on vahintdinkin jatkuva, jos ydin
m on singulaarinen origossa. Todistukset perustuvat viitteeseen [Priifi(1987)].
Oletuksen 1 lisdksi oletetaan, etta

M on log-konveksi, (4.1)

missd M on miéritelty kaavassa (2.34) s.o. M(t) = [;° m(s)ds. Selvastikin M (t)
on jatkuva, positiivinen (m > 0), ei-kasvava (M'(t) = —m(t) < 0) sekd konveksi
(M"(t) = —m/(t) > 0 niissi pisteissi, joissa m on derivoituva). Log-konveksit
funktiot ovat konvekseja, joten oletus (4.1) on lisdvaatimus. Kaavan (2.35) mukaan
M € L(0,1).

Olkoon p = 1. Kirjoitetaan Rayleigh’n ongelman ratkaisun Laplace-muunnos
(2.18) muodossa

a(\ z) = e—22/v/MA+B+m(0)—1i(})

i o

M0
245422

|
8
S~

b L S N S

(¢

§ (4.2)

missda M:n Laplace-muunnos on annettu kaavassa (2.36). Merkitain

N, B M)
a‘(’\) - A P AZ 5 A ’ (4'3)
jolloin
0 5) = %ho()\,z), (4.4)
missa
ho(A,z) = e—2/a(NY? (4.5)
Kéaanteismuuntamalla (4.3) saadaan
t
a(t)=n+pt+ f M(s)ds. (4.6)
0

Lemmaan 1 on koottu joitakin a(¢):n ominaisuuksia.
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Lemma 1. Oletetaan, ettd oletukset 1 ja (4.1) ovat voimassa. Talloin

(i) 1/2a(X)Y/? ja —a'(\)/a(N)*/? ovat taysin monotoonisia (0, 00):1ld.

(ii) On olemassa ei-vihenevdt, vasemmalta jatkuvat funktiot
k],kz € BI/loc(R-+); kl(O) = kz(O) = 0, siten, etta

Toa(N) = 10600 ja Try() = —(V)/a(3)"? (47)

kaikilla R\ > 0.

(iii) k1(0+4) = k2(0+) = 1/c, missa c on lauseen 1 mukaisesti c = 1/ + ™(0),
jos =0, ja ¢ = 00, jos n > 0.

(iv) k1(t) on lokaalisesti absoluuttisesti jatkuva ja konkaavi, kun t > 0, eri-

tyisests

1/26(A\)2 = 1/c + ks (2), R > 0. (4.8)

(v) Jos lisiksi m(t) on absoluuttisesti jatkuva (0,00):1ld tai ¢ = co, niin k; ja
ka2 ovat lokaalisesti absoluuttisesti jatkuvia; erityisests

—%*'(,\)/a(,\)s/2 =1/e4b4(0), RA>0, (4.9)
Todistus.
(i) Oletetaan ensiksi, ettd m on integroituva eli M(0) < co. Tehdidin ha-
jotelma
1/2a(A)2 = (g + B4+ AM(X)) /2
= (1A + B + (0) — (X)) 71/?
= (pA +)"V2(1 - ’K(T/\lz)_l/z
= f(M)h(g(})), (4.10)
missa
F) = (nx + )72,
o) = L,
h(A) = (1 — )72, (4.11)
Ensimmiinen tekija f()) on taysin monotooninen (0, co):1l4, silla
F(A) >0,

F(N) = -3+ <o,

F'(N) = 3r(mA+ )= 2 0,
jne. (4.12)
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epasuuruusmerkin suunnan vaihtuessa kunkin derivoinnin jalkeen. Koska m(t) on
positiivinen, on sgn( %ﬁz())) =(-1)*k=0,1,2,...,kun A € (0,00), joten ()
on taysin monotooninen (0,00):1ld. Kahden tidysin monotoonisen funktion tulona
g(A) on taysin monotooninen (0,00):114. Funktio h()) puolestaan siilyy positii-
visena derivoitaessa eli A(*)(1) > 0, k = 0,1,2,.... Edellisten merkkitarkastelujen

perusteella

ha(N) > 0,
£ h(g(N) = K(g(N)g' (V) <O,
& ha(3) = (GO + K(e(W)g"(N) >

jne., (4.13)

joten yhdistetty funktio h(g())) on taysin monotooninen (0, co):1la. Kahden taysin
monotoonisen funktion tulona 1/Aa())'/? on tiysin monotooninen (0, cc):114.

Jos m ei ole integroituva origossa eli M(0) = oo, niin approksimoidaan
M (t):ta funktiolla, joka pysyy origossa rajoitettunas:

M(t) = { %Eg 25:5 4 (4.14)

Koska M,()\) — M()) tasaisesti kompakteissa osajoukoissa oikeanpuoleisessa puo-
litasossa ®A > 0 ja 1/Aac())'/? on téysin monotooninen (0,00):11a (a,:ssa on M
korvattu M,:lla), niin 1/Xa(\)!/? on my®ds taysin monotooninen (0, co):1la.

Kohdan (i) toisen viitteen todistamisessa kaytetdan identiteettia (vertaa
Cauchy’n kaava [Rudin II, 5.208])

. oo _a-—1
ga=to BOLGN /' r - . (4.15)
™ 0 z ;i

missd z € C \ (—00,0] ja @ € (0,1). Kun e =1/2 ja z = a()) (> 0, koska X > 0),
relaatiosta (4.15) saadaan muuttujanvaihdoksella » = s/\?

P
a /‘w/o S rao)

D g 1
= [ e

1 [ 1

0 W - % Liwin e 4.16

7"./0 N T (#:16)
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missa merkittiin

+Aa()) = § +n+ [; + M) (4.17)

~ S
b(A, 8) = X

Integraali (4.16) suppenee itseisesti, silli ddrettomyydessa integroitava kiyttaytyy

—3/2 -1/2

kuten s ja origossa kuten s . My6s integrandin osittaisderivaatta A:n suh-

teen (pilkku tarkoittaa derivointia A:n suhteen)

R e (a4 BN~ M'Q)
Vab(A,8)2  \s[(s + BN + 7+ M(N)]?

(4.18)

kayttaytyy adrettomyydessa kuten s~3/2 ja origossa kuten s~1/2 ja on siten itsei-
sesti integroituva valilla s € (0,00). Talléin derivoinnin ja integroinnin jarjestysta
voidaan vaihtaa, jolloin derivoimalla A:n suhteen lausekkeesta (4.16) saadaan

&)/ = 2 /0 g —EE’:\(’\;):) -dfis (4.19)

kaikilla A > 0. Olkoon d(}, s) = b(}, s) — 5. Kaanteismuuntamalla saadaan
d(t,8) = s+ B+ M(2). (4.20)

Oletusten 1 ja (4.1) perusteella kiintealld s patee d(t) € L*(0,1)NC(0, o). Liséksi

d(t) on positiivinen, ei-kasvava seka log-konveksi, joten [Miller, teoreema 6.2] d())/

(7 + d()\)) on tiysin monotooninen (0, oo):11a jokaisella n > 0. Taten

4 dpy _ ad)
Dn+dd)  (m+d) i

on taysin monotooninen. Koska 7 > 0, myds —d'()\)/(n + d(A))? = —b'(N)/b(N)?
on taysin monotooninen. Kaavan (4.19) mukaan —a'(1)/@())3/? saadaan integ-
roimalla tdysin monotoonista funktiota parametrin s suhteen. Koska kaavan (4.19)
oikealla puolella derivointi A:n suhteen voidaan aina viedi integraalimerkin alle,
—a'(X)/@(X)3/% on taysin monotooninen (0, co):lla.

(ii) Bernsteinin teoreeman [Widder, s.160] mukaan jokainen taysin monotooni-
nen funktio on positiivisen mitan Laplace-muunnos. Tassa dk,(t) ja dka(t) ovat
mittoja. Mitan positiivisuudesta seuraa kq(t):n ja k2():n ei-vihenevyys. Vasem-
malta jatkuvuus on sopimuskysymys.
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(iii) Edellisen kohdan perusteella
k1(0+) = lim dky(N)
= lim 1/Xa(X)/?
A—o0
= lim 1/(nX + 8 + M(0) - ()2

_{0, 1> 0 tai M(0) = oo,
| 1/e, n=0ja M(0) < oo.

Relaatiosta

—(dk1 (X)) = —(1/Xa(X)V/?)
= /N2 + 3(0)/228()?
_ %2%1(,\) = %2%2(,\), RA > 0

saadaan kaanteismuuntamalla
tdky(t) = kq(t)dt — ko(t)dt.

Kaavasta (4.24) saadaan

tha (t) — /0 ka(s)ds = /0 i /o AR

josta

ha(t) = 3 [2/0tk1(s)ds—/ot kz(s)ds].

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Tamén mukaan k;(t) on esitettdavissd lokaalisti integroituvien funktioiden integ-
raalina, joten [Rudin II, teoreema 8.17, 5.165] k; (%) on lokaalisesti absoluuttisesti

jatkuva, kun ¢ > 0. Kaava (4.24) on talléin
thy(t) = ky(2) — kao(2), ¢>0,

josta derivoimalla
: 1 3
by ()= —;kz(t) <0, t>0,

joten ki(t) on konkaavi. Tilléin k() on ei-kasvava, joten
. t .
tha(t) < / blelte =kl B) R0 5 B,
0
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kun ¢ — 0. Téten raja-arvona ¢t — 0+ (4.26) antaa k;(0+) = k2(0+) ja (iii) kuten
my6s (iv) on todistettu.

(v) Tarkastellaan ensiksi tapausta, kun m(t) on absoluuttisesti jatkuva. Teh-
dadn hajotelma

)

_ @) _ 380y
2a(X)3/2  4a())5/2

ot A3 () 32 (_ a'()) )2
2(xa(X)1/2)3  Aa(X)1/2 | 2a(X)3/2

. A3a"(A)dk1(\)® - 3 [n +2, M(,\)] dky(\)dka (M), (4.29)

B |

A

Kehitetaan osittaisintegroimalla edelleen
A3G"(A) = A3 /o = e Mt2a(t)dt
= A? /o = e (2ta(t) + t2a(t))dt
= A /o & e~ (2a(t) + 4ta(t) + t2a(t))dt
=2Xa(A) + A /0 " e~ (4Bt + 4 M (t) — t*m(t))dt
=2Xa()) +48/) + /o i e~ X (—4tm(t) + 4M(t) — 2tm(t) — t*mn(t))dt
=20+ 68/ + 6M()) — 6im()) — £2m()). (4.30)
Nyt (4.29):sta tulee
tdka(\) = [7, + 38/ + 3M()) — 3im()) — ﬁﬁz(x)] dky())®

-3 [n + g’- + M(A)] dk1(N)dka ()2, (4.31)

josta kaanteismuuntamalla
tdks(t) =[nbo + 38 + 3M — 3tm — t21n] * ky * ky * ey (2)

— 3[nbo + B + M| x ky * dk; * dky(t)
=£(2), (4.32)
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missd tdhti ’%’ merkitsee konvoluutiota Ry:lla ((a * db)(t) = fot a(t — s)db(s)).
Koska m(t) on absoluuttisesti jatkuva R :lla, ovat tm(t) ja t>m(t) lokaalisti integ-
roituvia R :lla. Kaavan (4.32) kummassakin konvoluutiotermissi on vahintaan
yksi tekija funktio (k;) ja muut mittoja, joten f on funktio. Lisiksi f € L}, . (Ry).

Funktiolle k;(t) saadaan esitys lokaalisti integroituvien funktioiden integraalina

ka(t) = % [ /o " Ho)ds + /o : kg(s)ds] , (4.33)

joten ky(t) on lokaalisesti absoluuttisesti jatkuva, kun ¢ > 0.

Jos ¢ = o0, niin (4.8):n mukaan

() = X;‘(%)T/? = ki(V), ®A>0. (4.34)
Tallsin
o —%A&(;)lﬁ ,\a(;)l/2 ,\a(;)l/z AEQ)
= —%121(,\)3,\%'(,\)
- _%121(,\)35(,\), (4.35)

missd g(t) on oleellisesti ta(®)(¢). Vastaavasti kuin tapauksessa m absoluuttisesti
jatkuva lausekkeesta (4.35) voidaan paatella, ettd k; on lokaalisesti absoluuttisesti
jatkuva, kun £ > 0.

Kaavan (4.24) mukaan

ha(t) = 1 [a(2) — ka()) (4.36)

joten koska k; ja ka ovat lokaalisesti absoluuttisesti jatkuvia, on myés k; lokaali-
sesti absoluuttisesti jatkuva, kun ¢t > 0. A
Lemman 1 kohtien (i) ja (ii) avulla saadaan funktiota hg(),z) koskeva tulos.
Lemma 2. Oletetaan, ettd oletukset 1 ja (4.1) ovat voimassa. Tdlloin
(i) Kiintedlld = > 0, ho(), z) on tdiysin monotooninen A:n suhteen, kun A > 0.
(ii) Jokaisella kiintedlli = > 0, on olemassa ei-vihenevd, vasemmalta jatkuva
funktio u(t,z), w(0,z) = 0, siten, ettd

dau(M,z) = ho(\,z), VA > 0. (4.37)
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(iil) Jokaisella kiintedlld t > 0, u(t,z) on ei-kasvava x:n suhteen, kun z > 0;
erityisesti u on rajoitettua variaatiota.

(iv) u(t,z) on rajoitettu ja u(oo,z) = ho(0+,z) = 1.

Todistus.

(i) Méaritelladn ns. Widderin operaattori

&

In = (_l)n(dA)n,

2= (4.38)

missad A on reaalimuuttuja ja n ei-negatiivinen kokonaisluku. Nyt pitee

ho(A,z) = RN S 0,

1, _ o (_1_&Q)
daihits ("2 a(1)3/?

) ho = glho Z 0. (439)
Oletetaan, ettd LYho = gnho. Talléin

L";+l hO =

L3(gnho) = (919n — 95)ho, (4.40)

1
n+1 n+1

missa pilkku tarkoittaa derivointia A:n suhteen. Toisaalta L;“'Hho = gn+1ho, joten

1
gnt1 = n_-}-l(glg" - gn)- (4.41)

Osoitetaan induktiolla, ettd g, on tiysin monotooninen A:n suhteen, kun A > 0.
Lemman 1 kohdan (i) mukaan g; on tdysin monotooninen. Oletetaan, etti g,
on taysin monotooninen. T4&lléin myds —g!, on tdysin monotooninen. Taysin
monotoonisten funktioiden tulo ja summa ovat taysin monotoonisia, joten kaavan
(4.41) perusteella g,,+1 on taysin monotooninen. T#ten g, on tiysin monotooninen
kaikilla n = 1,2,.... Erityisesti nyt patee L}hy = goho > 0, n = 0,1,2,...
(90 = 1), mika todistaa hg:n tiysin monotooniseksi A:n suhteen, kun X > 0.

(ii) Kuten lemman 1 kohdassa (ii) vdite seuraa nytkin suoraan Bernsteinin
teoreemasta. Talla kertaa mittana on du(t) = dyu(?,z) kiintealla =z > 0.

(iii) Kaytetaan hyviksi relaatiota

ho(X,z 4+ y) = ho(A,y)ho(A, 2). (4.42)
Jaetaan (4.42) puolittain A:lla ja kdinteismuunnetaan, jolloin saadaan
t
u(t,z +y) = / u(t — s,y)d,u(s, z). (4.43)
0
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Kohdassa (iv) osoitetaan kayttamatta tata kohtaa hyviksi, ettd u(s,y) < 1, kun
8 2 0 ja y kiinted. Koska lisiksi kohdan (ii) mukaan u(s,z) on ei-vihenevi s:n
suhteen eli d,u(s,z) > 0, voidaan kaavan (4.43) oikeata puolta arvioida yléspain
jattamalld u integroitavasta pois, jolloin saadaan

u(t,z +y) < /: dsu(s,z) = u(t,z). (4.44)

Téten u(t,z) on ei-kasvava z:n suhteen, kun = > 0 kiintealld ¢ > 0.
(iv) Kohdan (ii) mukaan

ot = /om T

= / lim e *d,u(s,z)
0

A—0+
oo

=AE%1+ : e~ d,u(s,z)

= h0(0+’ :B)

e—z/oo

=1, (4.45)

missé raja-arvon ja integraalin jarjestyksen vaihto on Lebesguen monotoonisen
suppenemislauseen [Rudin II, 5.21] mukaan sallittua, silli jokaisella ¢ > 0 funk-

~Ant muodostavat ei-vahenevan ja suppenevan jonon, kun A, — 0+4. Koska

tiot e
u(t,z) on ei-vihenevd t:n suhteen, niin kaavan (4.45) perusteella u(t,z) on ra-
joitettu #:n suhteen kiintedlld z > 0. A

Lemman 2 kohdan (ii) mukaan Rayleigh’n ongelman (1.6) ratkaisu on aina
olemassa. Laplace-muunnoksen yksikasitteisyyden perusteella ratkaisu u(t,z) on
yksikdsitteinen. Lemmaan 3 on koottu ratkaisun siannéllisyysominaisuuksia.

Lemma 3. Oletetaan, ettd oletukset 1 ja (4.1) ovat voimassa, ja tapauksessa
n =0 ja M(0) < oo, eli c < oo, oletetaan lisiksi, ettd m(t) on absoluuttisesti
jatkuva (0, 00):lla. Tdlloin

(i) Jos ¢ = oo tai jos ¢ < 0o, mutta k = m(0)/2¢c = oo, niin u(t,z) on jatkuva
R, xRy \ {(0,0)}:la.

(ii) Jos ¢,k < o0, on olemassa Ry x R :lla jatkuva funktio v(t,z) siten, ettd

u(t,z) = v(t,z) + H(ct — z)e™ /<", ¢,z >0. (4.46)

(iii) u(t,z) on absoluuttisesti jatkuva, kun t # z/c jokaisella kiintedlld z > 0
ja kun z # ct jokaisella kiintedlld t > 0.
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Todistus. Todistus etenee hieman eri jarjestyksessa kuin viitteet.
a) Tarkastellaan ensiksi tapausta ¢ = co. Yht#lon (4.9) mukaan

&'(0)/a(A\)*? = ka(2), RA> 0. (4.47)

N | =

Kayttamalla tata hyvaksi saadaan derivoimalla

0

—a3ho(A2) = e==/8NY 5k (A) = zho(M, 2)ka(A), Az > 0, (4.48)

josta kédnteismuuntamalla ja kdyttamalla yhtaloa (4.37)
tdyu(t, z) = cky(t) * dyu(t, z). (4.49)

Téstd saadaan u:lle esitys lokaalisti integroituvien funktioiden integraalina

wliyaias % [:c /0 LA i /0 tu(s,:c)ds], (4.50)

joten u(t,z) on lokaalisesti absoluuttisesti jatkuva, kun ¢ > 0 kiinteallda =z > 0.
Koska u(t,z) on ¢:n suhteen rajoitettua variaatiota, silli on korkeintaan hyppy
origossa. Todistetaan, ettd hyppyéa origossa ei ole. Oletetaan, ettd u(0+,z) = a >
0. Talléin im0 ho(A, z) = @, joten z/&(A)'/? on rajoitettu A:n suhteen. Tama
on ristiriita, kun z > 0, silld &(A)!/2 — 0, kun A — co. Téten u(#,z) on jatkuva
myos origossa jokaisella z > 0.

b) Oletetaan, ettd ¢ < co. Yhdistamallad yhtilsista (4.5) ja (4.9) saadaan talla
kertaa

_c%ho(/\,z) = —em= A 5 23 (3) [a(N)*2

2
= Zho(A,2) + zho(M, z)ka(A), A,z > 0. (4.51)
Kéanteismuunnos tuottaa
tdyu(t,z) = %dtu(t,z) + zkg(t) * dyu(t, z), (4.52)
josta
dyu(t,z) = - = k(t) * duu(t, ) (4.53)
ja erityisesti
t
u(t,z) = / : = — (kg * dyu)(s,z)ds. (4.54)
07,5 e
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Taten u(t,z) on lokaalisesti absoluuttisesti jatkuva t:n suhteen, kun ¢ # £. Kun

t < 2, on lauseen 1 mukaan u(%,z) = 0. Koska u(¢,z) on #:n suhteen rajoitettua

variaatiota, silla voi olla korkeintaan hyppy kohdassa ¢, = 2. Oletetaan, ettd

u(to+,2z) = @ > 0. Kun hg:sta vihennetddn hyppayksen Laplace-muunnos, niin
Riemann-Lebesgue lemman [Rudin II, 5.103] mukaan

lim [ho(A,z) — ce™*™] = lim [a()\,z) - asto(/\,m)] = 0, (4.55)

[A| o0 |A|—o0
missd £ > 0. Kdyttamalld relaatiota (4.8) voidaan kirjoittaa
ho(A,z) = e~ Mo—sAk1(}), (4.56)
Valitaan A = w + 10, |o| — o0, jolloin (4.55) antaa
e_”}‘il(t) — o (4.57)
Toisin sanoen )J::l(/\) — &, kun |o| — oo, jollakin ¢ € C siten, ettd exp(—zé) =
a. Erityisesti )J;:l()\) on rajoitettu pystysuoralla suoralla ®)\ = vakio, joten
Phrigmen-Lindelof periaatteen [Bak ja Newman, s.178] mukaan se on rajoitettu

koko oikeanpuoleisessa puolitasossa ®\ > 0. Jos k;(0) = oo, niin on olemassa K,
T, > 0 siten, ettd ky(t) > Kp, kun 0 < t < T),. Olkoon A = w reaalinen, jolloin

(o ] Tu
w/ ki(t)e~“tdt > wKn/ e 'dt = K, [1 — e-wT,] — K,, (4.58)
0 0

kun w — oco. Koska K, saadaan mielivaltaisen suureksi, kaava (4.58) on risti-
riita Ak;()):n rajoittuneisuuden kanssa. Titen &, (0) on rajoitettu. Korottamalla
yhtal6 (4.8) puolittain nelioén saadaan

1/3%6(N) = 5 + k() + (). (4.59)

Sijoitetaan a:n lauseke (4.3) (7 = 0, koska ¢ < 00), jolloin saadaan
g 1, 2; ;2
1=(c" —m(})) = -+ -c-kl(/\) +k(A) ). (4.60)

Kertomalla sulut auki saadaan

_m(})

c2

0=

+ 26k (N) + Fha(N) - (%izl()\) + fcf(,\)) m(A), (4.61)
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josta kaanteismuuntamalla

t . . . 9. y ;
—7‘% == 2Ck1(t) + Czkl * kl(t) = (zkl + kl * k]) * m(t) (462)
Pisteessa ¢ = 0 konvoluutiotermit haviavat ja jaljelle jaa
m(0 .
c(2 ) = 2ck;(0). (4.63)

Siten x = m(0)/2¢ = ¢?k;(0) < oo. Siis jos u(t,z):lld on kohdassa t = t, = S
hyppy, joka on suuruudeltaan a > 0, niin k£ < oo ja

a = e~"k(0) = g—=n/c’ (4.64)

Toisin sanoen, jos K = oo, niin hyppya ei ole ja u on jatkuva.
Kéédntden, jos k < oo, niin yhtalostd (4.8) ja k:n maaritelmisti saadaan

osittaisintegroimalla
" 1/2 A 3y A K s
1/a(A)"/* = e Aky(A) = g g ki(X), RX>0. (4.65)
Tata kayttaen :
ho(A, z) = e~2Me—an/c —aki(A), (4.66)
Maaritellaan
v(t,z) = u(t,z) — H(ct — z)e~="/<, (4.67)

Aalto etenee direlliselld nopeudella c, joten v(t,z) = 0, kun ¢ < 2. Koska @ = %‘“,
saadaan kompleksista kaanteiskaavaa kayttiaen

+i00 s
= —zk/c? 1 G _]_*_ A(t—2)—zk1(N) ]
v(t,z)=e [—27”: [y_ico e dx -1}, (4.68)

kun ¢ > 2. Osoitetaan, ettda v(,z) on jatkuva koko R, x R,:lla. Merkitdan
e =1t— % > 0, ja tarkastellaan v:n lausekkeessa olevaa integraalia. Kehitetdan
exp(—zk;())) sarjaksi, jolloin integraalista tulee

I- ey

2 1 ex—zk, ()
278 Jomioo A A

y+i00 a 2.’: o
__i\/ lee)\ (1—3}’61(}\)4-%’01'kl(A)_"')dA
3 !

a 27l"b —ico A
1 Y+ioco 1 o 1 Y+ico ;| o a 222s 2
= omi e Xe d\ + o wey ->—‘e (—zkl(/\) e 2—!k1 cka(A) — .. ) d\.

(4.69)
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Ensimmadinen termi on yksi kaikilla ¢ > 0 (Heavyside’n funktio). Merkitdén
jii.lkimmii,is?n termin sarjakehitelmaa F(A):lla. Olkoon ¢(z) = e~*# — 1, jolloin
F()) = ¢(k1())). Koska ¢ on z:n kokonainen funktio ja #(0) = 0, on [Goldberg,
5.27] olemassa F(t) € L*(R) siten, etta sarjakehitelméin kiinteismuunnos

—aky(t) + gizl *ky(t) — ... > F(4) (4.70)

L*(R)-normin mielessi. Koska k;(¢) = 0, kun ¢ < 0, niin myds F(¢) = 0, kun
t < 0. Kaavassa (4.70) taytyy vaatia, etta ky € L'(R,) (sarjakehitelman L1-
normi < 3720 24||ky |7 < oo, jos x|k < 1). Kaavan (4.69) integraali on taten

n=1 n!

1 y+ico 4 I €
1+ — / Xee*r«'(,\)uz,\=1+ / F(s)ds, (4.71)
y—1ico (1}

2mi

missé viimeisessa yhtdsuuruudessa kaytettiin tietoa, ettd F':n integraalin Laplace-
muunnos on ﬁ'()\) /A. Sievennyksen viimeisestd muodosta nihddin, etti sieven-
netty integraali on jatkuva kaikilla ¢ > 0. Erityisesti integraali— 1, kun ¢ — 0
eli v(¢,z) — 0, kun ¢ — 24. Naiin lahestyttdessi aaltorintamaa sen takaa v
lahestyy kohti arvoa, joka silld on rintaman edessi, joten v(t,z) on jatkuva koko
R, x Ry:lla.

c¢) Todistetaan u(t,z):n jatkuvuus z:n suhteen kiyttien Hellyn valintateo-
reemaa [Widder, teoreema 16.2, 5.27 tai Torchinsky, lemma 3.4, s.39]. Tama
argumentti on sama kaikille kolmelle tapaukselle; tarkastellaan tapausta ¢ = oo.
Olkoon z > 0 ja (z,) jono siten, ettd z, — z. Koska funktiot u(-,z,) ovat jatku-
via ja ei-vihenevia (lemma 2 (ii)) on Hellyn teoreeman mukaan olemassa osajono
(Zny ) s.€. u(:,2n,) — f(t) pisteittdin, f(t) ei-vihenevi. Koska u on ei-vahenevi
t:n funktiona ja u(co,z) = 1 kaikilla > 0 (lemma 2(iv)), niin |u(t, z,, )e™*t| <
|e~**| kaikilla ¢ > 0. Lisaksi I le™tdt < oo, joten Lebesguen dominoidun
suppenemislauseen [Rudin II, 5.26] mukaan ho(\,zn,)/A = (A, zn,) — F(),
kun ) > 0. Toisaalta Lebesguen dominoidun suppenemislauseen mukaan myds
(A, zp,) — 4(A,z), joten koska Laplace-muunnos on yksikisitteinen, on oltava
f(t) = u(t,z). Nain siis u(t,z,) — u(t,z) jopa lokaalisesti tasaisesti ¢:ss, silld
rajafunktio on jatkuva. Tamai osoittaa, ettd u(t,z) on jatkuva z:n suhteen, kun
z > 0.

d) Todistetaan u(t,z) lokaalisesti absoluuttisesti jatkuvaksi z:n suhteen, kun
z # ct. Merkitaan

h(), z) = ho(A,z)/Aa(N)Y?, A,z > 0. (4.72)

Lemman 1(i) ja lemman 2(i) mukaan A(), z) on kahden taysin monotoonisen funk-

tion tulo, joten se on myds itse taysin monotooninen. Bernsteinin teoreeman
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mukaan jokaisella kiintealld z > 0 on olemassa ei-vahenevi, vasemmalta jatkuva
funktio w(t,z), w(0,z) = 0, siten, ettda dyw(),z) = h(\,z) kaikilla A > 0. Nyt

patee relaatio

[Ro(X, z)/A]e = —R(),z), A,z >0, (4.73)

josta kdanteismuuntamalla
uy(t, ) = —wy(t,z), t,z >0,z #ct. (4.74)

Integroimalla kaavasta (4.74) saadaan wu:lle esitys lokaalisti integroituvien funk-
tioiden integraalina, joten u(t,z) on lokaalisesti absoluuttisesti jatkuva z:n suh-
teen, kun = # ct. A

Lause 4.Oletetaan, etti oletukset 1 ja (4.1) ovat voimassa, ja tapauksessa
n = 0 ja M(0) < oo, eli ¢ < oo, oletetaan lisiksi, ettd m(t) on absoluuttisesti
jatkuva (0,00):lld. Talloin Rayleigh’n ongelman (1.6) ratkaisu u(t,z) on jatkuva
alueessa t > 0, z > 0, jos ja vain jos m(0) = +oco. Erityisesti u on jatkuva yli
suoran x = ct.

Todistus. Jos m(0) = oo, niin ¢ = o0, tai ¢ < oo ja & = m(0)/2¢c = co.
Télléin lemman 3 kohdan (i) mukaan u(t,z) on jatkuva alueessa ¢t > 0, z > 0.
Lemman 3 kohdan (iii) perusteella u(¢,z) on jatkuva myos pisteessa ¢t > 0, z = 0,
joten u(t,z) on jatkuva alueessa t > 0, z > 0.

Jos m(0) < oo, niin ¢ < o ja & < co. Télléin lemman 3 kohdan (ii) mukaan
u(t,z):114 on hyppéysepéajatkuvuus kohdassa z = ct ja siten u(¢,z) on epijatkuva
alueessa t > 0, z > 0. Téten, jos u(t,z) on jatkuva alueessa t > 0, z > 0, niin
¢ = oo tai k = co. Talléin m(0) = 2ck = c0. A

Lemman 3 kohdan (ii) mukaan, jos ydin m ei ole singulaarinen origossa, niin
u(t,z) on epajatkuva kohdassa ¢ = ct ja epajatkuvuuden amplitudilla on sama
lauseke (3.6) kuin luvussa 3 osoitettiin siddnnéllisille ytimille. Tassd oletukset,
(4.1) ja m absoluuttisesti jatkuva, ovat paljon vahiisemmat kuin luvussa 3 oletus
(3.1), jota tarvittiin osoittamaan lemman 3 funktio v(¢,z) C'*-funktioksi.

4.2 Ei-integroituvat ytimet

Tarkastellaan Rayleigh’n ongelmaa (1.6), kun 7 = 0 ja ytimelld m on ei-
integroituva singulaarisuus origossa. Aallon etenemisnopeus on #iretdn ja aalto
silenee valittomasti. Kayttdytyminen on parabolista. Lauseen 5 kohta (i) on uusi
tulos. Kohdan (ii) todistus perustuu viitteeseen [RHN].
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Lause 5. Oletetaan, ettd oletus 1 on voimassa, n = 0 ja ytimelld m on
ei-integroituva singulaarisuus origossa, sekd olkoon M(t) = [ m(s)ds. Tdllgin
Rayleigh’n ongelman (1.6) ratkaisulle w(t,z) pdtee:

(i) Jos kiintedlld v > 0 on olemassa vakio a > 0 siten, ettd |RM(y + ic)| >
a|SM(y +i0)| kaikilla o € R, niin u € C™ alueessa t >0, z > 0.

(ii) Jos m on tdysin monotooninen (0,00):lld, niin u on analyyttinen alueessa
i>0,220

Todistus.

(i) Oletuksen 1 perusteella M € L'(0,1) (vrt. kaava (2.35)). Olkoon V(t) =
e~ M(t), jolloin

oo

M(y +io) = /0 we‘*"(e""M(t))dt: /0 etV (t)dt = V(io).  (4.75)

M on ei-negatiivinen (m > 0), ei-kasvava (M'(t) = —m(t) < 0) ja konveksi
(M"(t) = —m'(t) > 0 niissd pisteissa, joissa m on derivoituva), joten V on ei-
negatiivinen, ei-kasvava ja konveksi, koska se on kahden konveksin funktion tulo.
Liséksi V € Lj,.(Ry), joten [Gripenberg, Londen ja Staffans, lemma 6.2.2, 5.170]

loc

% / nk V(t)dt < |V(io)| < 2 / I/IO'V(t)dt, (4.76)

josta

1/lo] . 1/lo]
= / e M(t)dt < |M(y +io)| < 2 / e~ M (t)dt. (4.77)
V2 Jo 0

Kaavan (4.77) alarajasta saadaan

L : 1/le|
by -+ oty +io)) 2 L [ s eyar
Z o
Iy + 10| _ 1 1
> A le~lelpg—y, —
V3 o) 1ol

1

kun || — co. Kun |o| > 1, kaavan (4.77) ylirajan mukaan
s 1/le|
|M(y +i0)| < 2/ e~ M(t)dt
0

1
<2 / e " M(t)dt
0
<N < o, (4.79)
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missd N on positiivinen luku (itseasiassa Riemann-Lebesgue lemman mukaan
M(y +ic) — 0, kun |o| — o). Merkitdan ¢ = 8 + (y + ic)M(y + ic). Kaavan
(4.78) mukaan |(| — oo, kun |o| — co. Kaavan (4.79) perusteella jokaisella v > 0
on olemassa vakio a > 0 siten, ettd |(| < 8+ |y+1i0|N < a|o|, kun |o| > 1. Koska
|¢| = oo, saadaan oletuksen |[RM (v + ic)| > a|SM(y + ic)| avulla

(RS + )| = 5L [(RACy + i) + (R -+ i0))?]

> L [ty +io)? + (@t (y +io)?] "
i, (4.80)

kun |o| — co. Ominaisuuden (2.15) perusteella £( > 0. Kaavan (4.80) avulla

S¢| YSM(y +i0) + oRM (v + i)
LRC B+ ARM(y +i0) — oSM(y +i0)
lYSM(y +i0) + oRM(y + i0)]
= B ARy + )| + ||| M (7 +i0)
WSM(y +i0) + oRM(y +ic)|
= B ARy +10)] + a2 |o|[RM (7 + o)
—a>0, (4.81)

kun |o| — co. Kayttamalla kaavaa (2.36) Rayleigh’n ongelman ratkaisun lauseke
(2.19) voidaan lausua ¢:n avulla

ol By 1 ‘/‘°° e(YHio)t ,—(v+io)zy/p/C g (4.82)
2 °°7+w

Lausekkeen (4.82) integrandin itseisarvo on

| 1 ; Ie»yteﬂ(——('y+io)z\/ /<) (4-83)
Y+ 0

Merkitddn ¢ = [(|e*?, missd ¢ € (—%,%) (R¢ > 0). Kaavan (2.18) yhteydessa
todettiin, ettd integrandissa (4.83) olevan nelidjuuren haaroista pitas valita kul-
loinkin se, joka sailyttad nelidjuuren arvon samassa A-tason neljinneksessi, jossa
juurrettavakin on (A = v +i0). Talldin

R(CTH?) = |¢[7 2 cos £ > 0,
S(¢1/2) = —|¢|"/? sin -‘3. (4.84)
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Ominaisuuden (2.16) perusteella oS¢ > 0, joten oS(¢~*/2) < 0. Kun |o| on
riittdvan suuri, kaavan (4.81) perusteella on olemassa vakio x > 0 siten, etta
|sin £| > &, jolloin |(¢™/2)| > k|¢|~Y/2. Kun |o| on riittivin suuri, voidaan
kaavan (4.83) jalkimmaista eksponenttia arvioida ylospain

R(—(7 +i0)z/p/¢) = —zp 2 [yR(¢T/?) — o(¢7V/?))
< zp'?0S(¢7Y/?)
< —zp'?klo||¢|7/2

_wpl/zna—l/z'o,'l/z

— —o00, (4.85)

VAN

kun |o| — co. Ratkaisun lausekkeen (4.82) integrandi vihenee pitkin integroimis-
reittid nollaan nopeammin kuin miké tahansa |A|:n negatiivinen potenssi, jolloin
ratkaisun lausekkeessa voidaan derivoida mielivaltaisen monta kertaa ¢:n tai z:n
suhteen integraalimerkin alla ja integraali sailyy itseisesti suppenevana. Suppe-
neminen on lisdksi tasaista kompakteissa osajoukoissa alueessa ¢t > 0, z > 0, joten
ratkaisun derivaatat ovat jatkuvia (vrt. lauseen 2(i) todistus). Ratkaisu on C'*°-
funktio ¢:n ja z:n suhteen alueessa t > 0, z > 0.

(ii) Muutetaan integroimisreitti ratkaisun lausekkeessa (2.19) kuvan 1 mukai-
seksi. Ratkaisun lausekkeen integrandi on tassd tapauksessa

;eAte—-Az\/p/(ﬁ'i'ﬁl(o)—fh(}\))_ (4.86)

Koska m on tdysin monotooninen eikd ole integroituva origossa, kaavan (2.33)
mukaan 7(0) — 7(A) — oo, kun A — oo pitkin muutettua integroimisreitti.
Téllgin [A/4/7(0) — 1(A)| kasvaa hitaammin #dédrettomyyteen kuin |)|, joten in-
tegrandi (4.86) on oleellisesti sama kuin lauseen 2(ii) todistuksessa kaavan (2.41)
integrandi ja tdmén kohdan todistus onkin oleellisesti sama kuin lauseen 2(ii)
todistus. Ratkaisun lausekkeessa oleva integraali pitkin kuvan 1 mukaista kaarta
BC menee nollaan, koska integrandissa A — —oo ja timé termi on eksponen-
tissa itseisarvoltaan suurin. Samasta syysta ratkaisu saadaan analyyttiseksi, silld
muutettu integroimisreitti (A = A¢ + 7A1) on mahdollista valita siten, etti sitd
pitkin

olto > [Mita| + [Aza/p/(B + m(0) — (N))], (4.87)

missa t = tg + ity, g > 0 ja ¢ = zg + 1zy, 9 > 0. Integraali tata reittid pitkin
suppenee, joten u(t,z) on analyyttinen alueessat > 0, z > 0. A

Lauseen 5(i) ehto |[RM (y+ic)| > a|SM(y+ic)| on voimassa ytimille m, joille
M(t) =t"%, missi 0 < k < 1. Tama nahdain seuraavasti. M:n Laplace-muunnos
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on

(1 - k)

=T(1—k)r*"? (cosp(k — 1) + isinp(k — 1)), (4.88)

missé merkittiin 4 + i0 = re’?. Koska v > 0, niin @(k — 1) € [—¢1, 1], missi
0 < ¢1 < 7. Téll6in on olemassa vakio a; > 0 siten, etta

cosp(k —1) > a1 > ay|sinp(k — 1)|, (4.89)

joten lauseen 5(i) ehto on voimassa.
Allaolevassa esimerkissa 1 kaytetadn hyvaksi epayhtaloa

" fa)ds -3 f(n)
TECED»

Téama nahdaan todeksi muokkaamalla integraalia

[ s = [ [ [ s as
=f(1)—/01 [/1 f'(u)du]ds
= §(1) - /0 1 [ /o uds] £ (u)du

= f(1) - Al uf'(u)du, (4.91)

< / "1 (s)1de. (4.90)

joten

l/ol f(s)ds—f(l)‘= /oluf'(u)du 5/01 | (u)|du, (4.92)

koska integroimisvalilld |u| < 1. Vastaavat arviot saadaan, kun integroimisvali
muutetaan viliksi [1,2], [2,3], jne. Kun ndmai arviot summataan yhteen ja kiyte-
tadn kolmioepayhtal6d, saadaan kaava (4.90) eli

[ 61 - gf(n)

<

/01 f(a)de - f(l)\ ¥ V: f(s)ds — f(2), Pndes

< [15@lds+ [ 17 Eds ..
e /0 1(s)lds. (4.93)
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Esimerkki 1. ([RHN] ja [Renardy]) Tarkastellaan Rayleigh’n ongelmaa (1.6),
kun =0 ja ydin

m(t) = Y e, (4.94)
missa % < k < 1. Koska te~™"t > 0,n =1,2,..., niin Lebesguen monotoonisen

suppenemislauseen [Rudin II, 5.21] mukaan sarjaa ¢m(t) voidaan integroida ter-
meittain, jolloin

I
gL
[
[ =
(1]
|
3
t 4
I
Nll—l
E o
~~~
[v]
|
3
=
|
—t
p—
| WSE— |

nk
n=1
oo
1 1 . _.» 1
)
< o0, (4.95)

koska k > % Lisaksi m on positiivinen, ei-kasvava ja integroituva direttomyydessi,
joten ydin (4.94) toteuttaa oletuksen 1. Ydin (4.94) on singulaarinen origossa.
Maaréataan yhtéalon (4.90) avulla m(t):n asymptoottinen kiyttaytyminen, kun ¢t —
0+4. Olkoon f(s) = e~*"t, jolloin

o) = —e—’ktksk—lt,

/um Pl = 1
/ "1 (s)]ds = e, (4.96)

1
Kaava (4.90) antaa

e k
’/ e * tds — m(t)’ <1;
0
josta
©co (>}
-1 +/ e~*"tds < m(t) <1 +/ e=*"tds. (4.97)
0 0

Kun kaavassa (4.90) kummankin integraalin alaraja muutetaan ykkoseksi ja m:n
summalausekkeesta vahennetdin ensimmainen termi f(1) = e~?, saadaan

[ e s — (i) - 7

<"
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josta s
/ e=*"tds < m(t) < 2e™* +/ e~ ds. (4.98)
1 1

Kaksoisepayhtalon (4.97) ylarajasta ja (4.98) alarajasta saadaan
/ e=*"tds < m(t) <1 +/ e=*"tds. (4.99)
1 0

Kaavan (4.99) yla- ja alarajojen ero on 1 + fol e~ *"tds — 2 (=vakio), kun ¢ — 0+.
Sijoitus ¢ = t1/*s tuottaa

/ e Tl e / e=%" dg, (4.100)
0 0

joten m(t) kayttiytyy kuten ¢~'/* kun ¢t — 0+. Koska k < 1, m ei ole integ-
roituva origossa.

m(0) ja () eivat ole hyvinmaariteltyja yksistiéin, mutta yhdessd saadaan
lauseke

m(0) — () = /o K (1 — e~ )m(t)dt
= i /oo (e_”ht — e'("h""\)t)dt

(o] A
= E—l —‘—nk(nk + A) . (4'101)
m(0) — m(A) = _S_ (

N
= lim_ [Z — - Z g /\] (4.102)

Kun N on suuri, 25—1 - kayttdytyy kuten In N + C, missa Eulerin vakio C on
mairitelty raja-arvona C' = limy_,eo(30_, L + —InN) ~ 0,57722 [Abramowitz ja
Stegun, 5.255]. Arvioidaan kaavan (4.102) jalkimmaisti summaa kaavan (4.90)
avulla. Olkoon f(s) = (s + A)™?, jolloin (A = v +i0)

Tarkastellaan ensiksi tapausta k = 1. Talloin

fl(8) =—(s+ )72,
N
A f(8)ds =In(N + A) —1n },
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N , N 1
/(: |f (~“)|d*‘-'=‘/0 mds

4 1
=), FareE

e (a.rcta.n(M) — arctan 1) ; (4.103)
o o o

Kun kaavan (4.92) mukaisia arvioita summataan yhteen N kappaletta, saadaan
kaava (4.90), jossa integraalien ylirajat ja summausindeksin suurin arvo on muu-
tettu N:ksi. Taten

& 1 N+~ v
A=Y o i s ;
In(N+2)—InA 20y /\‘ - (arcta.n( 3 ) — arctan a) ,  (4.104)
josta suurelle N
N 1
— - — 4.1
) D In(N + ) lnA+O(IAl), (4.105)

kun A — oo pitkin imaginaariakselin suuntaista suoraa. Taméin avulla kaavasta
(4.102) tulee

m(0) — m(A) = A}im [lnN +C—-In(N+A)+InX+ O(TII\T)
W, O(I—}\-l). (4.106)

Sijoitus Rayleigh’n ongelman ratkaisun lausekkeeseen (2.19) antaa

~y+ico
u(t, ) = —— / LeMeAey/p/(BHRIFOHOE) g (4.107)
2 . A

—100

Olkoon nyt 3 < k < 1. Kiytetain epayhtalda (4.90), kun

A
f(s,2) = (et 1)’
Pleiy s B A AT (4.108)

32k(3k 4 A)2 ?

missé pilkku tarkoittaa derivointia s:n suhteen. Funktiolle f patee fol f(s,A)ds =
O(1), kun |A\| — oo, silla

/lf des e g, 5Ly
8$,A)ds = i g ) ~= 8 < 00, 4.109
[ 1(e) /08,,(”%) (4.109)
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Samoin

e ] o0 k
[t = [T o

joten [ |f'(s,A)|ds = O(1), kun |A| — co. Kaavat (4.90) ja (4.101) antavat
(integraalien alarajat ykkosia)

142
(- 20

— ‘/1 sllik ds < oo, (4.110)

‘ /1 3 f(s,2)ds — (m(0) — m(X) — f(1))| < /1' o If'(s,A)|ds = O(1),  (4.111)

joten, kun |A| — oo,
m(0) — m A)—/m——)‘ d +_/\ + 0(1)
= L A +s0) T T

© )
=/o g LA E)

= ,\l/k‘lg csc % + 0(1), (4.112)

missa viimeinen yht&suuruus 16ytyy viitteestd [Gradshteyn ja Ryzhik, s.295]. Si-
Joitus Rayleigh’n ongelman ratkaisun lausekkeeseen (2.19) antaa

o
ult,z) = —— / T Lo/ bl e Oy (4.113)
¥

278 o ioo

Kun A — oo pitkin integroimisreittia, integrandi lausekkeessa (4.107) vihenee
nollaan kuten

I;—l exp (—nlzl’i‘s‘)\ - $((In /\)_1/2)|) (4.114)
ja lausekkeessa (4.113) kuten

1 1/2—-1/2k

ITI exp (—nz:c|$)\ - (A )I) ; (4.115)

misséd K ja k2 ovat positiivisia vakioita. Kumpikin integrandi vihenee nopeammin
kuin miké tahansa |)|:n negatiivinen potenssi (vrt. lauseen 5(i) todistus). Téten
lausekkeissa (4.107) ja (4.113) voidaan derivoida mielivaltaisen monta kertaa t:n
tai z:n suhteen integraalimerkin alla ja integraali siilyy itseisesti suppenevana.
Suppeneminen on liséksi tasaista kompakteissa osajoukoissa alueessa t > 0, z > 0,
joten ratkaisujen derivaatat ovat jatkuvia. Siten ratkaisut ovat C*-funktioita
t:n ja z:n suhteen, kun ¢ > 0, z > 0. Derivoimalla todetaan m tiaysin mono-
tooniseksi. Ratkaisujen lausekkeista (4.107) ja (4.113) nahdiin, ettd lausekkei-
den integrandien eksponenttitekijoissd z:n kertoimena oleva A:n funktio menee
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hitaammin &érettémyyteen kuin #:n kertoimena oleva A, kun A — oo pitkin ku-
van 1 mukaista muutettua integroimisreittia. Téaten (vrt. lauseen 5(ii) todistus)
ratkaisut ovat analyyttisia alueessat > 0, z > 0.

4.3 Integroituvat ytimet

Tarkastellaan Rayleigh’n ongelmaa (1.6), kun 7 = 0 ja ytimelld m on origossa
integroituva singulaarisuus eli m € L!(0,00) ja m(0) = co. Ytimen integroitu-
vuus takaa aallolle dérellisen etenemisnopeuden ja singulaarisuus origossa antaa
mahdollisuuden aallon silenemiseen samanaikaisesti. Tapaus on siis hyperbolisen
ja parabolisen vilimuoto. Aikaisemmin todistetut integroituvia ytimii koskevat
tulokset on koottu lauseeseen 6.

Lause 8. Oletetaan, ettd oletus 1 on voimassa, n = 0 ja ydin m tdysin
monotooninen (0,00):lld sekd integroituva origossa. Talloin Rayleigh’n ongelman
(1.6) ratkaisu u(t,z) on analyyttinen alueessa 0 < z < ct ja u = 0, kun = > ct,
missd ¢ = \/m

Todistus. Lauseen 1 mukaan aalto etenee aarelliselld nopeudella c¢. Lauseessa
3(iii) todistettiin analyyttisyys sadnnoéllisille ytimille. Lauseen 3(iii) todistus voi-
daan vieda ldpi sellaisenaan myds ytimille, joilla on origossa integroituva singu-
laarisuus. A

Esimerkki 2. ([RHN] ja [Renardy]) Tarkastellaan esimerkkii 1 tapauksessa
k > 1. Ydin m(t) kayttaytyy kuten t=*/* kun ¢t — 04 (vrt. esimerkki 1), joten
tapauksessa k > 1 ydin m on integroituva origossa. Laplace-muunnokset voidaan
lausua erikseen

N =Y 5 w0 =Y o = k), (4.116)

missa ( on Riemannin zeta-funktio. Kaytetaan kaavaa (4.90) 12()):n arvioimiseksi,

jolloin f(s) = a"}H ja f'(s) = —d‘,,‘_';_—_}‘;,. Merkitaan A = 4 + 10, jolloin

[’} ] oo ksk-]
/0 |f (3)|d3=/0‘ (s* +7)2+,2d3

s ksk—1
/ = ds
o o?[1+ (!_;t'l)z]
1
o

- o(%), (4.117)

™ .
— t Ly
(2 arca.na)
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kun ¢ — oco. Taulukkokirjasta [Gradshteyn ja Ryzhik, s.295] saadaan

/ f(s)ds = Al/"_I% csc % (4.118)
0

Kaava (4.90) antaa

™
k
kun o — oo kiintealld v > 0 (A = 7 +140). Merkitddn § = 7 csc . Binomikaavalla
saadaan

() = WA T esc T 4 0(&—|), (4.119)

— Xz+/p/(B + m(0) — ()
= —Xzy/p/(B + ¢(k) — 6X/4=1 £ O(1A|-1)

-
2

= e p/(8 + CON* [1 = s X/ + O(A™)
= o [p/(8+ (NI 1+ =L L O], (4120)

missd binomikaavan kaytté on sallittua, kun |A| on riittdvan suuri siten, ettd
Imkl/k_ll < 1. Rayleigh’n ongelman ratkaisu (2.19) on

»
e / T L xeg—ralp/(B+CON 1 e AT HOUN T gy (4.121)
Y

2ms —i00 A
Merkitdan k = ;@% > 0. Kun A — oo pitkin integroimisreittia, integrandi

(4.121):ssa vahenee nollaan kuten

IlTle—“I*l” * (4.122)
eli nopeammin kuin mika tahansa |A|:n negatiivinen potenssi. Taten lausekkeessa
(4.121) voidaan derivoida mielivaltaisen monta kertaa t:n tai z:n suhteen integ-
raalimerkin alla ja integraali sailyy itseisesti suppenevana. Suppeneminen on
lisaksi tasaista kompakteissa osajoukoissa alueessa t > 0, z > 0, joten ratkaisun
derivaatat ovat jatkuvia. Siten Rayleigh’n ongelman ratkaisu on C'°°-funktio ¢:n
ja z:n suhteen, kun ¢ > 0, z > 0. Pisteessa ¢ = 0 ei saada suppenemista,
koska tall6in lausekkeessa (4.122) eksponentti on nolla. Koska ydin m on integ-
roituva origossa, etenee ratkaisu aarelliselld nopeudella c. Piste z = ct ei ole
suppenemisen kannalta poikkeuksellinen, vaan ratkaisu on C*°-funktio yli aal-
torintaman. Derivoimalla todetaan, ettd ydin m on tidysin monotooninen, joten
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lauseen 3 mukaisella todistuksella ratkaisu voidaan nayttia analyyttiseksi aalto-
rintaman takana eli kun ¢ < ct. Tassa voidaan havaita, etta lauseen 3 todistuk-
sen kaavan (3.12) termi ®(Az7())) kasvaa pitkin kuvan 1 mukaista muutettua
integroimisreittia kuten |A|!/* eli hitaammin kuin |A|, koska & > 1. Ratkaisu
yhtyy identtiseen nollafunktioon (joka on analyyttinen kaikkialla), kun = > ct.
Jos ratkaisu olisi analyyttinen yli aaltorintaman, yhtyisi se identtiseen nollafunk-
tioon kaikkialla, missd kumpikin ovat analyyttisia, siis myos kun z < ct. Tama
on ristiriita, koska ratkaisu poikkeaa nollasta aallon takana, joten ratkaisu ei
ole analyyttinen yli aaltorintaman. Tassa esimerkissd ytimen m singulaarisuus
origossa on voimakkaampi kuin logaritminen. Seuraavassa kappaleessa osoitetaan,
etta ratkaisun saannollisyysominaisuudet muuttuvat oleellisesti, jos ytimen singu-
laarisuus origossa on logaritminen tai heikompi.

4.4 Logaritminen singulaarisuus

Téssé kappaleessa osoitetaan, ettd Rayleigh’n ongelman (1.6) ratkaisun u(t, z)
saannollisyys riippuu oleellisesti raja-arvosta lim; g4 %(%. Jos ytimellda m on
origossa logaritmista voimakkaampi singulaarisuus, niin ratkaisu v € C*®. Jos
singulaarisuus on logaritmista heikompi, niin v ¢ C' yli aaltorintaman. Rajata-
pauksessa ratkaisun saannéllisyys yli aaltorintaman kasvaa ajan kasvaessa. Taman
kappaleen todistukset perustuvat viitteeseen [Desch ja Grimmer].

Olkoon p =1 ja oletetaan, etta oletus 1 on voimassa ja 7 = 0. Koska logarit-

minen singulaarisuus on integroituva origossa, oletetaan lisiksi, ettd m € L(0,1).
Téll6in yhtalosta (1.6) saadaan

t

ug(t, ) = Pugze(t,z) + / m(t — 8)[Uza(t, ) — Uzs(s,z)]|ds

—00

= [ﬂ + /:o m(s)ds] Upe(t, ) — /: m(t — 8)uzz(s,z)ds, (4.123)

missa jalkimmadisen integraalin alaraja voitiin vaihtaa, koska v = 0, kun ¢ < 0. Kun
merkitddn v = uy ja w = u,, yhtalé (4.123) voidaan kirjoittaa yhtaloryhména

oo t
Uy = [ﬂ +/0‘ m(s)ds] Wy _‘/o m(t — s)w,(s,z)ds, (4.124)
Wy = Vg
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Merkitadn ug = (v w)T (pystyvektori), jolloin edellisen yht&léryhmén kaksi jalkim-
maistd yhtélod ovat matriisimuodossa

o 0 m
ot = (1 0 ) Ugy — (0 0 ) * Upg, (4.125)

missa aallon etenemisnopeus ¢ on lauseen 1 mukaisesti ¢ = \/ B+ f0°° m(s)ds.

Tarkastellaan tdméantyyppisia yhtal6ita yleisemmin ja sovelletaan sen jilkeen tu-
loksia Rayleigh’n ongelmaan. Matriisiesityksessa (4.125) jatettiin yhtaléoryhman
(4.124) ensimméinen yhtald pois, jotta seuraavan oletuksen 2(a) vaatimus, ettd
%ge:N kerroinmatriisin ominaisarvot poikkeavat nollasta, olisi voimassa.

Olkoon tuntematon funktio u : [0,0) X [z1,22] — R™ ja tarkastellaan yhtalo-
ryhmaa

u(t,z) = aug(t,z) + /0. d(t — 8)uz(s,z)ds,

bju(t, z;) = vi(t) (5 =1,2),
ut0,2) = 0,

(4.126)

missa ¢ > 0 ja = € [z1,z2]. Kerroinmatriiseilta oletetaan seuraavaa.

Oletus 2.

(a) @ on reaalinen n X n -matriisi, jolla on n erisuurta reaalista ominais-
arvoa 71 < +++ < Ty < 0 < Tg1 < ¢+ < 7. Ominaisarvoja vastaa omi-
naisvektorit e; siten, ettd ae; = mie;, 4 = 1,...,n. Merkitdan f;:lld, i =1,...,n,

T ominaisvektoreita, jotka toteuttavat fTe; = 6.

nittd transponoidun matriisin a
Olkoon r n x n -matriisi (f1--- fn)T, jolloin 1! = (e1---€,) ja rar~! = diag
(11 Tn). Merkitddn k; = 7, " sekd §; = sgnt; = —1, kuni=1,...,m, ja §; = 1,
kuni=m+1,...,n.

(b) Merkitiin my; = m ja my = n — m. Matriisit bj, 7 = 1,2, ovat reaalisia
mj X n -matriiseja, sekd matriisit (byey - -biem) ja (bzemi1---bae,) kddntyvid.
(Yleisyyttd rajoittamatta ne voidaan olettaa m; x m; yksikkématriiseikss. )

(d) Jollakin v > 0 funktio t — e~7"d(t) on reaalinen n X n -matriisiarvoinen
integroituva funktio [0, 00):lld ja te~7"*d(t) € W' (0,00) = {f | f, f' € L*(0,00)}.

(v) Funktiot t — e~ "v;(t) € L*([0,00),R™i), j = 1,2.

Oletukset 2(a), (b) ja (v) tekevat (4.126):std ilman konvoluutiotermii hy-
perbolisen ensimmaéisen kertaluvun alku- ja reuna-arvo ongelman, joka on hyvin
asetettu L?([0,00), R™):ss4.

Riemann-Lebesgue lemma takaa, ettd limy|_, o0 d()) — 0, kun R > v (ole-
tuksen 2(d) mukaan d()) on maééritelty vasta v:aa suuremmilla R):n arvoilla).
Talloin @ voidaan valita riittdvan suureksi siten, ettd, kun R\ > 6, matriisilla
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a + d()) on n erisuurta ominaisarvoa 71()),... yTn(A) (supeten kohti 71,...,7,,
kun [A\| = oo) ja sgnR7i(A) = sgnr; = &; # 0. Erityisesti (a + d()))™? on ole-
massa ominaisarvoin k;(A) = 7,71()).

Oletus 3. On olemassa vakio M siten, ettd §;0Sk;(0+10) < M, kun o > 6
(0 risttévin suuri), c ER jaj =1,...,n.

Tama oletus antaa oleellisesti arvion, ettd Sx; menee nollaan vahintdankin
kuten 1/0, kun ¢ — oco. Myohemmin tille oletukselle annetaan ekvivalentteja
muotoja, jotka on helpompi todeta voimassaoleviksi.

Laplace-muuntamalla yhtal6t (4.126) saadaan

Ad(A,z) = (a+ J(A))ﬁ'w(’\)z)’

(4.127)
bjﬁ‘(A’z:i) = ‘6](}‘) (.7 = 1’2)1

kun ) on riittdvan suuri ja z € [z, z2].

Seuraavassa lemmassa todistetaan ratkaisun olemassaolo. Rayleigh’n ongel-
malle olemassaolo on jo todistettu lemman 2 kohdassa (ii), mutta lemman 4 todis-
tusta tarvitaan lahinna lemman 5 todistamiseksi.

Lemma 4. Oletetaan, ettd oletukset 2 ja § ovat voimassa. Tdlloin on ole-
massa yksikdsitteinen funktio u : [0,00) X [z1,23] — R™ siten, ettd riittdvan isolla
6 ja jokaisella © € [z1,z3] funktio t — e~%u(t,z) € L?([0,00),R") ja Laplace-
muunnos U(A,z) toteuttaa yhtalot (4.127).

Lemmaa 5 varten maaritellaan

@)= max (-S%(N), w(N)= _max (Sk(V),  (4129)

j=m+1l,..,n

kun RA > 6,3\ > 0, ja
a}-'" = His;p —ow;(0 +i0)/Ino, af = li;ll_l’:.lolcl’f —owj(0+1i0)/Ino.  (4.129)

Kun o # 0, oletuksen 3 mukaan §;Sk;(0 +i0) < M/o kaikilla j = 1,...,n, joten
wi(A) £ M/o, i = 1,2. Titen —ow;(§ +i0) > —M, i = 1,2, ja o} ,a] € [0,0],
silld nimittajéssa oleva logaritmi vie raja-arvon aina vahintdén nollaan ja osoittaja
mahdollistaa etenemisen darettomyyteen. Kun 6 on riittavin suuri, a;" jaaj eivat
riipu @:sta, kuten myohemmin osoitetaan.

Lemma 5. Oletetaan, etti oletukset 2 ja § ovat voimassa, ja valitaan @
riittdvan suureksi (oletusten ja lemman 4 mukaisesti). Olkoon k > 0 reaaliluku ja
mdaritelliGn W*? viitteen [Adams, s.205] mukaisesti. Télloin

(i) Jos (z — z1)ay > k ja (z2 — z)ay > k, niin kaikilla 2(v):n mukaisilla
reunaehdoilla v; ratkaisu t — e~ %u(t,z) € W*?2([0,00),R™).
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i) Jos (z — z1)at < k tai (z2 — z)af < k, niin on olemassa reunaehdot vy
1 2
ja vy siten, ettd t — e~ %u(t,z) ¢ W*2([0,00),R™).

Jos o = a;-*' = a;, niin a;(a;):ta voidaan pitaa kdanteislukuna etaisyydesta
vasemmasta (oikeasta) reunasta, mika tarvitaan yhden derivoituvuusasteen saa-
vuttamiseksi. Jos a;-" = 0, niin lemman jalkimmadisen véitteen ehto toteutuu

kaikilla £ > 0, joten yhtadn derivoituvuutta ei saavuteta, elleivit reunaehdot ole
i
kdy miten suuri positiivinen luku tahansa, kunhan ei olla reunalla, joten kaikki

reunaehdot silenevat heti C'*°-funktioksi.

a;-" ja o eivit riipu #:sta, kun 6 on riittdvin suuri. Tama seuraa oletuksesta,
etta te7'd(t) € W'1(0, c0). Itseasiassa tita oletusta ei muualla tarvita. Todetaan
riippumattomuus seuraavasti. Merkitain A()) = (a+d()))~? ja Ay = 0; +i0, A =
0 + i0. Ilmeisestikin

riittavan sileitd. Toisaalta, jos a; = oo, lemman ensimmaisessa vaitteessa k:ksi

I£5(21) = £;(A)] < CllA(A1) — AV, (4.130)

missa C on positiivinen vakio. Kéytetaan matriisirelaatiota [Froberg, s.73]

B71D|
I8+ D) - 51 < o BB

(4.131)
asettamalla B = a + d()\) ja D = d(X1) — d(}), jolloin saadaan

140w) - A0 < e+ do) 1AL

R CE Y 6))
1= [a-+ O~ 110w — V]

= O(ld(A) - AV, (4132)

ld(As) = (V)|

kun A;, A — oo pitkin imaginaariakselin suuntaista suoraa. Olkoon § > 6,. Tallin

e—-(e—o;)i =i

d()) — d(\) = /ooo e~ (Ortiodtyg ) dt = 0(c™Y), (4.133)

kun o — oo, koska integraali lausekkeessa (4.133) esittaa W'*-funktion Laplace-
muunnosta (A; on Laplace-muuttuja). Siten |£;(A1) — k;(A)| = O(c7?) ja
o
g (7i(A1) = #5(A)| — 0, (4.134)

kun o — oco. Tamad pétee kaikilla j, siis myos maksimille yli j:n eli w:lle. Kaava
(4.134) osoittaa, etta a;-":n ja e :n arvot eivat muutu, vaikka lausekkeissa esiin-
tyvad A-muuttujaa siirrettdisiin ®A:n suunnassa, joten ne ovat riippumattomia
O:sta.
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Lemmojen 4 ja 5 todistus. Oletetaan, ettd 8 on riittdvan suuri ja A =
0+ io, missa p > 6 ja o > 0. Yhtaloista (4.127) saadaan

iz(A,z) = Ma + d(A)ra(), ) = M(N) i), z), (4.135)

missa merkittiin
1)) = (a+d(2)™. (4.136)

Matriisi I(A\) voidaan diagonalisoida matriisilla 7()), joka suppenee kohti matriisia
7, kun |A| — oo, siten, ettd

r(A)I(A)r~ () = diag(r1()) -+ - kn(A)) = k(X)) — diag(ry -+ Kp). (4.137)
Kirjoitetaan ~*(\) muodossa (e;(A)-- - en(A)), missi e;(A) — e;.

Maaritellaan @(A,z) = »(A)d(A,z) (talld ei ole mitdan tekemistd Fourier-
muunnoksen kanssa). Kaavasta (4.135) ja reunaehdoista saadaan

ix(N,z) = Ae(N)a(X,z), bir " (A)a(A,z;) = 9;(A). (4.138)

Ottamalla huomioon k(A):n maéarittely saadaan % ratkaistua ja sen komponenteille
lausekkeet reuna-arvojen avulla

a4\, z) = eMiNE=2)g. () 21) = e 2N @E=2) g () 2,), (4.139)
missd ¢ = 1,...,n. Olkoon
U(A) = (ﬁ](A, :cl) L ‘&.m(A, zl),ﬂm+1()\, :82) ) 'ﬁn(A, 32))T (4.140)

ja U:n i:s komponentti U;. Talloin

—SidiA) (=27, ()), i=1 m
ii(h2) =4 ° e e 4.141
) = | SN, i=mt1,...,n. S
Oletuksen 3 avulla saadaan arvio (A = p + i0)

ﬂ(&,AKq(A)) = g&;%n;()) — 0'5,'3‘&,'(/\) 2 05,%&,()) - M. (4.142)

Koska Rx;()) on rajoitettu pois nollasta (suurilla ) ja # voidaan valita suureksi,
saadaan ®(8;Ak;(A)) > 0 mielivaltaisen suureksi. Erityisesti R(6;\x;())) saadaan
ei-negatiiviseksi, joten kaavan (4.141) perusteella ||@(), z)| < ||U()N)]|.
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Arvot U()) maééritetadn reunaehdoista. Koska matriisit b1(ey - - - en) ja

bs(em+1 -+ - €en) ovat kiaantyvid, matriisit

P1(A) = bi(er(A) -+ - em(N)),
P2(A) = bz2(em+1(A) - - ea(N))

ovat my6s (sikéli, kun € on valittu suureksi). Olkoon

q1(A) = bi(em+1(A) - - en(N)),
22(A) = bz(e1(A) -+ - em(A)).

(4.143)

(4.144)

Kirjoitetaan reunaehdot (4.138) erikseen kummassakin paatepisteessi (j = 1,2).

Kertomalla reunaehdoissa matriisilla pj_l vasemmalta saadaan

('&1()\,:1:1) Um+1(A, z1)
+27 (N (R) : = p1 (N)d1(D),
\iim (A, 21) 8.0, 21)
(t’im.,.l()\, z2) a1( A, z2)
: +p; ' (Naa(X) : =p; ' (A)d2(A).
\ @in(A25) B (), 22)

Olkoon Q()) n X n -matriisi

=8y %)

missé A(A) on my X mg -matriisi
A(X) = p7 (A g1 () diag(e (M (=2—21))
ja B(X) my X my -matriisi

B(A) = Pz_l()‘)92(/\)diag(e>"‘i(>‘)(zz—z1)).

(4.145)

(4.146)

(4.147)

(4.148)

Matriisien A(A) ja B()) diagonaalimatriiseissa ominaisarvon «;()) indeksi i on

sama kuin matriisin Q()) vaakarivin indeksi eli matriisissa A(A) i =m +1,...,n

ja matriisissa B(A) ¢ =1,...,m. Yhtalista (4.141) ja (4.145) saadaan

B0

U(A)+QMNU) = ( P31 (A)d2())
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Kun valitaan 6 suureksi, saadaan matriisin Q(A) jokainen alkio pieneksi ekspo-
nenttitekijan ansiosta, joten voidaan saavuttaa |@())|| < 1/4n. Tama néhdadn

helpoiten kdyttdmaélld maksiminormia (= max; )., |Q:k|). Koska ||I + Q(A)|| >
[1—||Q(A)||| > 0, matriisi I + Q(A) voidaan kaéntaa ja siten yhtalolla (4.149) on
olemassa yksikéasitteinen ratkaisu
1 (Ndi(R)
U =T + /\_1(?1_( ; ), 4.150

joka on rajoitettu ||{U(X)|| < N(||o1(A)|| + [|92(A)]]) (IV on suuri positiivinen luku).

Plancherel’in teoreeman [Rudin II, 5.187] mukaan jokaisen L?-funktion
Fourier-muunnos on myds L?:ssa. Jos § > v, niin oletuksen 2(v) perusteella
e~%w;(t) € L?[0,0), joten

(oo}
o — 9;(0 +1i0) = / e 't %;(t)dt € L*(R,C™). (4.151)
0
Téten kiintealld = € [z,,z;] myos
o — (0 +i0,z) = r~ (0 +io)u(6 + io,z) € L*(R,C"), (4.152)

silli [[@(), 2)[| < [T < N([ox(W)]| + [62(V)])) (matriisinormi) ja r=2(8 + ic)

on rajoitettu. Kompleksisen kaanteiskaavan mukaan

6+ic0 .
it ) e / eOHONG(D 4 i, 2)d), (4.153)
)

27”4 —100

joten Plancherel’in teoreeman perusteella
1 [f*
t — e %u(t,z) = 5 / e**i(6 + io,z)do € L*(R,R™). (4.154)
- 00

Tama todistaa lemman 4.

Lemman 5(i) todistamiseksi valitaan kiinted z siten, ettd a; (z — z1) > k ja
a, (z2 — z) > k. Koska tissid on tarkka epasuuruus, epayhtalot patevat jostain
suuresta o:n arvosta alkaen eli riittavan suurelle o > 0

—owi(0+io)(z —21)/lnc >k ja —owy(0+ic)(zz—z)/lno > k. (4.155)

Vaihdetaan w;:n (i = 1,2) maaritelmissa max—( ) — —min( ) ja max( ) —
—min—( ). Kaavasta (4.155) ja w;:n maaritelmasta saadaan
o(z — z,1)Sk;(0 +i0)/Inoc >k, kun j=1,...,m,

. . (4.156)
—o(z; —z)Sk;(0 +i0)/Inoc >k, kun j=m+1,...,n.
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Taten riittavan suurelle o

R((0 +io)k;(0 + io)(z — 21)) = Rk (0 + io)(z — 1) — 0Sk;(0 +io)(z — ;)
< —klnao, (4.157)

kan 3 =1,...,m, ja

R((0 + i)k (0 +i0) (22 — z)) = ORK;(0 + io)(z2 — z) — 0SKk;j(0 + i0)(z2 — )
> klno, (4.158)

kun j =m +1,...,n. Edellisissa arvioissa voitiin ensimmadinen termi jattaa pois,
koska Rx; < 0, kun 7 = 1,...,m, ja Rk; > 0, kun j = m + 1,...,n. Kaavasta
(4.141) saadaan kayttamalla edellisia arvioita

|;(6 + io, )| = eR(O+io)ri (O+io)z—21)|7.(9 4 o))
< o *U;(0 +i0)), (4.159)

kun 7 =1,...,m, ja vastaavasti

I'&j(a £ z'a',a:)| i e—ﬁ((9+io)n,-(0+ia)(zg—z))|Uj(0 n w,)l
< o *|U; (0 +i0)|, (4.160)

kun j =m+1,...,n. Funktio ¢ — U;(8 + i) € L*([0,0), C), joten
o — o*i(0 +io,z) = o*r~1(8 + io)a(f + io,z) € L*([0,00),C"),  (4.161)

koska r~1(0 + ic) on rajoitettu. Plancherel’in teoreeman mukaan

(e o]
ik—(e_‘%'u,(t,:c)) = —l-zk‘/ e"7to*i(0 + io,z)do € L*([0,00),R™), (4.162)
otk 27 J_o
joten funktio ¢ — e~%u(t,z) € W*2([0,00),R™).

Lemman 5(ii) todistamiseksi valitaan kiinted z siten, ettd (z — z1)of < k
tai (z2 —z)ay < k. Yleisyyttd rajoittamatta tarkastellaan ensimmaisti tapausta,
toinen todistetaan vastaavasti.

Valitaan € > 0 siten, ettd (z — wl)a;" < k — 2¢, ja skalaarifunktio w siten, etta
e "w(t) € L*([0,00),R), mutta e~ w(t) € W2([0, ), R). Olkoon reunaehdot
v1(t) = w(t)(1---1)7T ja va(t) = 0. Kun |A| on riittavén suuri, saadaan yhtalsista
(4.149) ja [|Q(A)[| < 1/4n

o= (ZLE) | = oo < oo (4.163)
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Arvioimalla kolmioepayht&lélld vasenta puolta alaspiin saadaan

1w | (PLOON > Lo, (4.164)
josta sandaan ylicaje
) I

Sijoittamalla ylaraja edeltavadn arvioon (4.163) saadaan
-1 ~ -1 ~
P (/\)'01(/\))“ 1”(1’1 (")‘”10\))”
U(A —( A . <= 4 v : 4.166
Jror- Gagonin ) < 3 Gaoay W%

Lisaksi, koska pi(A) = bi(e1(X) - em(A)) — bi(er---em) = I, niin pystyvek-
torin py(A)(1---1)T = (m1(A)++-7m(X))T alkiot saadaan itseisarvoltaan viliin
3 <Imj(A)] < %, kun || on riittivin suuri. Téten arvoilla j = 1,...,m pitee

[ T;N)] = ()5 (V)| < [U5(X) = d(A)ms(N)|

< BT (N) -+ (1), 0---0)7]
5. .
< 5lB (), (4.167)
josta
T > w5 = B> G~ DBl = s[o(N)].  (4.168)

Koska (z — z1)a; < k — 2¢, niin —(z — 2;)ow; (8 + i0)/Ino < k — 2¢, kun
o on riittavan suuri. Taten on olemassa ainakin yksi j € {1,...,m} siten, ett
(z — 21)oSK;(0 + i) < (k — 2€¢)Ino. Tillsin
(z —z1)R((0 +i0)k;(0 + i0)) = (z — z1)0Rk;(0 +ic) — (z — z1)oSk;(0 + 10)
> (z—21)0Rk;(0 +i0) + (2¢ — k)Ino
> (e—k)lno, (4.169)
silla, koska 6 on kiinted ja R«;(0+i0) — 0, kun o — oo, niin (z—z1)0Rk;(8+ic) <
€lno, kun o on riittavdn suuri. Arviosta (4.169) ja yhtélosta (4.141) saadaan
|@(0 + io, z)| = e(F==V)R(O+io)x;(6+i0) 7. (g 4 ig)|
> eHne |y (9 1 i)
> %a(‘—k”u”)w +ia)|. (4.170)
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Tehddan vastaoletus, etta funktio t — e~%wu(t, z) € W*2([0, 00), R™). Tallsin
Plancherel’in teoreeman mukaan funktio o — o*i(8 + ic,z) € L*(R,C"), joten
myds o*i(f +io,z) € L*(R,C"). Kaavan (4.170) mukaan

%a"hﬁ(ﬂ I T ) (4.171)

joten o¢¥(6 + ic) € L*(R, C), miké on ristiriidassa oletuksen e~ w(t) ¢
W<?2([0,00),R) kanssa. Vastaoletus johtaa siis ristiriitaan ja siten lemma 5 on
todistettu. A

Seuraavassa osoitetaan, ettd ytimen d rajoitettua variaatiota olevat osat eivit
vaikuta silenemiseen.

Lemma 8. Oletetaan, ettd kaksi eri ydintd d ja d toteuttavat kumpikin ole-
tuksen 2. Olkoon lisiksi funktio t — e~ (d(t) — d(t)) rajoitettua variaatiota.
Tallin oletus § on voimassa d:lle, jos ja vain jos se on voimassa d:lle, ja arvot
af,af,a;,a; ovat samat d:lle ja d:lle. .

Todistus. Korvataan kaavoissa (4.130)-(4.132) ydin d();) ytimelld d()),
jolloin saadaan |k;(X) — &;(\)| = O(||d()) — 2(/\)“), missd £j(A) on matriisin
(a+d(X))™! j:s ominaisarvo. Koska e~"(d(t) — d(t)) on rajoitettua variaatiota,
on e~(d'(t) — d'(t)) integroituva [0, c0):1li, joten

ld-do] = | -doy+3 [~ e - 2a = o). @wan)

Téten A(xj(A)—&;())) on rajoitettu ja siten §;0Sx;(o+i0) on rajoitettu ylhaalta,
Jos ja vain jos §;05%;(g + i0) on rajoitettu ylhaalta (oletus 3). Lisdksi

va.k.lo

(k5(8 +io) — #;(6 + w))’ -0, (4.173)

&s
kun o — oo, joten af ,af ,a7 ,a; ovat samat kummallekin ytimelle. A

Lemmojen 5 ja 6 seurauksena saadaan

Seuraus 1. Oletetaan, ettd oletus 2 on voimassa ytimelle d, jolle e 7*d(t) on
rajoitetiua variaatiota [0,00):lld. Tdlloin oletus § on voimassa ja L2-reunaehdot
eivat silene vdlin sisdpuolella.

Todistus. Lemman 6 perusteella d voidaan korvata nollalla. Téllsin ;(A) =
kj on reaalinen (Sx; = 0), joten oletus 3 on voimassa ja a;-*' =a; =0(j=1,2)
eli silenemista ei tapahdu. A

Kun matriisin a,+¢f()\) ominaisarvot linearisoidaan pisteessa a, saadaan yhteys
ominaisarvon £;j(A) ja ytimen muunnoksen J(A) asymptoottisten kayttaytymisten
vilille, kun || — oo.
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Lemma 7. Oletetaan, ettd oletus 2 on voimassa. Talloin
Sj(A) = =15 2S(FF d(N)es) + o(IISAN) + o135 (V)] (4.174)
kun || — co. Erityisesti, jos |Sd()\)|| = O(|$(ffj()\)ej)|), niin

Sr;(A)/S(fFd(N)ej) — —7772. (4.175)

Todistus.

§(riw;(N) = (17 = I (NS (X) + [7F(A)[S7571(A)
— oSk 2200 R7;(A) — iS75(N)
= o130 + IS [T

= o{|SK;(W)]) - S5(N), (4.176)

missé ensimméinen yhtdsuuruus on pelkké identiteetti (1;(A) = 7;7%(X)) ja toisessa
yhtasuuruudessa kaytetaan hyvéksi raja-arvoa 7j(A) — 7; € R, kun |A\| — oo.
Koska a:n ominaisarvot ovat pareittain erisuuret, matriisin @ + ¢ ominaisarvot
7j(q) riippuvat jatkuvasti derivoituen g:sta, jos g on riittivan pieni kompleksinen
n X n -matriisi. Merkitddn ns. Fréchet-derivaattaa [Collatz, 5.213] pisteessd ¢ = 0

V7;(0):lla. Se on lineaarikuvaus n X n -matriiseilta kompleksiluvuille, V7;(0) :
C™*™ — C, (VT1;(0)g = ffqej, silla

I7i(a) = 73(0) = (V7i(0))all = lIm3(q) — 75 — £ ae;ll < Cliall + |£] ge;l, (4.177)

missé C' on positiivinen vakio ja |f]gej| — 0, kun ||g|| — 0 (vrt. Fréchet-
derivaatan méaritelmaan [Collatz, 5.213]). Jos |A| on suuri siten, ettd d(\) on
riittavan pieni, niin
S75(A) = 8(75(A) — 75)
= S[Vr;(Rd()) - Sd(A) + o([|Sd(A)]])]
= $iV7;(0) - $d(A) +i[Vr;(Rd(X)) — V7;(0)] - Sd(N)] + o [Sd(N)]))
— FFd(N)e; + o ISIOV)]), (4.178)

missa ensimmaisessa yhtasuuruudessa 7; € R, toisessa derivoidaan pisteessi a =
Rd()) suuntaan ¢ = %d(\), kolmannessa lisitaéin ja vahennetiin sama termi ja
neljinnessi kiytetdin Fréchet-derivaatan maaritelméad ja raja-arvoa Vr;(Rd()))
— V7;(0), kun [A\| = oco. Sijoittamalla kaava (4.178) kaavaan (4.176) ja jakamalla
puolittain 'rjz lla saadaan vaitteen kehitelma (4.174). A
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Lemman 7 lisiehto on voimassa, kun ydin d(¢) on skalaarifunktio kertaa
vakiomatriisi.

Lemma 8. Oletetaan, ettd oletus 2 on voimassa ja ydin d(t) = ¢(t)d, missa
® on skalaariarvoinen funktio ja d reaalinen vakiomatriisi. Oletetaan lisdksi, ettd
kaikilla 3 = 1,...,n, fJT dej # 0. Tdlloin oletus 3 on ekvivalentti seuraavan kanssa.
Jos oS¢(p + i0) on rajoittamaton ylhddltd (alhaalta), kun p > 6,0 > 0, niin
jokaisella 5 = 1,...,n pdtee 6jf_;-rdej > 0(< 0). Lisdksi tdssa tapauksessa

of = limsup(o|S@(0 + ic)|/In o)+  min Tj_2|f_;'-rdej|,
o—00 Ji=l,..,m

o = Hﬂig:f(d%g&(a +i0)|/Ino) - j=r1nvi"n,m T]-_2|ff‘dej|,

. : ; 21 o7 (4.179)
af = limsup(o|S@(8 + ic)|/Ino) -  min 70| f; dejl,
o—00 Jj=m+1l,..,n
a, =liminf(o|S@(6 +i0)|/Ilno) - n_:l*..lfl 'rj_2|fJ-TdeJ-|.
o—00 j=m+1,..,n
Todistus. Edellisen lemman ehto on voimassa, silla
IS = [S@AA)]| = [S(E()) - ]| = [Se)]|d]
— O(IS($(V) 17 de;l) = O(SFTAN)e; ), (4.180)
kun |A| — oo, joten kaava (4.175) antaa
Sk (6 +i0) f;-rdej
360 + io) 77 € R\ {0}, (4.181)

kun 0 — co. Téten §;08%;(0 + io) on rajoitettu ylhaalta (oletus 3), jos ja vain
jos jokin seuraavista kolmesta ehdosta on totta:

1) 0S¢(8 + i0) on rajoitettu,

2) 0Sp(0 + i0) on rajoitettu alhaalta ja —61-7'3._2f_,deej <0,

3) oSp(0 + i0) on rajoitettu ylhaalta ja —ﬁjrj-—szdej > 0.
Oletus 3 implikoi ehdon 1, koska raja-arvo (4.181) poikkeaa nollasta. Raja-arvon
(4.181) aarellisyys takaa painvastaisen implikaation. Ehdossa 2 (3) oS¢(6 +i0):mn
rajoittuneisuus ylhaélta (alhaalta) on korvattu vaatimalla raja-arvo (4.181) negati-
iviseksi (positiiviseksi).

Lemman vaite on sanottu hieman toisessa muodossa. Merkitain A =”oletus
3”, B ="0%¢(0 + ic) on rajoitettu ylhaalta (alhaalta)” ja C =”—-6_.,-TJ-_2fJ-Tdej e
0(< 0)”. Edellad osoitettiin, ettdi A < (B A C). Oletetaan, ettd A ja C ovat
tosia. Koska A on totta, on my6s B totta (edellisen ekvivalenssin mukaan). Siis
A = (C = B). Kaantéen, jos (C = B), niin C:n ollessa totta on myds B totta, ja
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néin kummankin ollessa tosia on A totta. Siis (C' = B) = A. Kéiinnetdin C:n ja
B:n vélisen implikaation suunta, jolloin saadaan vaitteen muoto 4 & (-B = -C).
Oletetaan, ettd joku ehdoista 1-3 on voimassa. Tilldin

w1(0 +10) = jmax ( Sk;(0 + i0))
! Eﬂﬂgfm(rj 2fTde;S¢(0 +1i0)) + o(|Sp(8 +ic)|). (4.182)

Edelleen
ot = limsup(—¢ max T; szde,‘:up(a +1i0)/Ino), (4.183)

o—c0 j=ly..,m
mika on nolla, jos ¢|Sp(0 + ic)| on rajoitettu. Jos taas jollakin jonolla o — oo,
loxS@(0 + iog)| — oo, niin isolla k, IG(0 + ioy) ja f_,;‘rdej ovat erimerkkisia, silla
asken todistetun mukaisesti, jos 0 S3(6+i07}) on rajoittamaton ylhaalta (alhaalta)
eli positiivinen (negatiivinen), niin f; de; on negatiivinen (positiivinen) (§; = —1).
Taten

of =limsup(—o  max —TJ~_2|f]'-Tdej§¢(0 +1i0)|/Ino)

o—00 j=1,.

= hmsup(alsgo(e - w)|/ Ino)- £ mm T; 2|dee_,l, (4.184)

silli —max—( ) = min( ). Kaavat aj:lle, o7 :lle ja a;:lle todistetaan vas-
taavasti. A
Lemmassa 9 saadaan yhteys a;:n ja ytimen singulaarisuuden vilille.
Lemma 9. Oletetaan, ettd d(t) = ¢(t)d, missd d on n X n -vakiomatriisi ja
@(t)e™* skalaarinen, ei-negatiivinen, ei-kasvava, konveksi funktio. Olkoon lisiksi
ijJTdeJ- <0, kaikilla j = 1,...,n. Tdlloin oletus § on voimassa ja

hmmf( e(t)/Int) - rlmn T; 2|dee_,|

oy <ai"<2hmsup( ga(t)/lnt) m.m T 2| T dej,

A (4.185)
liminf(—p(t)/Int) - 1’.3_1111 ;"\ f; dej

gerey

<a; <af S 2h1:1_§31p(—90(t)/ Int)- j=mrgi11}_",n7j_2|ff de;.

Todistus. Kun 6 > v, funktio e =% (t) = e(?"9*e~7(t) on ei-negatiivinen,
ei-kasvava ja konveksi, kuten derivoimalla voidaan todeta. Yleisyytts menetta-
mattd voidaan olettaa, ettd ¢(t):11a on itselliin nima ominaisuudet. Olkoon siis
6 = 0. Koska ¢ on ei-kasvava, on

Sp(io) = S‘/ e~ p(t)dt = —/ sin(at)p(t)dt < 0, (4.186)
0 0
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kun o > 0. Taten oS¢(io) on rajoitettu ylhaalta ja lemman 8 mukaan oletus 3
on voimassa, koska §; f]T de; < 0.

Tehddin muuttujanvaihdos s = ot ja jaetaan integroimisvili osiin, jolloin
saadaan

—0Sp(ic) = o /o " sl etiptE = /0 et s (i)ds
/ smsz [ (3 s 2’”) — (f—jL:’f—ll)] ds, (4.187)

missd summalausekkeen ensimmaéinen (-termi huolehtii integroimisvaleistd 0 —
m, 2w — 3w, jne. seka toinen p-termi valeista m — 2m,37m — 4w, jne. Miinusmerkki
toisen termin eteen aiheutuu (sin s):n merkin vaihtumisesta m:n vilein. Koska ¢
on konveksi, pitee (s) < 3(p(s — k) + ¢(s + k)), missé k > 0. Soveltamalla tata
kaavan (4.187) jilkimmdiseen p-termiin (k = m) saadaan arvio alaspéin

[(p (s+g2wj) 4 _;_ (so <s +a2rj) i (s+2r£j+1)))]ds
[ S () ()
(

i)ds. (4.188)

Kun jarjestellddn termejé ja sovelletaan konveksisuutta kaavan (4.187) ensimmai-
seen -termiin, saadaan arvio ylospain

—oS¢(io)
- [[ome (- S (=2 o (2229
< [snar (3)a— [ S5 [o (2D

j=1

" % (‘P (s+7r(2j - 1)) o (s+1r(2j+1)))]d8

/"simf: [So (s+w(2j - 1)) i ( +7(2 + 1))]43

j=1

< /DW sins ¢ (E)ds, (4.189)
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missd viimeisessd arviossa jalkimméinen termi jatettiin negatiivisuutensa takia
pois. Ala-arviosta (4.188) saadaan

lin_l'ioréf(—ag(,é(ia)/ Ino) > ligl_l'inf

oo 21:10 Arsinsp (i)ds

=1iminf/ sins(lno —Ins) —tp(s/a’)
0

o—o0 2lne ln(s/a)

> limint — 22/%) jimint s‘ﬂu - 1‘” —)ds
o—oo In(s/o) 000

= li]t:&.iélf —p(t)/ Int. (4.190)

Vastaavasti ylaarviosta (4.189) saadaan

hmsup(—a%go(w)/ Ino) < hmsup1 : / sins @ (E)ds

o—00

w sins(lnc —Ins) —cp(s/a’)

= hﬂs::p /o Ino In(s/ o-)

< 2limsup —¢(t)/Int. (4.191)
t—0

Sijoittamalla arviot (4.190) ja (4.191) lemmaan 8 saadaan viitteen estimaatit
(4.185). A

Palataan tarkastelemaan Rayleigh’n ongelmaa (1.6) ja matriisiyhtaloa (4.125).
Tuntematon funktio yhtaléssa (4.125) on

o = (;‘:) : [0,00) x [0, 00) — R2, (4.192)

missa ug:n komponentit ovat Rayleigh’n ongelman ratkaisun u(t,z) derivaattoja.
Edellisissd lemmoissa paikkamuuttuja ¢ € [z1,2;]. Koska lemmojen tulokset
patevit kiintedlld z, voidaan tarkasteluviliksi ottaa myds puolidsreton vali z €
[0,00). Piste z; = co ei tuota ongelmia, koska aalto etenee airelliselli nopeudella
(ydin integroituva origossa) eiki siten saavuta pistetta z, aarellisessa ajassa. Yhta-

- (‘1’ °02) : (4.193)

Matriisin @ ominaisarvot ovat 74 = —c < 0 ja 73 = ¢ > 0 seka naitd vastaavat

e (T) % 25 (:) (4.194)
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Pystyvektoreille

1 1
f1=%(1°) ja f2=%(;) (4.195)

patee §; ij de; = —;—c <0, j = 1,2. Rayleigh’n ongelmalle oletus 2(a) on voimassa.
Koska u,:lle ei aseteta reunaehtoja, ovat matriisit

bi=(1 0), j=1,2, (4.196)

ja oletus 2(b) on voimassa. Yhtaléssd (4.125) ydin on

d(t) = m(t)d, missi d= (g _01) . (4.197)
Oletus 2(d) vaatii, ettd e "*m(t) € L'[0,00) ja te~"'m(t) € W', Koska m oletet-
tiin integroituvaksi [0, c0):1la, ensimmaiinen vaatimus on voimassa. My6s toinen
on voimassa, silld te”7*m(t), e~ "'m(t) ja te~"*m'(t) ovat integroituvia [0, co):lld
(viimeisin ndhdaén osittaisintegroimalla). Rayleigh’n ongelmassa u(t,0) = 0, kun
t <0,jau(t,0) =1, kun ¢ > 0. Taten u4(¢,0) = &, t > 0. Approksimoidaan
Diracin §-funktiota (joka on distribuutio) funktiolla

—1(1—¢)
w(t) = {t vt Ve VR (4.198)
0, t > 1o,

missd € > 0 on pieni ja o valitaan siten, etta fot° w(t)dt = 1. Funktio e "w(t) €
L?[0, 00), silld

to 3 2 %o
/ (e—'ytt—,(l—e)) dt < / t~(1-94¢ < oo. (4.199)
0 0

Reunafunktio v;(¢) = w(t)(1---1)T toteuttaa oletuksen 2(v). Koska aalto etenee
aarelliselld nopeudella, on u(t,00) = 0, ¢ > 0, joten reunafunktio v;(¢) = 0 ja
oletus 2(v) on voimassa. Kun m oletetaan konveksiksi, on lemman 9 perusteella
my0s oletus 3 voimassa. Talléin lemmat 4-9 ovat kiytettavissi ja saadaan tulos

Lause 7. Olkoon ¢ = limyo4+(—m(t)/Int) ja oletetaan, ettd oletus 1 on
voimassa, 7 = 0 ja ydin m € L(0,1) konveksi. Talléin Rayleigh’n ongelman
(1.6) ratkaisulle u(t,z) patee:

(i) Jos ¢ = 0, niin u & C? yli suoran = = ct.

(ii) Jos 0 < ¢ < o0, nitn u:n sddnnollisyys yli suoran = = ct kasvaa z:n (t:n)
kasvaessa.

(iii) u € C* alueessa t > 0, z > 0, jos ja vain jos ¢ = co.
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Todistus.

(i) Jos ¢ = 0, niin lim sup,_,, —m(t)/1nt = 0, joten lemman 9 mukaan o = 0.
Lemman 5(ii) viite todistettiin reunafunktioille vy (¢) = w(¢)(1---1)7 javy(t) = 0,
missa skalaarifunktio w(¢) valittiin siten, etta

e "w(t) € L*([0,0),R), (4.200)

mutta
e~"w(t) ¢ W*((0,c0),R), (4.201)

missd § > v > 0 ja € > 0. Rayleigh’n ongelmassa reunafunktio w(%) on méaaritelty
kaavassa (4.198). Ensimmainen ehto (4.200) todettiin kaavassa (4.199). Toinen
ehto (4.201) on Plancherel’in teoreeman mukaan yhtipitaviaa ehdon

‘(0 + io) ¢ L*(R,C) (4.202)

kanssa. Olkoon funktio wy(t) = ¢t~3(1=9), ¢ > 0. Kaikilla ¢ > 0 pitee

2

I3 +e)
(8 +ic)30+9)
= [P +9)

lob1(0 + i0)|? = |o|?

Ia.|2e
(62 + 02)3(1+9)
12 ]o_lze
| Jeja+a + 3—:
- 12
1 1
= |I'(z(1
MU Ceeay g

= [rGa+e)

e 4.203
kun |o| on riittdvan suuri, joten ow;(0 + ic) ¢ L*(R,C). Koska funktiot w
ja wy yhtyvat ldhelld origoa, niiden Laplace-muunnokset % ja w; kayttaytyvat
aarettomyydessd samanlailla, joten ehto (4.202) on voimassa. Taten reunafunktiot
v1(t) ja va(t) ovat sellaiset, ettd lemman 5(ii) mukaan

e~ %u;, e %u, ¢ W*2([0,),R), (4.204)

jos ma;" < k. Koska ai" = 0, ehto toteutuu kaikilla k£ > 0, erityisesti, kun 0 < k <
3. Talléin us, u, ¢ C, joten u ¢ C.

(ii) Jos ¢ = 1, niin lemman 9 perusteella a; , e € (0,00). Lemman 5(i) perus-
teella yhden derivoituvuusasteen saavuttamiseksi tarvittava matka on aarellinen
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ja nollasta poikkeava, joten ratkaisun saannoéllisyys yli aaltorintaman kasvaa z:n
kasvaessa.

(ili) Jos ¢ = oo, niin myds liminf, ,p —m(¢)/Int = oo, joten lemman 9
mukaan o; = co. Kun z > 0, lemman 5(i) ehto za; > k toteutuu kuinka suurilla
k:n arvoilla tahansa, joten e~%u;, e%u, € W*?2([0,00), R), kaikilla k > 0. Taten
u(t,z) € C™(t > 0, z > 0).

Jos ¢ < oo, niin kohtien (i) ja (ii) perusteella u ¢ C* alueessa t > 0, z > 0.
Toisin sanoen, jos u(t,z) € C*(t > 0, z > 0), niin ¢ = c0. A

Esimerkissa 3 ytimelld m on logaritmista heikompi singulaarisuus origossa.

Esimerkki 3. ([RHN] ja [Hrusa ja Renardy|) Tarkastellaan Rayleigh’n on-
gelmaa (1.6), kun 7 = 0 ja ydin

oo

m(t) =Y exp(—te). (4.205)
n=1
Osoitetaan, etta ytimella on logaritmista heikompi log-log singulaarisuus origossa.
Ytimen asymptoottinen kayttaytyminen origossa ei muutu, jos summa korvataan
integraalilla, silld kaava (4.90) antaa funktiolle f(s) = exp(—te®’)

'/0“ fla)ds = m(t)| = fom |f'(s)lds = —f(c0) + f(0) =e™™ —1,  (4.206)

kun ¢t — 0+. Kirjoitetaan f:n integraali muodossa

() y l.n|lnt| 3 oo s
/ exp(—te® )ds =/ exp(—e® ’H”)ds +/ exp(—e® 'H“t)ds. (4.207)
0 0 In|In ¢|

Kunt < 1,onln|ln¢| = In(—Int), jolloin sijoittamalla kaavan (4.207) oikean puolen
ensimmaisen integraalin ala- ja ylaraja integroitavaan saadaan vastaavasti e~** ja
e”!. Koska ndmi kummatkin ovat positiivisia ja integroitava saa arvoja naiden
valiltd, on integraali suuruusluokaltaan integroimisvilin kokoinen eli In|ln ¢|, kun
t — 0+. Muuttujanvaihdoksella » = s — In|lnt| kaavan (4.207) oikean puolen

toisesta integraalista tulee

29 e‘+lnt oo ev-{-lnllntl_i_ln.t
exp(—e )ds = exp(—e )dv
In|ln ¢| 0

= / exp(—ele” ~Vinthg,, (4.208)
0

Kun ¢ — 0+, integrandi (4.208):ssa lahestyy nollaa (integroimisvalilla e — 1 > 0)
ja siten itse integraali ldhestyy nollaa. Taméa toinen integraali ei vaikuta m:n
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asymptoottiseen kdyttaytymiseen, joten ensimmaisen integraalin perusteella m:lla

on origossa log-log singulaarisuus.
Ytimen Laplace-muunnos on

m(A) = /0‘ e=M [Z exp(—te®" )] dt
n=1
Z/ eI+ ) gy
0

[

oo

2

n
n=1

Kaytetaan kaavaa (4.90) funktiolle

1
A + exp(e”)’

1 . exp(e®)e’
f(s) = > Fexp(e)’ f'(s) = g gy

Merkitaan A = v + i0, jolloin
exp(e®)e’

/o°° £ (e)de = o (v+exp(e*))? + o2 v
= % (er- - arctan(7 : e))

1
= O(W)’

(o]

kun A — oo pitkin imaginaariakselin suuntaista suoraa. Merkitaéin I()\) =

(4.209)

(4.210)

(4.211)

Jo_ f(s)ds. Kun riu()):aa aproksimoidaan I()):lla, syntyy kaavan (4.90) mukaan

virhe

A = FO) = O(Ii—l).

(4.212)

Olkoon A reaalinen. Muuttujanvaihdoksella v = exp(e®), dv = vInvds saadaan

o ds
I()) = P,
(V) /; A + exp(e?®)
i dv

=/,m

_/AL+/°°_‘1V_
“Je O+vwlnv Sy (A+v)vlny

Kehitetaan (A 4+ v)~! geometriseksi sarjaksi:

i %I-—:?=% nen -INE w X,
S I Y
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Sijoitetaan ndma integraaleihin (4.213):ssa ja tehddéin muuttujanvaihdos v = Inv,
dv = e”dv, jolloin saadaan

1 e = A yn—1 i dv
I(A)=Xz=:( 1)™A™ / dV+n2-:o( 1™ / iy
1 = ny—n ‘v(n 1 e® nyn ® _e%dv
il 1)"A-" lnA101 ean [T B
Xn(n )+ - Z( ) ’U+Z( ) o ve(m )Y
(4.215)
Eksponentiaaliset integraalit méaaritellaan [Abramowitz ja Stegun, s.228]
o0 e—v
Ei(z) = —/ " z >0,
e (4.216)

(o] e"“z‘v
El(z)=/1 —dv, Rz >0.

Muuttujanvaihdosten jélkeen integraalit (4.215):ssa voidaan lausua niiden avulla

()\)——ln(ln)\)+i nﬁ: [/we;”dv—/w e_”dv]

n=1 -n —nlni Y
= A dv
+Z(—1) A /1 s

o+ 552 o0

i f: (-1)"A"Ey((n +1)In ). (4.217)

n=0

Eksponentiaalisten integraalien asymptoottiset kaavat argumenttien mennessa
aarettomyyteen ovat [Abramowitz ja Stegun, 5.229,231]

, e” 11 2! 3!
Ei(z) ~ ;(1+;+z—2+z—3+...),
2
g k k(k +1)  k(k+1)(k+ 2) tgls)
Bi(z) z kL= ; 2 z° o)y
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missa k = 1,2,.... Naista saadaan

Bi(n) = <(1 4 0(>),

Ei(nln ) = n/l\n)\ 1
e—(n+1)In A 3 (4.219)
El((n -+ l)lnA) = m(l — O((n+1—)[1n/\|))

A~ (n+1)
= e O
Sijoittamalla ndma lausekkeeseen (4.217) saadaan

I(A):%ln(ln)\)+z(_;)n [Ml,\( +0(r) — e (L +0(2)

L

Koska Y > (—_;): < 00, sarjat lausekkeessa (4.220) suppenevat sikili, kun A > e
(termi e™/A™*1). Sarjat suppenevat myds vaikka ) ei olisi reaalinen, kunhan || >
e,RA > 0. Lauseke (4.220) on A:n analyyttinen funktio, joten koska lauseke on
voimassa A-tason reaaliakselilla, se on voimassa myos kompleksisilla A:n arvoilla
alueessa |A| > e, R\ > 0. Summien jirjestystd vaihtamalla saadaan

1) =1 < In(ln )

i 1 (-1 I
* Z [(n + l)AlnA(l + O(nlln)\|)) g (n+ l)Aln)\(l ¢ 0(n|ln)\|))

+ 3 ERGra+ ol

>4|l-—' 3| =

In(In X) + ;0 O(Wm) v gl (—1‘);_1 (%)n(l -+ 0(%))

In(ln \) + O(W), (4.221)
missad viimeisessa vaiheessa E < oo ja jalkimmadinen summa on asymptootti-
sesti pienempi kuin edellinen (pysyy rajoitettuna |A(ln A)?|:lla kerrottaessa). Kaa-
van (4.212) mukaan
#(3) = 3 In(ln }) + O( ) + O(137)

a Iz\(1 A Al

= 3 1n(a ) +0(; AI) (4.222)
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Koska 8 + m(0) = c?p (c:n madritelmi lauseessa 1), saadaan binomikaavan avulla

—A2v/p/(B +1(0) + (X)) = _A”¢P/(02P = iln(ln A)+ O(I‘h))

il
2

z\:c
WS [l—x—cz—-ln(ln/\)+0(|/\|)]
=22 e @y +o(h)], a2
Tl 2/\ 2p AP
joten
e—A21/p/(B+m(0)+m(})) _ e—“c‘(ln,\)‘z‘c's?eo(l). (4.224)
Ratkaisulla on nyt lauseke
1 ‘y+ioo 1 = s o il
u(t,z) = 2= (In M) 735 (1 4+ O(1))dA. (4.225)
2mi L |

Kun A — oo pitkin integroimisreittid, integrandi vahenee |In A|:n negatiivisessa
potenssissa, jonka eksponentti on verrannollinen z:3an. Taméi johtaa ”infinite-
simaaliseen” sdannollisyyden lisaykseen, mutta voidaan paitella, etta ratkaisu on

jatkuva yli aaltorintaman, kun z on riittivan suuri. Merkitdin a = =
johtava termi tuottaa [Bateman)]

1 Y+ico At—2) 1
o 2mi [y—iw et A(ln A)e 44

oo (t :c)a a— 1
I‘(a)/ T(s +1) = 288)

kun ¢t — 2 > 0. Olkoon ¢ — 2 = 1. Tilldin integraali (4.226) suppenee, kun

a > 0, silld dérettomyydessd (s — oo) nimittdjin puolella 2°T'(s + 1) kasvaa

nopeasti ja origossa (s — 0) osoittajan puolella s*~! on integroituva (a —1 > —1).

1 (t-"’)' a—1 a—1
Kun t — ; < 3, on T(s+1) < 2'I“(s+1)

joten Lebesguen dominoidun suppenemislauseen [Rudin II, 5.26] mukaan integraali
(4.226) lahestyy nollaa, kun ¢ — £ — 0+. Koska ratkaisu on nolla myds aallon
edessd, on se siten jatkuva yli aaltorintaman. Virhearvio (4.212) ei ole kyllin

koko integroimisvalillda s € [0, 00),

hyva, jotta saataisiin jatkuvuus, jollei = ole riittAvan suuri. Nimittain lauseke

1 v+ico

2ms ~—ioo

0(1)

‘ex(wg) e
A(ln ))@

A 4 0, (4.227)

kun ¢t — 2 — 0+, mikéd vaadittaisiin jatkuvuuden toteutumiseksi.
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Esimerkissa 4 ytimelld m on logaritminen singulaarisuus origossa.
Esimerkki 4. ([RHN], [Hrusa ja Renardy] ja [Desch ja Grimmer]) Tarkastel-
laan Rayleigh’n ongelmaa (1.6), kun = 0 ja ydin

m(t) = i ek (4.228)

Osoitetaan, ettd ytimelld m on origossa logaritminen singulaarisuus. Kaava (4.90)
antaa funktiolle f(s) = exp(—e®t)

oo (o]
V L m(t)‘ - / le™*™*  (—e*t)|ds = ™" — 1, (4.229)
0 0

kun ¢ — 04, joten m:n asymptoottinen kayttaytyminen origossa ei muutu, jos
summa korvataan integraalilla. Tehdddn muuttujanvaihdos s; = s +Int¢ ja merki-
taan sp:sta s:1la, jolloin saadaan

o s 20 s+Int
/ e ¢ tds =/ e ¢ ds
0 0
e s
=/ e ¢ ds
Int

oo 0
=/ e_e‘ds+/ e ds. (4.230)
0

Int

Tassd ensimmadinen integraali ei vaikuta asymptoottiseen kayttaytymiseen. Kun
t — 0+, toisen integraalin alaraja Int — —oo, jolloin integrandi exp(—e®) — 1.
Téten tdma integraali kayttaytyy kuten integroimisvalin pituus eli [Int|, ja siten
m:n singulaarisuus origossa on logaritminen.

Ytimen Laplace-muunnos on

m(A) = /o T Li::l e“”t] dt

(> o] o

e—(A'l'e" )t dt

o~

3
Il
e

(4.231)

I
M8
% -

3
Il
-

en’

A

Kaytetadn kaavaa (4.90) funktiolle f(s) = 1357 Koska

| = [7 i
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B /ooo o?[1 +e(‘ﬁ;‘+')2]d8

=0(=), (4.232)

kun ¢ — oo, niin kaavan (4.90) perusteella
% i 1
() _/0 xarde + Olgp)

e 1 1
=/1 —V(A+V)du+0(m)
1 1
——/ (G~ 55+ 0(p)
1

=3 L gy 5 051 (4.233)

missd tehtiin muuttujanvaihdos » = e® ja A — oo pitkin imaginaariakselin suun-
taista suoraa. Binomikaavaa kiyttien saadaan (c lauseen 1 mukainen)

M I(B +7(0) — (V) = A\/p/(czp - S 18+ 1) +0(57)

-5 )

[1+2A 2 ln(/\+1)+0(|,\|)]
+

-y 3
2

A
c
A
c
2r L matoq) (4.234)
c Sp : )

silld suurilla A:n arvoilla In(A + 1) ~ In X. Rayleigh’n ongelma ratkaisu (2.19) on
taten

100

u(t,z) = 271m + ie“t‘f%\‘ﬁ?eo(l)d,\. (4.235)
y—ic0

Kun A — oo pitkin integroimisreittid, integrandi vahenee |A|:n negatiivisessa
potenssissa, jonka eksponentti on verrannollinen z:4an. T#ten ratkaisun saannélli-
syys yli aaltorintaman z = ct kasvaa z:48n verrannollisesti (tai yhtalailla ¢:hen ver-
rannollisesti). Kun ¢ > 0, ratkaisu on jatkuva kohdassa z = ct, silla 27175 on
integroituva pitkin kaavan (4.235) integroimisreittid ja integraalin suppeneminen

on tasaista #:n suhteen heti, kun ¢ > 0.
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Lasketaan lemman 8 mukainen lauseke oj:lle. Lauseen 7 edelld laskettiin
1 = —c ja |ijdej| = ;—c, joten (p =1)

a = 2—3 lim (—oS7(io)/1n o). (4.236)
c® o—00
Kaavan (4.231) mukaan
p — 1 1
m(0) = E P dmrt (4.237)

joten ¢ = /B +1/(e —1). Liséksi
R ot o = 1
—oSm(io) = —o$ [ _;_ ey e"]

n=1
o
—y
= —0 E _
62"' + 0.2
n=1

Z o /02 = (4.238)

Korvataan lausekkeessa (4.238) summa integraalilla. Olkoon f(s) = —7iss / -
jolloin kaavan (4.90) mukaan korvauksessa syntyy virhe

/ " f0dt— 3 fn)

kun ¢ — oco. Virhe (4.239) on luokkaa o(lnc), kun 0 — oo, eiké siten vaikuta

24710

< f(o0) — £(0) = ﬁ;l? — 1, (4.239)

aj:n arvoon. Raja-arvoksi saadaan

lim (—oSm(ic)/Inc) = lim : /000 ! dt

o—00 o—co Ino et/a? +1

=" Km L / . dz
1/0? (z+1)z
. 1| o |
=01L12021n0"/1/02(;—z+1)dz
In(1 + 0?)

oo 2lneo

=1, (4.240)

missad tehtiin muuttujanvaihdos z = €?*/g?. Yhden derivoituvuusasteen saavut-
tamiseksi tarvittava matka on

-1_4 (p g 1 1)3/2. (4.241)

72



5 Yhteenveto

Tyossa on tarkasteltu aaltojen etenemista lineaarisesti viskoelastisessa puoli-
darettomassd yksiulotteisessa kappaleessa z > 0. Erityisesti tyossd on selvitetty,
miten aaltojen etenemistd kuvaavan Rayleigh’n ongelman ratkaisun u(t,z) saan-
nollisyys riippuu valiaineen muistifunktion m(¢) singulaarisuudesta origossa.

Muistifunktion m oletetaan olevan positiivinen, ei-kasvava ja integroituva
aarettomyydessa sekd ¢m(t):n integroituva origossa. Jos m on integroituva origos-
sa, aalto etenee direlliselld nopeudella c. Jos m ei ole integroituva origossa, ete-
nemisnopeus on aareton.

Jos m(0) < oo ja M(t) = [;° m(s)ds on log-konveksi, niin u on epajatkuva
yli suoran z = ct ja epdjatkuvuuden amplitudi vihenee eksponentiaalisesti. Jos
m € C*[0,00), niin u € C®°, kun 0 < z < ct, jau = 0, kun z > ct. Jos m on
taysin monotooninen, niin v on analyyttinen alueissa 0 < z < ct ja = > ct.

Mita voimakkaampi on muistifunktion singulaarisuus origossa, sitd saannolli-
sempi ratkaisu on yli aaltorintaman. Jos M on log-konveksi ja tapauksessa ¢ < oo
lisiksi m absoluuttisesti jatkuva, niin u on jatkuva alueessat > 0, z > 0, jos ja vain
jos m(0) = co. Jos m on konveksi ja m:1ld on origossa logaritmista heikompi singu-
laarisuus, niin % on jatkuva, mutta u ¢ C? yli aaltorintaman. Jos m on konveksi ja
m:n singulaarisuus origossa on logaritminen, niin ratkaisun sdannéllisyys yli aalto-
rintaman kasvaa ajan kasvaessa. Jos m € L!(0,1) on konveksi, niin u € C*(t > 0,
z > 0), jos ja vain jos m:n singulaarisuus origossa on logaritmista voimakkaampi.
Jos m on tadysin monotooninen ja integroituva origossa, niin u on analyyttinen
alueessa 0 < z < ¢t ja u = 0, kun z > ct. Jos m on tiysin monotooninen eiké ole
integroituva origossa, niin u on analyyttinen alueessa ¢t > 0, z > 0.

Ylldmainittujen asioiden todistukset pohjautuvat useaan eri kirjallisuusviit-
teeseen. Kirjoittajan omaa ansiota on todistusten yksityiskohtainen lapikiayminen
sekd havaittujen epatdsmallisyyksien ja jopa virheiden korjaaminen. Omaksi an-
sioksi on my6s luettava useammasta eri viitteesta yhtensisen esityksen luominen.
Lisaksi tyossd on todistettu uusi tulos: Jos m ei ole integroituva origossa ja kiin-
teélld v > 0 on olemassa vakio a > 0 siten, ettd [RM(y + ic)| > a|SM(y + i0)|
kaikilla ¢ € R, niin u € C* alueessa t > 0, > 0.
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