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1 Johdanto

Tarkastellaan ulkoisten voimien aiheuttamia pitkittäisiä siirtymiä homogeeni­
sessa yksiulotteisessa viskoelastisessa kappaleessa. Olkoon u(t, x) kappaleen pis­
teen x siirtymä hetkellä t, ja oletetaan, että kappale täyttää koko positiivisen x- 
akselin x > 0 (esim. poikkileikkaukseltaan vakio, puoliääretön tanko). Venymän 
e ja siirtymän и välillä vallitsee yhteys

e(t,x) = ux(t,x). (1.1)

Liikemäärän säilymislaki antaa

putt(t,x) = (Tx(t,x) + f(t,x), t> 0, æ > 0, (1.2)

missä p > 0 on kappaleen tiheys, cr jännitys ja f ulkoinen voima.
Elastisessa aineessa jännitys tietyssä pisteessä ja tietyllä ajan hetkellä riippuu 

venymän e senhetkisestä arvosta samassa pisteessä, kun taas kokoonpuristumat- 
tomassa viskoosissa nesteessä jännitys riippuu pisteen nopeuden gradientista et 
niin ikään samalla ajan hetkellä. Sen sijaan viskoelastisessa materiaalissa jännitys 
riippuu sekä venymästä että nopeusgradientista ja lisäksi myös näiden aikaisem­
mista arvoista samassa kappaleen pisteessä. Viskoelastisella materiaalilla sano­
taankin olevan muisti, joka tyypillisesti heikkenee ajan myötä siten, että vanhem­
milla tapahtumilla on vähemmän merkitystä kuin äsken sattuneilla. Jännityksen 
riippuvuutta kappaleen deformaatioista kuvataan rakenneyhtälöllä, joka viskoelas­
tisessa materiaalissa voidaan esittää linearisoidussa muodossa pienille deformaa­
tioille [Boltzmann (1876)]

r(t,x) = r¡et(t,x) + ße(t,x) + f m(t — s)(e(t,x) - e(s,x))ds, (1.3)
J — OO

missä 77 ja ß ovat vakioita ja m{t) muistifunktio. Näiltä oletetaan: 
Oletus 1. rj,ß > 0 ja ydin m(t) on positiivinen, ei-kasvava sekä

J m(s)ds < 00 ja J sm(s)d,S < OO. (1.4)
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Sijoittamalla (1.3) liikemäärän tasapainoyhtälöön (1.2) saadaan

putt(t, x) = rjuxxt(t, x) + ßuxx(t,x)

+ f rn{t - s)(uxx(t,x) - uxx(s,x))ds + f(t,x), t > 0, x > 0. (1.5)
J —OO

Yhtälön ratkaisemiseksi on tunnettava esimerkiksi u:n menneisyys ennen hetkeä 
t = 0 sekä funktiot u(0,æ) ja ut(0,æ).

Aaltojen etenemistä puoliäärettömässä (æ > 0) väliaineessa kuvataan ns. 
Rayleigh’n ongelmalla. Väliaine on levossa hetkeen t = 0 saakka. Hetkellä 
t = 0 väliaineen reunaa siirretään yht’äkkiä ykkösen verran oikealle, minkä jälkeen 
väliaineessa etenevä siirtymä toteuttaa yhtälöryhmän

puu(t, x) = rjuxxt(t, x) + ßuxx{t,x)

+ / m(t — s)(uxx(t,x) — uxx(s,x))ds, t > 0, x > 0, 
J — OO

u(t,x) = ut(t,x) = 0, t < 0, x > 0, 

u(i, 0) = 1, t > 0.

(1.6)

Rayleigh’n ongelman (1.6) ratkaisu kuvaa, miten reunalla annettu epäjatku­
vuus etenee aineeseen. Ratkaisu on aina olemassa, mutta sen säännöllisyys riippuu 
väliaineen muistifunktiosta. Rayleigh’n ongelmassa ulkoinen voima / = 0. Jos f 
on mukana yhtälössä, riippuu ratkaisun säännöllisyys myös siitä. Käytännössä / 
kuitenkin on riittävän säännöllinen (esim. t —> ^/(t,x) G Z¡oc(R+), kiinteällä 
x > 0), jotta muistifunktio määrää ratkaisun säännöllisyyden.

Tässä työssä selvitetään, miten Rayleigh’n ongelman ratkaisun säännöllisyys 
riippuu muistifunktion singulaarisuudesta origossa. Luvussa 2 ratkaistaan yhtälö­
ryhmä (1.6) sekä tarkastellaan joitakin erikoistapauksia. Luvussa 3 käsitellään 
ytimiä, jotka eivät ole singulaarisia origossa. Luvussa 4 tarkastellaan singulaarisia 
ytimiä singulaarisuuden voimakkuuden mukaan jaoteltuna.

Esitettävät tulokset perustuvat viitteisiin [RHN], [Renardy], [Hrusa ja Re- 
nardy], [Prüß(1987)] sekä [Desch ja Grimmer]. Viskoelastisuuteen yleisemmin voi 
perehtyä kirjoista [Christensen] ja [RHN]. Ensimmäisiä aiheesta ilmestyneitä ar­
tikkeleita ovat [Berry] ja [Chu]. Uusimpia tuloksia löytyy viitteistä [Fujita] ja 
[Prüß] (ilmestymässä).
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2 Yleistä

2.1 Ydin identtisesti nolla

Tarkastellaan Rayleigh’n ongelmaa (1.6) kahdessa yksinkertaisessa tapauk­
sessa, jotka eivät ole viskoelastisia.

Elastisessa kiinteässä aineessa rj = 0, ß > 0 ja m(t) = 0. Yhtälöstä (1.6) jää 
jäljelle

puu(t,x) = ßuxx(t,x), t > 0, x > 0,

u(t,x) = ut(t,x) = 0, t < 0, x > 0, (2.1)

u(i,0) = 1, t > 0,

minkä ratkaisu on
u(t,x) = H(ty/ßjp - x), (2.2)

missä H on Heavyside’n funktio. Epäjatkuvuus etenee nopeudella y/ß/p ja sen 
amplitudi säilyy vakiona, kuten hyperbolisille yhtälöille yleensäkin.

Newtonin nesteessä ß = 0 ja m(t) = 0. Yhtälöstä (1.6) tulee nyt lämpöyhtälö

put(t,x) = rjuxx(t,x), t > 0, x > 0,

u{t,x) = ut(t,x) = 0, i < 0, x > 0, (2.3)

tí(í,0) = 1, t > 0.

Tehdään yrite u(t,x) = v(z), missä z = x/Vt, jolloin lämpöyhtälöstä saadaan

= (2.4)

ja yhtälön (2.3) alku- ja reunaehdot toteutuvat, jos -u(0) = 1 ja v(oo) = 0. 
Ratkaisemalla saadaan

vz(z) = Aex.p(-^p), (2.5)

josta integroimalla

v(z) = A J exp( — ™^P)dw. (2.6)

Käyttämällä reunaehtoa origossa saadaan vakio A määrättyä ja siten ratkaisuksi

-«-Æjf exp(^)àœ'
477 (2.7)

Ratkaisu u(z) poikkeaa nollasta ja on (7°°-funktio alueessa t > 0, x > 0 (vrt. 
[John, s.209]). Ratkaisu on itseasiassa analyyttinen alueessa t > 0, x > 0 (vrt.
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[John, s.210-211]). Analyyttisyys pisteessä i > 0, x = 0 (z = 0) seuraa, kun 
määritellään v(z) kaavan (2.7) mukaisesti myös, kun 3f?z < 0. Aallon etene­
misnopeus on ääretön ja epäjatkuvuus reunalla tasoittuu heti, kun i > 0. Tämä 
on tyypillistä parabolisille yhtälöille.

Tapaus m ф 0 on edellisten ääritapausten välimuoto. Tällöin on nimittäin 
mahdollista, että ratkaisu etenee äärellisellä nopeudella, kuten hyperbolisessa ta­
pauksessa, ja samalla alkuarvoissa oleva epäjatkuvuus silenee, kuten parabolisessa 
tapauksessa.

2.2 Rayleigh’n ongelman ratkaisu

Oletetaan jatkossa, että m(t) ф 0. Ratkaistaan (1.6) Laplace-muunnoksella. 
Merkitään Laplace-muunnosta hatulla:

í°°m(A) = / e-A<m(i)di,
Jo

f°°ä(A, x) = / e~Xtu(t, x)dt,
Jo

(2.8)

(2.9)

niillä A 6 C arvoilla, joilla integraalit suppenevat Lebesgue-integraalina. Muunta­
malla yhtälöt (1.6) saadaan

pA2û(A, x) = (77A + ß + rh(0) - m(A))üz:B(A, x),

*(A,0 ) = -.
(2.10)

Jos m ei ole integroituva origossa, niin m(0) ja m(A) eivät ole erikseen määriteltyjä, 
mutta

f°°m(0) — m(A) = / (1 — e~Xt)m(t)dt (2.11)
Jo

on määritelty, kun 3?A > 0, sillä ytimen m oletusten (1.4) perusteella pätee

/
00

|l — e~At|m(t)dt < 00, (2.12)

r1 yi i 1
/ |l — e~Xi\m(t)dt = / Ai — — (Ai)2 + ... m(t)dt < 00, (2.13)

Jo Jo I 2!

missä käytettiin sarjakehitelmää

e-Xt = l-Ai+^(Ai)2-.... (2.14)
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Kun 9îA > О, А ф О,

9?(m(0) — тп(А)) = / m(t) (l — e-3ÎAt cos(öAi))d< > О, (2.15)
Jo

koska ydin m on positiivinen ja (1 — e~KAt cos 5At) > 0 sekä poikkeaa nollasta 
ainakin jollakin ei-nollamittaisella välillä. Kun 5RA > О, А ф 0, pätee myös

m(t)e_aîA< sin(ÔAt)dt^ = sgn^A), (2.16)

sillä m(i)e~KAt on ei-kasvava i:n suhteen kiinteällä 3?A > 0, joten kaavan (2.16) 
integraalin etumerkin määrää ^(sin 5Ai):n etumerkki origossa, joka on sama kuin 
öA:n etumerkki. Ominaisuus (2.15) takaa, että yhtälössä (2.10) ûxx:n kerroin on 
aina nollasta poikkeava. Yhtälön (2.10) ratkaisu on

sgn(Sy(m(0) — m(A))) = sgn u

â(A,æ) = Ae~XxVV(r?A+/3+,îl(0)-”l(X)) _j_ ße+\xy/p/(T)\+ß+m(0)-m(\)), (2.17)

missä A ja В ovat vakioita. Vaaditaan, että û(A, x) —> 0, kun x —» oo, joten В = 0. 
Reunaehdosta origossa saadaan A = j, joten

Û(À,x) = je~XxV p/(v*+ß+M°)-M*)) ' (2.18)

Ominaisuuksien (2.15) ja (2.16) perusteella 777 -f- ß + 5î(m(0) — rô(A)) > 0 ja 
sgn(777/+3(m(0) —m(A))) = sgn(y), joten û:n lausekkeessa olevan neliöjuuren juur- 
rettavan reaaliosa on aina positiivinen ja imaginaariosa erimerkkinen kuin y. Juur­
rettava on А-tason IV neljänneksessä, kun y on positiivinen, ja I neljänneksessä, 
kun y on negatiivinen. Jotta û(A, z):n lauseke olisi jatkuva oikeanpuoleisessa puoli- 
tasossa 9RA > 0 ja erityisesti yli reaali akselin 5A = 0, täytyy neliöjuuren kak­
siarvoisesta funktiosta valita kulloinkin se haara, joka pysyy siinä neljänneksessä, 
missä juurrettavakin on. Itseasiassa tällöin û:n lauseke on jatkuva koko A-tasossa 
paitsi yli negatiivisen reaali akselin. Kompleksinen käänteiskaava antaa [Doetsch, 
s.212]

?(-*+»*) + ”(*-*) = J_ Hm Г+гТ ±eXte-XxVrKvW+M°)-M»)dx (2
2 2тгг T-*oo y7_iT A ’ v

missä 7 > 0. Kaavan käyttö on sallittua, jos /0°° e-7t|îi(i, x)\dt < 00 ja u(t,x) 
on lokaalisesti rajoitettua variaatiota i:n suhteen. Valitaan 7 siten, että edellinen 
ehto toteutuu. Jälkimmäinen ehto osoitetaan kappaleessa 4.1 (vrt. esim. lemma 
3 (iii)). Merkitään jatkossa kaavan (2.19) vasenta puolta it(t, z):llä, jolloin kaava 
pätee niissä pisteissä, joissa и on jatkuva i:n suhteen.
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Olkoon Л = 7 + iy ja kirjoitetaan u:n lauseke muodossa

u(t,x) —e7t f eiyt (__-__p-ii+iy^y/p/M-y+ivHP+rnW-My+iv))} j,.
2ТГ /-„o W + Ч/ )y'

(2.20)
jolloin integraali esittää suluissa olevan lausekkeen eli û(A, z):n Fourier-käänteis- 
muunnosta y:n ollessa Fourier-muuttuja. Koska y ja ö( \/Q) ovat erimerkkisiä, 
niin

f \u(\,x)\2dy = f —1—e-27=K(VÜ)+2y=3(Vo)dy < oo, (2.21)
J-oo J-oo 7 +2/

sillä eksponenttitekijä pysyy rajoitettuna (eksponentti negatiivinen) ja ¿ on 
integroituva yli välin (-00,00). Siten *(7,y,x) G L2(y G R). Plancherel’in teo­
reeman [Kudin II, s.187] mukaan jokaisen Z2-funktion Fourier-muunnos on L2 :ssa 
ja kääntäen, joten kaavan (2.20) perusteella u(t,x) G L2(t G R+).

2.3 Aallon etenemisnopeus

Kun 77 = 0, ytimen m integroituvuus origossa määrää, eteneekö aalto äärelli­
sellä vai äärettömällä nopeudella. Lauseen 1 todistus perustuu viitteisiin [RHN] 
ja [Prüß(1987)].

Lause 1. Oletetaan, että oletus 1 on voimassa, 77 = 0 ja m G Z1(0,1). 
Tällöin Rayleigh’n ongelman (1.6) ratkaisu u(t,x) = 0, kun x > et, missä c = 
y/(ß + m(0))/p.

Todistus. Lasketaan ratkaisun lausekkeessa (2.19) oleva integraali Residy- 
lausetta käyttäen. Suljetaan integroimisreitti ympyränkaarella b oikealta. Osoite­
taan, että integraali kaarta b pitkin menee nollaan, kun A —> 00. Koska m on 
integroituva, m:n Laplace-muunnos (2.8) on olemassa, kun 9?A > 0. Lisäksi kaa­
van (2.8) integraali suppenee tasaisesti imaginaariakselilla ÎÎA = 0, joten [Doetsch, 
lause 3.6.8, s.171] m(A) —* 0, kun A —» 00, 3ÎA > 0. Käyttämällä binomikaavaa

1 , 1 3 2 15 3—  =1 z 4- —z2 — —zJ
VTTz 2 8 48 + ..., \z\ < 1

saadaan

(2.22)

-Xxy/p/(ß + m(0) - m(A)) = ^1 -

Aæ / 1 m(A) X= -T(1 + 5W + -j

-~(1 + e(^))> (2.23)
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missä e(A) —> O, kun А —> оо. Merkitään к = — t + ^ > 0, jolloin integraali kaarta 
pitkin on

/ lex(t-‘(i+e(A)))dx 
2тгг уь A

= ¿/k‘1-",WáX <2-24>

Olkoon |A| niin suuri, että |^e(A)| < |. Siirtymällä napakoordinaatistoon, jonka 
origo on А-tason pisteessä (7,0), saadaan yläarvio

2

-?+r-

/•f 1MM)I< / £

=/:
<-L

e-fcm-|»Ardy,

1/2 2._r-l/2 X
/ 2 Г

J—^+r~ l/J J f- —r- 1/2
e-*k*xd<p

-1/2 .X---1/2

— Jfersin(r 2/2e 2
.| + r-l/2

dip + J
= 2r“1/2 + (tt- 2r"1/2)e” = fcrsin(r'1/3) 

■< 2r-1/2 + (tt _ 2r""1/2)e-i<:r-2r'1/3

->0,

4> + ['
JX--T- 1/2

de/?

(2.25)

kun r —> 00. Oleellista edeltävissä arvioissa on integroimisvälin jako kolmeen 
osaan jakopisteiden riippuessa etäisyydestä r. Ensimmäisellä ja kolmannella välillä 
integroimisvälin pituus kaarella mitattuna kasvaa kuten ^/r ja integroitava vähenee 
kuten jolloin nämä integraalit saadaan nollaan. Toisen välin integraalin integ- 
roimisväli siirtyy koko ajan А-tason reaaliakselin suunnassa kauemmas äärettö­
myyteen siten, että integran din eksponenttitekijässä 5RA:n pienin arvo kasvaa kuten 
>/r, jolloin tämä integraali saadaan myös nollaan. Koska integraali kaarta pitkin 
menee nollaan, kun kaari laajenee äärettömyyteen, on lausekkeen (2.19) integraali 
alkuperäistä reittiä pitkin yhtäsuuri kuin alkuperäisen ja kaaren muodostamaa 
suljettua reittiä pitkin. Lausekkeen (2.19) integrandilla ei ole napoja oikean­
puoleisessa puolitasossa 5RA > 0, joten Residy-lauseen mukaan it(t, x) — 0, kun 
x > et. A

Lauseen 1 tapauksessa aalto etenee äärellisellä nopeudella. Sen sijaan, jos 
77 > 0 tai m ei ole integroituva origossa, nopeus on ääretön (kuten myöhemmin 
osoitetaan).
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2.4 Täysin monotooniset ytimet

Reologiassa suosittuja ytimiä ovat täysin monotooniset ytimet. Ydin m E 
C°°(0,oo) on täysin monotooninen (0,oo):llä, jos

(-1)*W*>(<) >0, Vk E N, t > 0. (2.26)

Jokainen täysin monotooninen ydin m(t) on analyyttinen, kun t > 0, sillä Bern- 
steinin teoreeman [Widder, s.160-161] mukaan m on täysin monotooninen, jos ja 
vain jos on olemassa positiivinen, lokaalisti äärellinen mitta fx siten, että

e atd/j,(a), Vt > 0. (2.27)

Täysin monotoonisen ytimen m Laplace-muunnokselle saadaan lauseke

-CU
~f. rh'W“1-

e atd/x(a)

е-(л+«)tdt

dt 

d[x(a)

(2.28)

missä integroimisjärjestyksen vaihto on Pubinin teoreeman [Rudin II, s.140] mu­
kaan sallittua, koska mitta on positiivinen ja integraali (2.28) suppenee itseisesti. 
Kaavan (2.11) mukaisesti yhdessä määriteltynä täysin monotooniselle ytimelle 
pätee

m(0) - m(A) = a(XX+a)Ma), (2.29)

vaikka m ei olisikaan integroituva origossa. Koska m on integroituva äärettömyy­
dessä (oletus 1), mitta a-1/x(a) on äärellinen välillä [0,1], sillä

= / (/ e~at(lt)d^
,°o г

= —e adfi(a)
Jo a

> f —e~adfi(a)
Jo a

(2.30)
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Jos m on integroituva origossa, niin

J m(t)dt = J (^J e atdt^dfjL(a)

= / ;-(! - e~a)dn(a)
Jo a

> Í ^(1 - e~a)dii(ci)
J-2 « 
r°° 1

>J2 ^(a)’
(2.31)

joten mitta a 2/¿(a) on äärellinen välillä [2, oo). Jos mitta a 1ц(а) on äärellinen 
välillä [1, oo) (ja siten myös välillä [0, oo)), niin

;°°i , /°° i/ —dfj,(a) > / —(1 - e a)dfj.(a)
Jo a Jo a

= Jo Qf e~at<&)d/z(a)

= / m(t)dt,
Jo

(2.32)

joten m on integroituva origossa. Kääntäen, jos m ei ole integroituva origossa, 
niin mitta а~г fi(a) ei ole äärellinen välillä [1, oo). Tällöin

(°)-*A)-jr—L^.)

- Г —dfi(a)
Jo a

= oo, (2.33)

kun A —> oo pitkin mitä tahansa negatiivisesta reaaliakselista poikkeavaa suoraa.

2.5 Tapaus 77 > 0

Kun 77 > 0, Rayleigh’n ongelman (1.6) ratkaisulla tt on samanlaisia, omi­
naisuuksia kuin lämpöyhtälön ratkaisulla. Epäjatkuvuus etenee välittömästi koko 
väliaineeseen tasoittuen sileäksi funktioksi. Lauseen 2 todistus perustuu viit­
teeseen [RHN].
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Lause 2. Oletetaan, että oletus 1 on voimassa ja 77 > 0. Tällöin Rayleigh’n 
ongelman (1.6) ratkaisulle u(t,x) pätee:

(i) и 6 C°° alueessa t > 0, x > 0.
(ii) Jos ydin m on täysin monotooninen (0,oo):llä, niin и on analyyttinen 

alueessa t > 0, x > 0.
Todistus.
(i) Jos 77 > 0, niin suurilla A:n arvoilla termi 77A dominoi neliöjuuren alla 

lausekkeessa (2.19). Tämä voidaan nähdä seuraavasti. Olkoon

M{t) = J m(s)ds. (2.34)

Ytimen m oletusten (1.4) perusteella M on integroituva origossa, sillä

J m(s)dsSJdt = J (J dt'j m(s)ds + dt^j m(s)ds

= J sm(s)ds + J m(s)ds < 00. (2.35)

Kääntäen, jos M on integroituva origossa, niin oletuksen (1.4) kumpikin integ­
raali on äärellinen, joten oletuksessa 1 voidaan ytimen m oletukset (1.4) kor­
vata ekvivalentilla oletuksella M G JD1(0,1). Koska M on integroituva lähellä 
origoa, sen Laplace-muunnos voidaan määritellä, kun 9?A > 0. Vaihtamalla integ- 
roimisjärjestystä saadaan

„ f 00
M( A)= / M(t)e~Mdt

= jf m(s)ds^) e~Mdt

= J m(s) (j e~Xtdt^jds 

= — J m(s)(l — e~Xa)ds

= д(т(0) - 771(A)). (2.36)

Toisaalta Riemann-Lebesgue lemman [Kudin II, s.103] mukaan M(A) —» 0, kun 
öA —► oo kiinteällä 9?A > 0, joten 77A dominoi lauseketta тп(0) — тта(А). Integ­
randi (2.19):ssa vähenee kuten exp(—XyJ~^) eli nopeammin kuin mikä tahansa 

A:n negatiivinen potenssi. Integrandin jokainen derivaatta t:n ja z:n suhteen pysyy
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siten integroituvan funktion rajoittamana, joten integraalin derivointi <:n ja x:n 
suhteen voidaan viedä integraalimerkin alle. Derivaatoilla on lausekkeet

x\-------L_ f \ k-l \t-\xy/p/(T)\+ß+rh(0)-rh(\)) j\dt^hX) - 2ni Jy_ioo A 6 dA’

Qku 2 y7+too ^k-1 pk/2eXt-Xxy/p/(riX+ß+rh(0)-m(X))
(2.37)

дхк dX,
'7—too (77A + /3 + m(0) - т(Х))к/2

missä к — 0,1,2,... (arvolla к = 0 tarkoitetaan itse funktiota ti). Integraalit 
lausekkeissa (2.37) suppenevat tasaisesti <:n ja x:n suhteen kompakteissa osa­
joukoissa alueessa t > 0, x > 0. Merkitään integran dia yleisesti gk{t, x, A):lla. 
Koska gk on jatkuva i:n ja A:n suhteen ja integraalit (2.37):ssa suppenevat ta­
saisesti i:n suhteen, niin jokaisella e > 0 on olemassa 6 > 0 siten, että kiinteällä 
x > 0

dku d*u I I /‘7"hl-t
Qjk — ß^k (^2’*c)| = j J {9k(ii,x, A) — gk(t2,x, A))dA

dku, П+iT

'7
»7—iT »7+100

+ / 9k(ti,x,\)d\ + / gk(t1,x,X)d\
</7—100 J 7+tT

/.7-iT «7+ioo
- / 9k(t2,x, X)dX - / gk(t2,x, X)dX

J~y—ioo J*y+iT

ioo

f 7—too 
6 . 6

<2+48"e- (2.38)

kun |ij — <2! < S, joten и ja u:n osittaisderivaatat t:n suhteen ovat jatkuvia t:n 
suhteen. Vastaavasti todetaan u:n ja u:n osittaisderivaattojen x:n suhteen olevan 
jatkuvia x:n suhteen. Täten и on kummankin muuttujansa suhteen äärettömästi 
jatkuvasti derivoituva eli u(t,x) G C°°(t > 0, x > 0).

(ii) Jos m on täysin monotooninen, niin kaavan (2.29) perusteella m(0) —m(A) 
on määritelty koko А-tasossa lukuunottamatta negatiivista reaali akselia ja origoa. 
Koska

(m(0) — m(A))/A = /°° 1 ,W-0, (2.39)
Jo a{ X + a)

kun A —> oo mitä tahansa negatiivisesta reaali akselista poikkeavaa suoraa pitkin, 
niin m(0) — m(A) = o(A), kun A —» oo mitä tahansa negatiivisesta reaaliakselista 
poikkeavaa suoraa pitkin (funktio /(A) = o(A), jos /(A)/A —» 0, kun A —► oo). 
Lisäksi sgn(ö(m(0) — m(A))) = sgn(öA), sillä lausekkeen (2.29) integrandi voidaan 
kirjoittaa muodossa

_ (a + Aq — *Ai)(A0 + iAi) (a + Aq)Aq + A2 + iaAi 
a(a + X)~ a((a + A0)2 + A2) “ <*((a + A„)2 + A2) ’

missä on merkitty A = Aq + г Ai.
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Muutetaan integroimisreitti u:n lausekkeessa (2.19) kuvan 1 mukaiseksi (yhte­
näinen viiva). Tarkastellaan muutosta ylemmässä puolitasossa > 0. Alemman 
puolitason muutos voidaan symmetrian takia tarkastella vastaavasti. Muutetun 
ja vanhan integroimisreitin väliin jäävässä sektorissa ei ole napoja, joten suljettu 
integraali pitkin vanhaa reittiä pisteestä A pisteeseen B, kaarta BC uudelle reitille 
ja takaisin lähtöpisteeseen A uutta reittiä pitkin on nolla. Koska m(0) — m(A) = 
o(A), käyttäytyy rjX + ß + m(0) — m(A) ~ A, kun A —> oo. Täten ratkaisun lauseke 
(2.19) on oleellisesti

U(t,x) = J le»e-*VÄjA- (2.41)

missä a > 0 on vakio ja I muutettu integroimisreitti. Osoitetaan, että integraali 
kaarta BC pitkin menee nollaan, kun kaari laajenee äärettömyyteen. Siirrytään 
napakoordinaatistoon, jonka origo on pisteessä A. Olkoon <po E ( j,tt) kulma, jo­
hon uusi integroimisreitti lähtee pisteestä A. Samanlaisella integroimisreitin jaolla 
kuin lauseen 1 todistuksessa saadaan integraalille kaarta pitkin yläarvio

Kuva 1. Integroimisreitin muutoksella ratkaisu saadaan analyyttiseksi.
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f 1
JВС л

gAtg—аху/х dX < ri,
h т

■/.

,ÄAt — azSÎ( VX) rdy?

;KA<e-a*H(VÄ)^
x 3
■S+r-1'2

f4>o
<P+ /

</ î+r
;»A*e-o!B»(VÂ)^(

2+r-V2

-1/24/*2+’’ /-VO
< / + / e(7-rsin(r ))tdy?

Vf if+r-1/з

= r-V2e7t + (y,0 _ I _ r-l/2)et(7-rsin(r-V2))

< r"1/2e7t + (^ _ E _ r-l/2)et(7-r-ir"1/2)

->0, (2.42)

kun r —* oo. Edellä eksponenttitekijä exp(—az3?( VÄ)) voitiin arvioida ylöspäin 
ykköseksi, koska integroimisvälillä 3î(\/X) on positiivinen. Integraali kaarta BC 
pitkin menee siis nollaan, kun kaari laajenee äärettömyyteen, joten integraali uutta 
reittiä pitkin on yhtä suuri kuin vanhaa reittiä pitkin.

Kun käytetään muutettua integroimisreittiä, ratkaisu saadaan analyyttiseksi. 
Määritellään ratkaisu kaavan (2.41) avulla. Laajennetaan t ja z pieniin komplek­
sitason ympäristöihin. Merkitään t — t0 + iti, x = x0 + ¿$i ja olkoon t0 > 0 ja 
x0 > 0. Lausekkeen (2.41) integrandin itseisarvo on (A = A0 + ¿Ai)

3. „Xt —ax'/х 

A |A0 + ¿Ai I
„Aqío—Äiti ät(—aæ-v/Ao+tAi) (2.43)

Riittävää kaavan (2.41) integraalin suppenemiselle on, että lausekkeessa (2.43) 
eksponentti

A0¿o — Aiii + 5R(—ахVAo 4” ¿Ai) —> —oo, (2.44)

kun A —> oo pitkin integroimisreittiä. Pahimmassa tapauksessa lausekkeessa (2.44) 
vain termi Aq¿o —oo ja muut —> +oo. Vaaditaan, että tämä termi menee 
nopeammin äärettömyyteen kuin muut eli

IAo|<o |Ai¿i| + a($o + ¿zi)\/Ao + ¿Ai (2.45)

Kiinnitetään i:n ja æ:n ympäristöt to- ja z o-koskisiksi et- ja ez-säteisiksi ympyröiksi. 
Tietyssä pisteessä (i0,®o) ratkaisu saadaan analyyttiseksi valitsemalla muutettu 
integroimisreitti (A = A0 + ¿Ai) siten, että sitä pitkin

|A,|>^|Ai| + afe,° + ‘‘)lto t o
л/Ao + ¿Ai (2.46)

17



Valinta riippuu siis tarkasteltavasta pisteestä (to, ®o), kiinnitetyistä ympäristöistä 
et ja ex sekä vakiosta a. Valinnan onnistumisen kannalta on oleellista, että t0 on 
tarkasti positiivinen. Sen sijaan x0 voi olla ihan hyvin nollakin. Täten u(t,x) on 
analyyttinen t:n ja æ:n funktio alueessa t > 0, x > 0. A
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3 Säännölliset ytimet

Tarkastellaan Rayleigh’n ongelmaa (1.6), kun rj = 0 ja ydin m ei ole sin- 
gulaarinen origossa. Aalto etenee äärellisellä nopeudella ja alkuarvoissa annettu 
epäjatkuvuus säilyy ratkaisussa, mutta sen amplitudi heikkenee eksponentiaali­
sesti. Tapaus on lähellä hyperbolista. Tämän luvun todistukset perustuvat viit­
teeseen [RHN].

Oletetaan, että ydin

m 6 Croo[0,oo) ja £ £1(0,oo), k = 0,1,.... (3.1)

Oletus, että m:n lisäksi myös kaikki sen derivaatat ovat integroituvia, ei rajoita 
yleisyyttä, sillä ratkaisu hetkellä t riippuu vain m:n arvoista hetkeen t asti sekä m:n 
integraalista, joten aina voidaan löytää ydin, jonka derivaatat ovat integroituvia 
äärettömyydessä ja joka antaa saman ratkaisun t:hen asti kuin m.

Lause 3. Olkoon c = y/(ß + m(0))/p ja oletetaan, että oletus 1 on voimassa, 
rj = 0 ja ydin m toteuttaa oletukset (3.1). Tällöin Rayleigh’n ongelman (1.6) 
ratkaisulle u(t,x) pätee:

(i) и on epäjatkuva kohdassa x = et ja epäjatkuvuuden amplitudi vähenee 
eksponentiaalisesti.

(ii) и e C°°, kun 0 < x < et, ja и = 0, kun x > et.
(iii) Jos ydin m on lisäksi täysin monotooninen (0,oo):llä, niin и on analyyt­

tinen alueissa 0 < x < et ja x > et.
Todistus.
(i) Oletusten (3.1) vallitessa saadaan osittaisintegroinnilla

m(A) = ^rn(O) + ^rn'(A) (3.2)

ja jatkamalla osittaisintegrointia n kertaa

„ m(0) m'(0) m(n 1J(0) 1 -7-.,..
(3.3)Л Л2

kun 3ÎA > 0. Käyttämällä binomikaavaa (2.22) sekä kaavaa (3.3) arvolla n = 2 
voidaan jälkimmäinen eksponenttitekijä ratkaisun lausekkeessa (2.19) kirjoittaa 
muodossa

e-\x^p/{ß+m(0)-rh.(\)) _ g-

_il_üîl»]î I л/1\— e c 2=3,
x _ m(Q)g

- e-<= e (1 + O(-)), (3.4)
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missä merkinnällä 0(A) tarkoitetaan: /(A) = 0(A), jos /(A)/A pysyy rajoitettuna, 
kun A —> oo. Kehitelmän (3.4) avulla ratkaisun lauseke (2.19) on

p7+too 2__ m(0)a>

u(t, x) = -—-e JcSp
2тгг

= e 2c3/>

J/«7-t-too ("i i 1U [гА<-?,+‘л“-;,0Ф]
H(t - Í) + ¿е-lS? r~e«-V0{±)äX, (3.5)

missä ensimmäisen termin integroinnissa käytettiin Residy-lausetta seuraavasti.
Kun t — ^ < O, suljetaan integroimisreitti ympyränkaarella oikealta. Lauseen 

1 todistuksessa osoitettiin, että integraali kaarta pitkin menee nollaan, kun kaari 
laajenee äärettömyyteen (tämä on sama integraali kuin lauseen 1 todistuksen in­
tegraali (2.24), kun e(A) = 0). Integrandilla ei ole napoja oikeanpuoleisessa puoli- 
tasossa $?A > O, joten Residy-lauseen mukaan integraalin arvo tässä tapauksessa 
on nolla.

Kun t — ® > O, suljetaan integroimisreitti ympyränkaarella vasemmalta, jol­
loin integraali kaarta pitkin menee yhtälailla nollaan, sillä (f — ^):n positiivisuus 
on kompensoitu kaaren laajentumisella vastakkaiseen suuntaan eli 8iA —> — oo. 
Integrandilla on ainoa napa origossa, jossa residy on limx_,o А(^е^<_г^) = 1, 
joten Residy-lauseen mukaan integraalin arvo on tässä tapauksessa 2тгг. Siten 
ensimmäisen termin integraalista tulee Heavyside’n funktio.

Kaavan (3.5) toisessa termissä integraali suppenee, koska 1/A2 on integroituva 
pitkin integroimisreittiä (7 > 0). Lisäksi suppeneminen on tasaista t:n ja x:n 
suhteen kompakteissa osajoukoissa t > 0, x > 0, joten (vrt. kaava (2.38)) termi 
on jatkuva t:n ja æ:n suhteen, kun t > 0, x > 0. Täten ratkaisu on ensimmäisen 
termin takia epäjatkuva kohdassa x = et. Epäjatkuvuuden amplitudi vähenee 
eksponentiaalisesti ja sillä on lauseke

_m(0)t

A(t) = e 3c2p . (3.6)

Muualla ratkaisu on jatkuva.
(ii) Ottamalla lisää termejä mukaan binomikaavasta (2.22) sekä m(A):n ke­

hitelmästä (3.3) ratkaisu saadaan (/'“-funktioksi aaltorintaman takana. Binomi­
kaava sekä kaava (3.3) arvolla n = 4 antavat eksponenttitekijäksi (3.4)

e~\xy/ p/(ß+m(0)-то( A))

_ ¿je._ m(°)g _$. Я.__i
= e

_ Aa..
= e

3c3 f 

m(0)g
3e3fi

-±+o(

Аш m(0)g
= e e 2=3#>

c A e A2

x a
1--T + c A

x a
1-------T +

x
*)
2 2a2

c2 A2 
2 2o2

+ 0(v) 1--Л+о^ 1 + 0(Âî)

X

c A A2
x b _. 1 .

“ cÂ^ + 0(^} (3.7)
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missä a ja b ovat vakioita. Ratkaisun lauseke (3.5) on nyt

u(t, x)
_m(0)a>

=---- e 3c3#>
2тгг /,

7+гоо

— гоо

_m(0)a>
---- e 3«s/>
2ттг

/•7+100

J-f—ioo c A2
dA

(3.8)

Lausekkeen (3.8) ensimmäisessä termissä oleva integraali on Heavysi de’n funk­
tio, joka on aaltorintaman takana yksi (eli vakio). Integraalin edessä oleva ekspo- 
nenttitekijä exp(— ^|^) G C°°(x > 0), joten ensimmäinen termi on C^-funktio 

alueessa O < x < et. Lausekkeen (3.8) toinen termi on jatkuva alueessa t > O, x > O 
(vrt. kohta(i)). Kun tätä toista termiä derivoidaan integraalimerkin alla t:n tai 
æ:n suhteen, saadaan jatkuvia termejä sekä termi, jonka integrandi on sama kuin 
lausekkeen (3.8) ensimmäisen termin integrandi kertaa tekijä, joka on i:n ja x:n 
¿¡'”-funktio. Lausekkeen (3.8) ensimmäisessä termissä oleva integraali oli Heavy- 
side’n funktio, joten lausekkeen (3.8) toisen termin derivaatta on epäjatkuva aalto- 
rintaman yli, mutta aaltorintaman takana tämä termi on ¿¡'”-funktio. Vastaavasti 
lausekkeen (3.8) kolmas termi ja sen derivaatta ovat jatkuvia kaikkialla, mutta 
toisessa derivaatassa on termi, joka on epäjatkuva aaltorintaman yli. Lausek­
keen (3.8) viimeisen termin derivaatat ovat jatkuvia aina toiseen derivaattaan asti, 
mutta kolmatta derivaattaa ei ole enää olemassa, sillä derivoitaessa on tämän ter­
min integran din eksp onentti teki j äst ä tullut niin paljon A:n positiivisia potensseja, 
että integrandi on suuruusluokkaa O(^), joka ei ole integroituva pitkin lausek­
keen (3.8) integroimisreittiä. Ratkaisun lauseke (3.8) on siten C2-funktio alueessa 
O < x < et.

Ottamalla lisää termejä m(A):n kehitelmään (3.3) saadaan jäännöstermi lau­
sekkeessa (3.7) pienemmäksi kuin mikä tahansa A:n negatiivinen potenssi ja se 
on luokkaa O(^). Tällöin ratkaisun lausekkeeseen (3.8) tulee termejä, jotka ovat 
^”-funktioita alueessa O < x < et ja viimeiseksi termi, jonka (k — 1) ensimmäistä 
derivaattaa ovat jatkuvia, mutta Annetta derivaattaa ei ole olemassa. Koska k 
saadaan mielivaltaisen suureksi, ratkaisun lausekkeeksi saadaan

»7+100 uv 1
“(*,*)“ / —

t/7—too |_n=1 Л
dA, (3.9)

missä gn(x) sisältää eksponenttitekijän exp(— kerrottuna æ:n polynomilla
ja pysyy siten rajoitettuna, kun x > 0. Merkitään A = 7 + гсг. Kun 7 > 1,
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lausekkeessa (3.9) voidaan integroida termeittään [Rudin II, teoreema 1.38, s.28], 
sillä

°o f oЕ/

n=

< N

19n(x)

T /

5(Tr+tcr)(t-“).
(7 + ier)n

da

da

“ У-00 (72 + cr2)n/2

00 />00 1<NY f -----------da
¿V-oo 7n + crn

00 1 z>oo 1
<jvV— / ------- ¡-t—At

¿;7"У-оо1+(М)»

■' ,
<лг, V —

/ «,71
71=1 1

< OO, (З.10)

missä IV ja IVj ovat positiivisia vakioita. Vaihdetaan ratkaisun lausekkeessa (3.9) 
integroinnin ja summauksen järjestystä. Näin muodostuvaa sarjaa voidaan de­
rivoida termeittään t:n ja æ:n suhteen [Rudin I, teoreema 7.17, s.140], sillä vas­
taavalla laskulla kuin kaavassa (3.10) nähdään, että termeittään derivoimalla saatu 
sarja suppenee ja suppeneminen on lisäksi majoranttiperiaatteen mukaan tasaista 
f:n ja æ:n suhteen pienessä derivointipisteen ympäristössä. Koska lausekkeessa 
(3.9) voidaan derivoida termeittäin yhä uudelleen ja jokainen termi on (^“-funktio, 
niin ratkaisu u(t, x) on itseasiassa äärettömästi jatkuvasti derivoituva alueessa 
0 < x < et.

Oletusten (3.1) mukaan m G Z1(0,00), joten lauseen 1 perusteella ratkaisu 
u(t,x) = 0, kun x > et, missä aallon etenemisnopeus c = + m(0))/p < 00.

(iii) Jos m on täysin monotooninen, niin integroimisreitti u:n lausekkeessa 
(2.19) voidaan muuttaa kuvan 1 mukaiseksi, kun x < et. Kirjoitetaan ratkaisun 
lausekkeen integrandi muodossa

-e**e~XxVi>/(ß+Mo)-M*) — ie^e“^ll(1+a Ta71+-) 
A A

= —e c' >=30 (3.11)

Integrandilla (3.11) ei ole napoja alkuperäisen ja uuden integroimisreitin välisessä 
sektorissa. Kuten lauseiden 1 ja 2 todistuksissa voidaan napakoordinaatistoon 
siirtymällä osoittaa, että integrandi (3.11) integroituna pitkin kuvan 1 mukaista 
kaarta BC menee nollaan, kun kaari laajenee äärettömyyteen, koska tällöin integ-

22



randin (3.11) eksponentissa hallitseva termi 5?A(i — f ) —¡► —oo. Integroimisreitin 
muutos on siten sallittu.

Käyttämällä muutettua integroimisreittiä ratkaisu saadaan analyyttiseksi aal­
lon takana. Merkitään A = Aq + г Aj ja z = < — ^ >0 sekä laajennetaan г ja г 
kompleksitason pisteiksi z = zq +izi, x — xq + ix\. Kuten lauseen 2 todistuksessa 
vaaditaan, että integrandin (3.11) eksponentin reaaliosa

Aqzq — AiZi —
9ft(Axm(A)) 

2c3 p
—oo, (3.12)

kun A -4 oo pitkin muutettua integroimisreittiä. Integroimisreitti on mahdollista 
valita siten, että vaatimus (3.12) toteutuu, koska zq > 0 ja sopivalla valinnalla 
termin Ao-Zq itseisarvo saadaan kasvamaan äärettömyyteen nopeammin kuin muut 
termit yhteensä (vrt. lauseen 2 todistus). Huomaa, että J?(Am(A)) sekä muut 
tämän jälkeiset termit eivät kasva niin nopeasti kuin Aq, koska m(A) —4 0, kun 
A —* oo. Täten ratkaisu u(t,x) on analyyttinen aallon takana 0 < x < et. Koska 
и = 0 aallon edessä, on se analyyttinen myös alueessa x > et. A

Aallon etenemisnopeuden c ja amplitudin A(t) lausekkeista voidaan aavistaa, 
mitä tapahtuu, jos m on singulaarinen origossa. Jos m ei ole integroituva origossa, 
niin c = oo, joten ei ole odotettavissa, että aalto etenisi äärellisellä nopeudella. 
Jos m on integroituva origossa, mutta m(0) = oo, niin c on äärellinen, mutta 
epäjatkuvuuden amplitudi on nolla. Saattaa siis olla mahdollista, että aalto etenee 
äärellisellä nopeudella ja samalla silenee johonkin asteeseen. Itseasiassa näin juuri 
tapahtuukin, kuten seuraavassa luvussa nähdään.

23



4 Singulaariset ytimet

4.1 Yleinen singulaarisuus

Rayleigh’n ongelman (1.6) ratkaisu и (t,x) on vähintäänkin jatkuva, jos ydin 
m on singulaarinen origossa. Todistukset perustuvat viitteeseen [Prüß(1987)]. 

Oletuksen 1 lisäksi oletetaan, että

M on log-konveksi, (4.1)

missä M on määritelty kaavassa (2.34) s.o. M(t) = /t°° m(s)ds. Selvästikin M(i) 
on jatkuva, positiivinen (m > 0), ei-kasvava (M'(t) = —m(t) < 0) sekä konveksi 
(M"(t) = > 0 niissä pisteissä, joissa ro on derivoituva). Log-konveksit
funktiot ovat konvekseja, joten oletus (4.1) on lisävaatimus. Kaavan (2.35) mukaan
m e l'(o,i).

Olkoon p = l. Kirjoitetaan Rayleigh’n ongelman ratkaisun Laplace-muunnos 
(2.18) muodossa

(Л,ж) = — e~Xx / V1>*+ß+lh(0)~lh(x)

1 i/../1’ i e i= -e æ/V А + Л2+ Л3 V
Л

= 1 -/Ji+fi+Ц*

missä M:n Laplace-muunnos on annettu kaavassa (2.36). Merkitään

jolloin

missä

¿m ^ , ß , МЛ)
°(A)=Ä+V+~’

û(A,æ) = -/i0(A,z),

fco(A,*) = e-xl&^'\

Käänteismuuntamalla (4.3) saadaan

a(t) = rj + ßt + f M(s)ds 
Jo

Lemmaan 1 on koottu joitakin a(t):n ominaisuuksia.

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)
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Lemma 1. Oletetaan, että oletukset 1 ja (4-1 ) ovat voimassa. Tällöin
(i) l/Aö(A)1/2 ja —â'(A)/â(A)3/2 ovat täysin monotoonisia (0,oo):llä.
(ii) On olemassa ei-vähenevät, vasemmalta jatkuvat funktiot 

k\,&2 G BV¡oc(R+), ¿!(0) = fc2(0) = O, siten, että
dk^X) == l/AÖ(A)1/2 ja dk2(\) = —iâ'(A)/â(A)3/2 (4.7)

kaikilla 5RA > 0.
(iii) &i(0+) = A:2(0+) = l/c, missä c on lauseen 1 mukaisesti c = yjß + m(0), 

jos r) = O, ja c = 00, jos 77 > 0.
(iv) k\{t) on lokaalisesti absoluuttisesti jatkuva ja konkaavi, kun t > O, eri­

tyisesti
l/Aa(A)1/2 = l/c + fca(A), 3RA > 0. (4.8)

(v) Jos lisäksi m(t) on absoluuttisesti jatkuva (O, oo):llä tai c = 00, niin ky ja 
fc2 ovat lokaalisesti absoluuttisesti jatkuvia; erityisesti

iâ'(A)/â(A)3/2 = l/c + 4(A), «A>0. (4.9)

Todistus.
(i) Oletetaan ensiksi, että m on integroituva eli M(0) < 00. Tehdään ha- 

jotelma

lZAa(A)1/2 = (77A + /3 + AM(A))"1/2

= (r]\ + ß + m(0) - m(A))~1/2

™(A) \—i/2= (”A+c2r,/2d-^)

= /(A)Ms(A)),
missä

/(A) = (4A+c3)-1/3,

s(A) - ÍXT?’

h( A) = (l-A)~1/2.

Ensimmäinen tekijä /(A) on täysin monotooninen (0, oo):llä, sillä

/(A) > 0,
m="Ы+=2r3/2 < o,

/"(A) = + C2)"6/2 > o,

jne.

(4.10)

(4.11)

(4.12)
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epäsuuruusmerkin suunnan vaihtuessa kunkin derivoinnin jälkeen. Koska m(t) on 
positiivinen, on sgn(^m(A)) = (-1)*, k = 0,1,2,..., kun A G (0,oo), joten m(A) 
on täysin monotooninen (0, oo):llä. Kahden täysin monotoonisen funktion tulona 
g(A) on täysin monotooninen (0, oo):llä. Punktio h(A) puolestaan säilyy positii­
visena derivoitaessa eli M*^(A) > 0, k = 0,1,2,.... Edellisten merkkitarkastelujen 
perusteella

%(Л)) > o,
£%(*)) = Ä'UKAMA) < 0,

—HaW) = k,,(»(A))(s,(A))2 + h\g(\))g"(X) > 0,

jne., (4.13)

joten yhdistetty funktio h(g(A)) on täysin monotooninen (0, oo):llä. Kahden täysin 
monotoonisen funktion tulona l/Aö(A)1/2 on täysin monotooninen (0, oo):llä.

Jos m ei ole integroituva origossa eli M(0) = oo, niin approksimoidaan 
M(i):tä funktiolla, joka pysyy origossa rajoitettuna:

Me
M(e),
M(t),

0 < t < e, 
t > e. (4.14)

Koska Me(A) —> M(A) tasaisesti kompakteissa osajoukoissa oikeanpuoleisessa puo- 
litasossa 9ÎA > 0 ja l/Aöc(A)1/2 on täysin monotooninen (0,oo):llä (o£:ssa on M 
korvattu Mf: 11a), niin l/Aö(A)1/2 on myös täysin monotooninen (0,oo):llä.

Kohdan (i) toisen väitteen todistamisessa käytetään identiteettiä (vertaa 
Cauchy’n kaava [Kudin II, s.208])

.j _ sin an f
TT Jo

°° ra-1

Z -f- T
dr, (4.15)

missä z G C \ (-oo, 0] ja a G (0,1). Kun a = 1/2 ja z = ä(A) (> 0, koska A > 0), 
relaatiosta (4.15) saadaan muuttujanvaihdoksella r = s/A2

ä(A)-V2 = I П 1 dr
TT Jo VRr + °(A))

-1 f°° 1
TT Jo у/з(з/\ + Aâ(A))

ds

= -f
7Г Jo \/sb(A, s)

ds, (4.16)
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missä merkittiin

S(A, s) — — + Aä(A) — — + rj -f ^ + M(A). (4.17)

Integraali (4.16) suppenee itseisesti, sillä äärettömyydessä integroitava käyttäytyy 
kuten s-3/2 ja origossa kuten s-1/2. Myös integrandin osittaisderivaatta A:n suh­
teen (pilkku tarkoittaa derivointia A:n suhteen)

b'(X,s) (s + ß)\~2 - M'(\)
-y/sfe(A,s)2 y^[(s + ß)X 1 + t¡ + ikT(A)]2

(4.18)

käyttäytyy äärettömyydessä kuten s-3/2 ja origossa kuten s-1/2 ja on siten itsei­
sesti integroituva välillä s 6 (0, oo). Tällöin derivoinnin ja integroinnin järjestystä 
voidaan vaihtaa, jolloin derivoimalla A:n suhteen lausekkeesta (4.16) saadaan

-â'(A)/ô(A)J/a = i Г
к Jo b(A, s)2 Vs

(4.19)

kaikilla A > 0. Olkoon d(A, s) = b(A, s) — rj. Käänteismuuntamalla saadaan

d(t, s) = s + ß + M{i). (4.20)

Oletusten 1 ja (4.1) perusteella kiinteällä s pätee d(t) (E T1(0,1)ПС'(0, oo). Lisäksi 
d(t) on positiivinen, ei-kasvava sekä log-konveksi, joten [Miller, teoreema 6.2] d(A)/ 
(rj + d(A)) on täysin monotooninen (0, oo):llä jokaisella rj > 0. Täten

d d( A) _ yd'(X)
d\v + d(A) “ [t¡ + d(\)y (4.21)

on täysin monotooninen. Koska 77 > 0, myös — c¿/(A)/(77 + d(A))2 = —6'(A)/b(A)2 
on täysin monotooninen. Kaavan (4.19) mukaan —ô'(A)/ô(A)3/2 saadaan integ­
roimalla täysin monotoonista funktiota parametrin s suhteen. Koska kaavan (4.19) 
oikealla puolella derivointi A:n suhteen voidaan aina viedä integraalimerkin alle, 
—ô'(A)/ô(A)3/2 on täysin monotooninen (0, oo):llä.

(ii) Bernsteinin teoreeman [Widder, s.160] mukaan jokainen täysin monotooni­
nen funktio on positiivisen mitan Laplace-muunnos. Tässä dk\{t) ja dk2(t) ovat 
mittoja. Mitan positiivisuudesta seuraa &i(i):n ja k2(t):n ei-vähenevyys. Vasem­
malta jatkuvuus on sopimuskysymys.
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(iii) Edellisen kohdan perusteella

/bi(ОН-) = ^lim dki(X)

= ^lim 1/Ла(Л)1/2

= ^lim 1 / (77Л + ß + M( 0) — rn(A))1/2

Г0, 77 > 0 tai M(O) = 00,
\ l/c, 77 = 0 ja M(0) < 00.

Relaatiosta

-(&(A))' = -(l/Aä(A)V2y

= l/A2ö(A)1/2 + â'(A)/2Aâ(A)3/2 

= jdk^X)- j33b2(A), 9RA > 0

saadaan käänteismuuntamalla

(4.22)

(4.23)

tdki(t) = ki(t)dt — k2(t)dt. (4.24)

Kaavasta (4.24) saadaan

josta

ik\(t)— f ki(s)ds = f ki(s)d3 — f k2(s)ds, 
Jo Jo Jo

ki(t) = - J^2 J ki(s)ds — J k2(s)ds . (4.25)

Tämän mukaan ki(t) on esitettävissä lokaalisti integroituvien funktioiden integ­
raalina, joten [Rudin II, teoreema 8.17, s.165] ki(t) on lokaalisesti absoluuttisesti 
jatkuva, kun t > 0. Kaava (4.24) on tällöin

<¿i(í) = fci(i) - k2(i), t > 0, (4.26)

josta derivoimalla
h{t) = ~\k2{t) < 0, t > 0, (4.27)

joten ki(t) on konkaavi. Tällöin ki(t) on ei-kasvava, joten

tfcj(t) < Í k1(s)ds = ki(t) — (O-f-) —+ 0,
Jo

(4.28)
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kun t —> 0. Täten raja-arvona t —> 0+ (4.26) antaa &i(0+) = fc2(0+) ja (iii) kuten 
myös (iv) on todistettu.

(v) Tarkastellaan ensiksi tapausta, kun m(t) on absoluuttisesti jatkuva. Teh­
dään hajotelma

â"(A) 3a'(A)2
~ 2â(A)3/2 4ö(A)5/2

A3â”(A) 3Aä(A)
2(Aä(A)V2)3 Aâ(A)1/2 V 2ä(A)3/2)

à'W V

= -X3 à" (X)dki(X)3 — 3 ^ + д + M(A) dki(X)dk2(X)2. (4.29)

Kehitetään osittaisintegroimalla edelleen

A3ä"(A) = A3 / e~x42a{t)dt 
Jo 
f°°= A2 / e-Xi(2to(t) + t2a(t))dt 

Jo
pOO

= A / e~Åt(2o(<) + 4íá(í) + t2'à{t))dt
Jo

Г°°= 2Aû(A) + A / e~Xt(4ßt + 4tM(t) — t2m{i))dt 
Jo

= 2Aâ(A) + 4/3/A + f e~Xt(—4tm(t) + 4M(t) — 2tm(t) — t2rh(t))dt 
Jo

= 2r¡ + 6/3/A + 6M(A) — 6tm(X) — t2m(A). (4.30)

Nyt (4.29):sta tulee

tdk2(A) = [77 + 3/3/A + 3M(A) - 3im(A) - t2m(A)] d^(A)2

~ 3 177 + — +M(A) dki{X)dk2(X)2, (4.31)

josta käänteismuuntamalla

tdk2{í) =[77^0 + 3/3 + 3M — 3Í771 — î27ti] * * ki * ¿i(í)

— 3[t7¿o + /3 + M] * ki * dk2 * dk2{t)

=/(<)» (4.32)
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missä tähti merkitsee konvoluutiota R+:lla ((a * db)(t) = f* a(t — s)db(s)). 
Koska m(t) on absoluuttisesti jatkuva R+ :11a, ovat tm(t) ja t2rh(t) lokaalisti integ­
roituvia R+ :11a. Kaavan (4.32) kummassakin konvoluutiotermissä on vähintään 
yksi tekijä funktio (¿x) ja muut mittoja, joten f on funktio. Lisäksi f E Ljoc(R+). 
Funktiolle Л?2 (¿) saadaan esitys lokaalisti integroituvien funktioiden integraalina

k2(t) = у Í f(s)ds + Í k2(s)ds
t [Jo Jo

joten k2(t) on lokaalisesti absoluuttisesti jatkuva, kun t > 0. 
Jos c = oo, niin (4.8):n mukaan

difei(A) = Aa(A)V2 jfex(A), 3ÎA > 0.

Tällöin

dk2(A) à'W
2â(A)3/2
11 1 1 лз-,т
2 Aô(A)1/2 Aâ(A)1/2 Aâ(A)1/2 1 ’

-|*.(A)3A»a'(A)

-5¿i(A)39(A),

(4.33)

(4.34)

(4.35)

missä g(t) on oleellisesti ta^3\t). Vastaavasti kuin tapauksessa m absoluuttisesti 
jatkuva lausekkeesta (4.35) voidaan päätellä, että k2 on lokaalisesti absoluuttisesti 
jatkuva, kun t > 0.

Kaavan (4.24) mukaan

M<) = y[*i(0-*a(0], (4.36)

joten koska k\ ja k2 ovat lokaalisesti absoluuttisesti jatkuvia, on myös ki lokaali­
sesti absoluuttisesti jatkuva, kun t > 0. Д

Lemman 1 kohtien (i) ja (ii) avulla saadaan funktiota h0(\,x) koskeva tulos. 
Lemma 2. Oletetaan, että oletukset 1 ja (^.1 ) ovat voimassa. Tällöin
(i) Kiinteällä x > 0, /íq(A, x) on täysin monotooninen A:n suhteen, kun A > 0.
(ii) Jokaisella kiinteällä æ > 0, on olemassa ei-vähenevä, vasemmalta jatkuva 

funktio u(t,x), u{0,æ) = 0, siten, että

dtu(X,x) = /t0(A,z), VA > 0. (4.37)
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(iii) Jokaisella kiinteällä t > O, u(t, x) on ei-kasvava x:n suhteen, kun x > 0; 
erityisesti и on rajoitettua variaatiota.

(iv) u(t,x) on rajoitettu ja u(oo, x) = ho(0+,x) = 1.
Todistus.
(i) Määritellään ns. Widderin operaattori

<4'38>

missä Л on reaalimuuttuja ja n ei-negatiivinen kokonaisluku. Nyt pätee

h0(\x) = e-*MA)1/3 > o,

Lxho = x 2 ¿(A)3/2) = 51 ~ (4.39)

Oletetaan, että Lxh0 = gnho- Tällöin

= ~rL\(gnh,) = - g'n)h0, (4.40)
n + 1 n + 1

missä pilkku tarkoittaa derivointia A:n suhteen. Toisaalta Lx+1h0 = gn+ih0, joten

5n+i = gn - g'n)• (4.41)

Osoitetaan induktiolla, että gn on täysin monotooninen A:n suhteen, kun A > 0. 
Lemman 1 kohdan (i) mukaan g\ on täysin monotooninen. Oletetaan, että gn 
on täysin monotooninen. Tällöin myös —g'n on täysin monotooninen. Täysin 
monotoonisten funktioiden tulo ja summa ovat täysin monotoonisia, joten kaavan 
(4.41) perusteella gn+i on täysin monotooninen. Täten gn on täysin monotooninen 
kaikilla n = 1,2,.... Erityisesti nyt pätee Lxh0 = gnho > 0, n = 0,1,2,... 
(go = 1), mikä todistaa h0:n täysin monotooniseksi A:n suhteen, kun A > 0.

(ii) Kuten lemman 1 kohdassa (ii) väite seuraa nytkin suoraan Bernsteinin 
teoreemasta. Tällä kertaa mittana on dg,(t) = dtu(t,x) kiinteällä x > 0.

(iii) Käytetään hyväksi relaatiota

M A,æ + y) = h0(\,y)h0(X,x). (4.42)

Jaetaan (4.42) puolittain A:11a ja käänteismuunnetaan, jolloin saadaan

u(t,x + y) — / u(t - s,y)dau(s,x).
Jo

(4.43)
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Kohdassa (iv) osoitetaan käyttämättä tätä kohtaa hyväksi, että u(s, y) < 1, kun 
-s > 0 ja y kiinteä. Koska lisäksi kohdan (ii) mukaan u(s,x) on ei-vähenevä s:n 
suhteen eli dau(s,x) > 0, voidaan kaavan (4.43) oikeata puolta arvioida ylöspäin 
jättämällä и integroitavasta pois, jolloin saadaan

u(t,x +y) < / dau(s,x) = u(t,x).
Jo

(4.44)

Täten u(t, x) on ei-kasvava æ:n suhteen, kun x > 0 kiinteällä t > 0.
(iv) Kohdan (ii) mukaan

(oo,æ) = / dau(s,x)
Jo

= / lim e~Xtdau(s,x)
Jo *-o+

= lim / e~Xtdau(s,x) 
A-0+ Jo V ’

— ho(0+, x) 
= e_æ/°°

= 1, (4.45)

missä raja-arvon ja integraalin järjestyksen vaihto on Lebesguen monotoonisen 
suppenemislauseen [Kudin II, s.21] mukaan sallittua, sillä jokaisella t > 0 funk­
tiot e~Xnt muodostavat ei-vähenevän ja suppenevan jonon, kun An —> 0+. Koska 
u(t,x) on ei-vähenevä t:n suhteen, niin kaavan (4.45) perusteella u(t,x) on ra­
joitettu t:n suhteen kiinteällä x > 0. Д

Lemman 2 kohdan (ii) mukaan Rayleigh’n ongelman (1.6) ratkaisu on aina 
olemassa. Laplace-muunnoksen yksikäsitteisyyden perusteella ratkaisu u(t,x) on 
yksikäsitteinen. Lemmaan 3 on koottu ratkaisun säännöllisyysominaisuuksia.

Lemma 3. Oletetaan, että oletukset 1 ja (4-1) ovat voimassa, ja tapauksessa 
T] = 0 ja M(0) < oo, eli c < oo, oletetaan lisäksi, että m(t) on absoluuttisesti 
jatkuva (0, oo):llä. Tällöin

(i) Jos c = oo tai jos c < oo, mutta к = m(0)/2c = oo, niin u(t, x) on jatkuva 
R+ X R+ \{(0,0)}:I/a.

(ii) Jos c,n< oo, on olemassa R+ x R +:lla jatkuva funktio v(t, x) siten, että

u(t,x) = v(t,x) + H(ct - х)е~кх/с3, t,x> 0. (4.46)

(iii) u(t,x) on absoluuttisesti jatkuva, kun t ф x/c jokaisella kiinteällä x > 0 
ja kun x ф et jokaisella kiinteällä t > 0.
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Todistus. Todistus etenee hieman eri järjestyksessä kuin väitteet,
a) Tarkastellaan ensiksi tapausta c = oo. Yhtälön (4.9) mukaan

— ^û'(A)/û(A)3/2 = jb2(A), m>0. (4.47)

Käyttämällä tätä hyväksi saadaan derivoimalla

~~§\ho(Kx) = е~я/а(-^1Пxk2(X) = xh0(X,x)k2(X), A,x > 0, (4.48)

josta käänteismuuntamalla ja käyttämällä yhtälöä (4.37)

tdtu(t, x) = xk2{t) * dtu(t, x). (4.49)

Tästä saadaan iz:lle esitys lokaalisti integroituvien funktioiden integraalina

u(t,x) = - jx J (k2 * dtu)(s,x)ds + J u(s,x)ds , (4.50)

joten u(t,x) on lokaalisesti absoluuttisesti jatkuva, kun t > 0 kiinteällä x > 0. 
Koska u(t,x) on t:n suhteen rajoitettua variaatiota, sillä on korkeintaan hyppy 
origossa. Todistetaan, että hyppyä origossa ei ole. Oletetaan, että u(0+,æ) = a > 
0. Tällöin limx-юо ho(A, x) = a, joten x/ö(A)1/2 on rajoitettu A:n suhteen. Tämä 
on ristiriita, kun x > 0, sillä ä(A)1/2 —» 0, kun A —> oo. Täten u(t,x) on jatkuva 
myös origossa jokaisella x > 0.

b) Oletetaan, että c < oo. Yhdistämällä yhtälöistä (4.5) ja (4.9) saadaan tällä 
kertaa

~h„(X,x) = -е-/4<л>1,1ф'(А)/а(А)3/2

X î
= -h0(A,x) + xh0(A, x)WA), A,x > 0. 

c (4.51)

Käänteismuunnos tuottaa

X •

tdtu(i,x) = —dtu(t,x) + xk2(t) * dtu(i,x), 
c

(4.52)

josta
dtu(t,x) = x ie2(t) * dtu(t,x)

C
(4.53)

ja erityisesti
r x •

u(t,x) = / æ (¿2 * dtii)(s, x)ds.
Jo 8 ~ c

(4.54)
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Täten u(t,x) on lokaalisesti absoluuttisesti jatkuva t:n suhteen, kun t ф Kun 
t < f, on lauseen 1 mukaan u(t,x) = 0. Koska u(t,x) on i:n suhteen rajoitettua 
variaatiota, sillä voi olla korkeintaan hyppy kohdassa i0 = f- Oletetaan, että 
it(io+, = cc > 0. Kun h0:sta vähennetään hyppäyksen Laplace-muunnos, niin 
Riemann-Lebesgue lemman [Rudin II, s.103] mukaan

lim [/t0(A,x) - ae Xt°] = lim dtu(X,x) - aSto(X,x)] = 0, (4.55)
U—юо IЛI —»oo J|A|—oo L J ¡Äi­

missä 9?A > 0. Käyttämällä relaatiota (4.8) voidaan kirjoittaa

h0(A, x) = e-^o-xXkrM'

Valitaan A = u> -f г<т, \a\ —» oo, jolloin (4.55) antaa

(4.56)

е-шАМ<) _> a. (4.57)

Toisin sanoen A¿j(A) —> £, kun |<r| —> oo, jollakin £ 6 C siten, että exp(—x£) = 

oí. Erityisesti \ki(\) on rajoitettu pystysuoralla suoralla 5RA = vakio, joten 
Phrägmen-Lindelöf periaatteen [Bak ja Newman, s.178] mukaan se on rajoitettu 
koko oikeanpuoleisessa puolitasossa $?A > 0. Jos å?i(0) = oo, niin on olemassa Kn, 
Tn> 0 siten, että k\{t) > Kn, kun 0 < t < Tn. Olkoon A = w reaalinen, jolloin

шf fk\{t)e~wtdt > u,Kn / e-^dt = Kn[ 1 - е-шТп] -> Kv (4.58)

kun ш —» oo. Koska Kn saadaan mielivaltaisen suureksi, kaava (4.58) on risti­
riita A¿i(A):n rajoittuneisuuden kanssa. Täten ¿i(0) on rajoitettu. Korottamalla 
yhtälö (4.8) puolittain neliöön saadaan

l/A2a(A) = l + -^(A) + jbi(A). (4.59)

Sijoitetaan ö:n lauseke (4.3) [rj = 0, koska c < oo), jolloin saadaan

i = te2 - m(A» (±+-km+klmy

Kertomalla sulut auki saadaan

0 =
m(A) +

(4.60)

2ci1(X) + A\{X) - 0fci(A) + kl(A)^ rh(A), (4.61)
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josta käänteismuuntamalla

~¿T' = 2cÁi(<) + c2ki * ki(t) — + ki * ki^j * m{t). (4.62)

Pisteessä t — 0 konvoluutiotermit häviävät ja jäljelle jää

^ = 2с*,(0). (4.63)

Siten к = m(0)/2c = с2ki(0) < oo. Siis jos u(i, x):llä on kohdassa t — t0 = ^ 
hyppy, joka on suuruudeltaan a > 0, niin к < оо ja

a = e-x*i(o) = e-z«/c3i (4.64)

Toisin sanoen, jos к = oo, niin hyppyä ei ole ja и on jatkuva.
Kääntäen, jos к < oo, niin yhtälöstä (4.8) ja «:n määritelmästä saadaan 

osittaisintegroimalla

Vä(A)1/2 = ^ + Xki(X) = £ + + rki(A), KA > 0. (4.65)

Tätä käyttäen
Ло(А, x) = e-»Vc-XK/ca-xfc1(X)> (4.66)

Määritellään
v{t,x) = u(t,x) - H(ct - x)e~XKlc\ (4.67)

Aalto etenee äärellisellä nopeudella c, joten v(t, x) — 0, kun t < Koska û = A“-, 
saadaan kompleksista käänteiskaavaa käyttäen

v(t,x) e xk/c2
1 #7+100 1 „/ leMt-»)-x^(x)dA

2тгг y7_ioo A (4.68)

kun t > Osoitetaan, että v(i, x) on jatkuva koko R+ x R+ :11a. Merkitään 
e = t — f > 0, ja tarkastellaan v:n lausekkeessa olevaa integraalia. Kehitetään 

exp(—xfci(A)) sarjaksi, jolloin integraalista tulee

1 fj+too й
f eA-zfci(A)^A

2ттг Jy-ioo X
1 1 / f. 3,2 . й \= Ы Г' (l-*MA) + ä*i-i.(A) — .)<tt

1 #7+i°o 2 1 /7+ioo 1 / - æ2 , .= 2st. Г,л" + 2SJU Г‘Ч-^(л)+2Г^-^(л) ,jdA.

(4.69)

35



Ensimmäinen termi on yksi kaikilla e > 0 (Heavyside’n funktio). Merkitään 
jälkimmäisen termin sarjakehitelmää F(A):lla. Olkoon ф(г) = e~xz — 1, jolloin 
F(A) = <£(&i(A)). Koska ф on z:n kokonainen funktio ja <£(0) = 0, on [Goldberg, 
s.27] olemassa F{t) E ¿1(R) siten, että sarjakehitelmän käänteismuunnos

.. 2*2 м и

-xki(t) + —кг * ki(t) F(t) (4.70)

If1(R)-normin mielessä. Koska ki(t) = 0, kun t < 0, niin myös F{t) = 0, kun
t < 0. Kaavassa (4.70) täytyy vaatia, että ki E Z1(R+) (sarjakehitelmän L1-
normi < ll^iII? < °°) jos ællfciU! < 1). Kaavan (4.69) integraali on täten

1 + J -хе’Щт = 1 +1 F(‘)ds, (4.71)

missä viimeisessä yhtäsuuruudessa käytettiin tietoa, että F:n integraalin Laplace- 
muunnos on .F(A)/A. Sievennyksen viimeisestä muodosta nähdään, että sieven­
netty integraali on jatkuva kaikilla e > 0. Erityisesti integraali—» 1, kun e —> 0 
eli v(t, x) —► 0, kun t —> ^+. Näin lähestyttäessä aaltorintamaa sen takaa v 
lähestyy kohti arvoa, joka sillä on rintaman edessä, joten v(t, x) on jatkuva koko 
R+ x R+ :11a.

c) Todistetaan u(t, z):n jatkuvuus z:n suhteen käyttäen Hellyn valintateo- 
reemaa [Widder, teoreema 16.2, s.27 tai Torchinsky, lemma 3.4, s.39]. Tämä 
argumentti on sama kaikille kolmelle tapaukselle; tarkastellaan tapausta c = oo. 
Olkoon x > 0 ja (zn) jono siten, että xn —> x. Koska funktiot u(-, xn) ovat jatku­
via ja ei-väheneviä (lemma 2 (ii)) on Hellyn teoreeman mukaan olemassa osajono 
(xnh) S.e. u(-,xnh) —► /(<) pisteittään, /(<) ei-vähenevä. Koska и on ei-vähenevä 
t:n funktiona ja u(oo,x) = 1 kaikilla x > 0 (lemma 2(iv)), niin |u(i, xnh)e~Xt\ < 
\e~Xt\ kaikilla t > 0. Lisäksi J0°° \e~Xt\dt < oo, joten Lebesguen dominoidun 
suppenemislauseen [Hudin II, s.26] mukaan h0(A,xnJ/A = û(A,znJ —> /(A), 
kun 9?A > 0. Toisaalta Lebesguen dominoidun suppenemislauseen mukaan myös 
Ä(A,znjk) —> û(A, z), joten koska Laplace-muunnos on yksikäsitteinen, on oltava 
f(t) = u(t,x). Näin siis u(t, xn) —> u(t,x) jopa lokaalisesti tasaisesti t:ssä, sillä 
rajafunktio on jatkuva. Tämä osoittaa, että u(i, z) on jatkuva z:n suhteen, kun 
z > 0.

d) Todistetaan u(t,x) lokaalisesti absoluuttisesti jatkuvaksi z:n suhteen, kun 
z ф et. Merkitään

h(A,z) = /t0(A,z)/Aâ(A)1/2, A, z > 0. (4.72)

Lemman l(i) ja lemman 2(i) mukaan h(A, z) on kahden täysin monotoonisen funk­
tion tulo, joten se on myös itse täysin monotooninen. Bernsteinin teoreeman
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mukaan jokaisella kiinteällä x > 0 on olemassa ei-vähenevä, vasemmalta jatkuva 
funktio w(t,x), iy(0, æ) = 0, siten, että dtw(X1x) = /t(A,x) kaikilla Л > 0. Nyt 
pätee relaatio

[/i0(A,æ)/A]g. = -h(X,x), A,x > 0, (4.73)

josta käänteismuuntamalla

Ug. (t, «c ) — ^t(^) ®)> t, x ^ 0, x ^ et. (4.74)

Integroimalla kaavasta (4.74) saadaan u:lle esitys lokaalisti integroituvien funk­
tioiden integraalina, joten u(t,x) on lokaalisesti absoluuttisesti jatkuva x:n suh­
teen, kun x ф et. A

Lause 4. Oletetaan, että oletukset 1 ja (4-1) ovat voimassa, ja tapauksessa 
•q = 0 ja Af(0) < oo, eli c < oo, oletetaan lisäksi, että m(t) on absoluuttisesti 
jatkuva (0,oo):llä. Tällöin Rayleigh’n ongelman (1.6) ratkaisu u(t,x) on jatkuva 
alueessa t > 0, x > 0, jos ja vain jos m(0) = +oo. Erityisesti и on jatkuva yli 
suoran x = et.

Todistus. Jos m(0) = oo, niin c = oo, tai c < oo ja к = m(0)/2c = oo. 
Tällöin lemman 3 kohdan (i) mukaan u(t, x) on jatkuva alueessa t > 0, x > 0. 
Lemman 3 kohdan (iii) perusteella u{t, x) on jatkuva myös pisteessä t > 0, x = 0, 
joten u(t, x) on jatkuva alueessa t > 0, x > 0.

Jos m(0) < oo, niin e < oo ja к < oo. Tällöin lemman 3 kohdan (ii) mukaan 
u(t, x):llä on hyppäysepäjatkuvuus kohdassa x = et ja siten u(t,x) on epäjatkuva 
alueessa t > 0, x > 0. Täten, jos u(t,x) on jatkuva alueessa t > 0, x > 0, niin 
c = oo tai к = oo. Tällöin m(0) = 2ск = oo. Д

Lemman 3 kohdan (ii) mukaan, jos ydin m ei ole singulaarinen origossa, niin 
u(t,x) on epäjatkuva kohdassa x = ci ja epäjatkuvuuden amplitudilla on sama 
lauseke (3.6) kuin luvussa 3 osoitettiin säännöllisille ytimille. Tässä oletukset,
(4.1) ja m absoluuttisesti jatkuva, ovat paljon vähäisemmät kuin luvussa 3 oletus
(3.1) , jota tarvittiin osoittamaan lemman 3 funktio v(t, x) G°°-funktioksi.

4.2 Ei-integroituvat ytimet

Tarkastellaan Rayleigh’n ongelmaa (1.6), kun 77 = 0 ja ytimellä m on ei- 
integroituva singulaarisuus origossa. Aallon etenemisnopeus on ääretön ja aalto 
silenee välittömästi. Käyttäytyminen on parabolista. Lauseen 5 kohta (i) on uusi 
tulos. Kohdan (ii) todistus perustuu viitteeseen [RHN].
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Lause 5. Oletetaan, että oletus 1 on voimassa, r/ = O ja ytimellä m on 
ei-integroituu a singulaarisuus origossa, sekä olkoon M(t) = Jf° m(s)ds. Tällöin 
Rayleigh’n ongelman (1.6) ratkaisulle u(t,x) pätee:

(i) Jos kiinteällä 7 > O on olemassa vakio a > O siten, että |3?M(7 + гсг)| > 
a|SM(7 + гсг)| kaikilla a G R, niin и G C°° alueessa t > O, x > 0.

(ii) Jos m on täysin monotooninen (O, oo):llä, niin и on analyyttinen alueessa 
t > O, x > 0.

Todistus.
(i) Oletuksen 1 perusteella M G L1(0,1) (vrt. kaava (2.35)). Olkoon V(t) = 

e ftM(t), jolloin

M(7 + ia) = f e~i<T\e-^M{t))dt = (°° e~icrtV(t)dt = V(ia). (4.75)
Jo Jo

M on ei-negatiivinen (m > 0), ei-kasvava (M'(t) = —m(t) < 0) ja konveksi 
(M"(t) = —m'(t) > 0 niissä pisteissä, joissa m on derivoituva), joten V on ei- 
negatii vinen, ei-kasvava ja konveksi, koska se on kahden konveksin funktion tulo. 
Lisäksi V G L*oc(R+), joten [Gripenberg, Londen ja Staffans, lemma 6.2.2, s.170]

josta

1 r1/M
Vi Jo V(t)dt < IV(ia)

/■i/k I
<2

Jo
V(t)dt, (4.76)

1 r1/kl A /•i/i°ri-д J e fiM(t)dt < IAf(7 + го-)| < 2 J e~^M(t)dt.

Kaavan (4.77) alarajasta saadaan

k 4- г>| 71/kl
¡7 + ¿<r||M(7 + ¿<r)| > ----- / e TtM(t)d<

v2 Уо
> Jl+^ie-7/klM(±). J_ 

V2 vkl' kl
->-^M(0+) = 00,

kun |<t| —> 00. Kun |cr| > 1, kaavan (4.77) ylärajan mukaan

-i/kl

-i/kl

|M(7 + ¿<7)| < 2 f e fiM(t)dt
Jo

<2 f e~ytM(t)di 
Jo

< N < 00,

(4.77)

(4.78)

(4.79)
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missä N on positiivinen luku (itseasiassa Riemann-Lebesgue lemman mukaan 
7 + ia) —► 0, kun |cr| —> oo). Merkitään C = ß + (7 -f ia)M(7 + гст). Kaavan 

(4.78) mukaan |C| —» 00, kun |<r| —> oo. Kaavan (4.79) perusteella jokaisella 7 > 0 
on olemassa vakio a > 0 siten, että |C| < ß+\y + ia\N < a\a\, kun |<r| > 1. Koska 
ICI —► 00, saadaan oletuksen |9?M(7 + г<т)| > a|SM(7 + г<т)| avulla

k||KM(7 + га)I = M f(tó(7 + ia))2 + (»M(7 + ¿<r))2]1/2

> |(3?M(7 + ia))2 + a2(5M(7 + icr))2j

—+ 00, (4.80)

kun |oj —> 00. Ominaisuuden (2.15) perusteella 9?C > 0. Kaavan (4.80) avulla

se 7SM(7 + ia) + аШМ( 7 + icr)
ß + 73?M(7 + ia) — crSM( 7 + ia)

I7SM (7 + г<т) + cr3?M(7 + ia) \ 
ß + 7|3?M(7 + ia) I + \a\\$$M(-y + ia)\

|7ÍrM(7 + ia) + <r3ÎM(7 + icr)\ 
ß + 7|3tM(7 + icr) I + o-1|cr||9iM(7 + ia)\

-> a > 0, (4.81)

kun |cr| —> 00. Käyttämällä kaavaa (2.36) Rayleigh’n ongelman ratkaisun lauseke 
(2.19) voidaan lausua C:n avulla

u(t,x) = — [ -1- e^i<j)te-^+ia)x^i~4a.
2tt J_00 7 + ia (4.82)

Lausekkeen (4.82) integrandin itseisarvo on

7------ — e7te*(-(7+icr)a!V^7c)< (4.83)
I7 + ia\

Merkitään C = ICI6^) missä ip G (9?C > 0). Kaavan (2.18) yhteydessä
todettiin, että integrandissa (4.83) olevan neliöjuuren haaroista pitää valita kul­
loinkin se, joka säilyttää neliöjuuren arvon samassa Л-tason neljänneksessä, jossa 
juurrettavakin on (Л = 7 + icr). Tällöin

*(rI/2) = l<r1/2cos|>0,

SK~,/2) = -|Cr,/2sinf. (4.84)
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Ominaisuuden (2.16) perusteella cr$s( > 0, joten fr$f(£-1/2) < 0. Kun |<r| on 
riittävän suuri, kaavan (4.81) perusteella on olemassa vakio к > 0 siten, että 
|sin f I > к, jolloin |Ss(£-1/2)| > k|^|-1/2. Kun |<r| on riittävän suuri, voidaan 
kaavan (4.83) jälkimmäistä eksponenttia arvioida ylöspäin

ft(-(7 + i<r)*Vp/C) = ~ХР1/2ЬЩС1/2) - <r3(<-1/2)]

< -хр'^кМСГ1'2

<-V/2««"1/2kl1/2

—у —oo, (4.85)

kun |<т| —у оо. Ratkaisun lausekkeen (4.82) integrandi vähenee pitkin integroimis- 
reittiä nollaan nopeammin kuin mikä tahansa |A|:n negatiivinen potenssi, jolloin 
ratkaisun lausekkeessa voidaan derivoida mielivaltaisen monta kertaa t:n tai z:n 
suhteen integraalimerkin alla ja integraali säilyy itseisesti suppenevana. Suppe­
neminen on lisäksi tasaista kompakteissa osajoukoissa alueessa t > 0, x > 0, joten 
ratkaisun derivaatat ovat jatkuvia (vrt. lauseen 2(i) todistus). Ratkaisu on C°°- 
funktio t:n ja z:n suhteen alueessa t > 0, x > 0.

(ii) Muutetaan integroimisreitti ratkaisun lausekkeessa (2.19) kuvan 1 mukai­
seksi. Ratkaisun lausekkeen integran di on tässä tapauksessa

!. gAt g —Лг-у/р/(^+т(0)-т(Л))

Koska m on täysin monotooninen eikä ole integroituva origossa, kaavan (2.33) 
mukaan m(0) — m(A) —y oo, kun A —у oo pitkin muutettua integroimisreittiä. 
Tällöin IА/y/rh{0) — m(A)| kasvaa hitaammin äärettömyyteen kuin |A|, joten in­
tegrand! (4.86) on oleellisesti sama kuin lauseen 2(ii) todistuksessa kaavan (2.41) 
integran di ja tämän kohdan todistus onkin oleellisesti sama kuin lauseen 2(ii) 
todistus. Ratkaisun lausekkeessa oleva integraali pitkin kuvan 1 mukaista kaarta 
BC menee nollaan, koska integrandissa SiAt —> —oo ja tämä termi on eksponen­
tissa itseisarvoltaan suurin. Samasta syystä ratkaisu saadaan analyyttiseksi, sillä 
muutettu integroimisreitti (A = Aq + г Ai) on mahdollista valita siten, että sitä 
pitkin

|A0|t0 » |Ai<i| + \Xxy/p/(ß + m(0) - m(A))|, (4.87)

missä t = t0 + iti, io > 0 ja x = x0 -f ixi, x0 > 0. Integraali tätä reittiä pitkin 
suppenee, joten u(t, x) on analyyttinen alueessa i > 0, x > 0. A

Lauseen 5(i) ehto |3RM(7 +гсг)| > а|£гМ(7 + г<7)| on voimassa уtimille m, joille 
M{t) = t~k, missä 0 < k < 1. Tämä nähdään seuraavasti. M:n Laplace-muunnos
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on

M(7 + iar) = = Г(1 - k)rk 1 (cos<p(k - 1) + isin<p(k — 1)), (4.88)

missä merkittiin 7 + icr = reiv. Koska 7 > 0, niin <p(k - 1) G [—y?i, <¿>1], missä 
0 < (pi < y. Tällöin on olemassa vakio oi > 0 siten, että

cosip(k — 1) > ai > ai|siny?(Ä; — 1)|,

joten lauseen 5(i) ehto on voimassa.
Allaolevassa esimerkissä 1 käytetään hyväksi epäyhtälöä

I/ f(s)ds~^2f(n)\< f i/'(s)Ns-

\Jo n=1 I Jo

Tämä nähdään todeksi muokkaamalla integraalia

J f(s)ds = J |/(1) - J f'(u)du ds

= /(1)-<^ f{u)du

(4.89)

(4.90)

= /(l)
-Ш

ds f{u)dи

= Л1) - / uf'(u)du, 
Jo

(4.91)

joten
I f f(s)ds - f(l) = I Í uf'(u)du\< f \f'(u)\du, (4.92)

I «/ o \Jo I Jo
koska integroimisvälillä |u| < 1. Vastaavat arviot saadaan, kun integroimisväli 
muutetaan väliksi [1,2], [2,3], jne. Kun nämä arviot summataan yhteen ja käyte­
tään kolmioepäyhtälöä, saadaan kaava (4.90) eli

I f /w*- E/н| < I Г /(*)<*• -/(i)l +1 f1 мл<-/(2) +...

\Jo I I Jo II Ji
< [\f'(s)\is+ [\f(s)\d, + ...

= f \f'(s)\ds. (4.93)
Jo
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Esimerkki 1. ([RHN] ja [Renardy] ) Tarkastellaan Rayleigh’n ongelmaa (1.6), 
kun 77 = 0 ja ydin

OO

m(i) = 53 е~пк*> (4.94)

n=l

missä I < k < 1. Koska <e-n < > 0, n = 1,2,..niin Lebesguen monotoonisen 
suppenemislauseen [Rudin II, s.21] mukaan sarjaa tm(t) voidaan integroida ter- 
meittäin, jolloin

[1 00 .1
/ tm(t)dt = 53 / ie~nhi,dt

Jo n=i ^0

-E
n=l

OO
= E

n=l 

< OO,

*6 n2fcn"
(e-n -1)

(-A-4i)e"nk+ 1
n” n2* n2fc

(4.95)

koska A; > Lisäksi m on positiivinen, ei-kasvava ja integroituva äärettömyydessä, 
joten ydin (4.94) toteuttaa oletuksen 1. Ydin (4.94) on singulaarinen origossa. 
Määrätään yhtälön (4.90) avulla m(f):n asymptoottinen käyttäytyminen, kun t —* 
0+. Olkoon f (s) = е~а**, jolloin

Kaava (4.90) antaa

josta

f'(s) = -е-3"гкзк-Ч,

f l/'(s)Ms = 1,
Jo
П |/'(s)|d> = e"*.

f e“4 lds — m(t) < 1,
I Jo

r°° h yoc
—1+1 e 3 lds < m(t) <1+1 

Jo Jo

(4.96)

e 3 tds. (4.97)

Kun kaavassa (4.90) kummankin integraalin alaraja muutetaan ykköseksi ja m:n 
summalausekkeesta vähennetään ensimmäinen termi /(1) = e-t, saadaan

f e 3 *ds — (m(t) — e *)
I-/1

<e-f,
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josta Je8 tds < m(t) < 2e * -f- J e 8 tds.

Kaksoisepäyhtälön (4.97) ylärajasta ja (4.98) alarajasta saadaan

/°° fc rc
e 5 tds < m(t) < 1 + J -a"t

(4.98)

(4.99)

Kaavan (4.99) ylä- ja alarajojen ero on 1 + e sktds —> 2 (=vakio), kun t —> 0+. 
Sijoitus ф = tl/ks tuottaa

f00 L /•«
/

Jo Jo
dj>, (4.100)

joten m(t) käyttäytyy kuten t 1/fc, kun t -»• 0+. Koska ¿ < 1 , m ei ole integ­
roituva origossa.

m(0) ja m(A) eivät ole hyvinmääriteltyjä yksistään, mutta yhdessä saadaan 
lauseke

m(0) — m(A) = f (1 — e~Xt)m(t)dt 
Jo
°° -OO

= f (e-nht - е-(л‘+л)*)Л
n=l

' nk(nk + A) "
n=l 4 '

Tarkastellaan ensiksi tapausta k = 1. Tällöin

(4.101)

= V 1
1 Vnn=l x

1
n + A

Г ^
= lim

N—*00
E

.71=1

H

n

N

n + A
(4.102)

Kun N on suuri, J2n=i n käyttäytyy kuten In N + (7, missä Eulerin vakio C on 
määritelty raja-arvona G = 1йплг-*оо(Х)п=1 ^ -lniV) « 0,57722 [Abramowitz ja 
Stegun, s.255]. Arvioidaan kaavan (4.102) jälkimmäistä summaa kaavan (4.90) 
avulla. Olkoon f (s) = (s + A)-1, jolloin (A = 7 + icr)

/'(-) = -(* + A)"2,
rN
/ f(s)ds =ln(lV + A)-lnA, 

Jo
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1\f'(s)\ds= Г 

Jo
-L

(s + 7)2 + a2 
N 1

o ^2[l + (^)2]

ds

ds

1
CT

.N + 74 7\
arctan (---------) — arctan — I .

er er)
(4.103)

Kun kaavan (4.92) mukaisia arvioita summataan yhteen N kappaletta, saadaan 
kaava (4.90), jossa integraalien ylärajat ja summausindeksin suurin arvo on muu­
tettu JV:ksi. Täten

ln(iV + Л) — In Л — ------— < — faret an (—— arctan — ^ , (4.104)

n=l ' ^'

josta suurelle N

71=1 |A|-
(4.105)

kun A —> oo pitkin imaginaariakselin suuntaista suoraa. Tämän avulla kaavasta 
(4.102) tulee

m( 0) — m(A) = lim
N—»oo

\nN + C- In (N + A) -f InA + O(-jYj)
1^1 .

= 1пА + С + 0(щ).

Sijoitus Rayleigh’n ongelman ratkaisun lausekkeeseen (2.19) antaa

(«7-t-too

(4.106)

u(t,x) = ~ f °° \e*e-xWp№+blX+c+°(w))d\. (4.107)
¿Kl J*y— XOO ^

Olkoon nyt - < k < 1. Käytetään epäyhtälöä (4.90), kun

A
/(*, A) =

sk(sk + A)’
fcA(,*-*A + 2«“-*)

s2k(sk + \)2
(4.108)

missä pilkku tarkoittaa derivointia s:n suhteen. Punktiolle f pätee f* f (s,\)ds — 
0(1), kun |A| —> oo, sillä

f f(s,X)ds — f —---------- t ds ► f — ds < oo.
Jo Jo sk(l + $) Jo *k (4.109)
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Samoin

Г°° ícI \f(stX)\ds = J k 1 + Ÿ
s1+fc (1 + ^)2

ds i; ji+fc ds < oo, (4.110)

joten /” |/'(s, A)|ds = 0(1), kun |A| —»■ oo. Kaavat (4.90) ja (4.101) antavat 
(integraalien alarajat ykkösiä)

f(s,X)ds — (m(0) - m(A) - /(1))| < Г If'(s, A)|ds = 0(1),
J i

(4.111)

joten, kun |A| —> oo,

A Am(0) - m(A) = ^ + — + 0(1)

= L 7HT^)is + 0il)

= Л1^-11 esc + 0(1), (4.112)

missä viimeinen yhtäsuuruus löytyy viitteestä [Gradshteyn ja Ryzhik, s.295]. Si­
joitus Rayleigh’n ongelman ratkaisun lausekkeeseen (2.19) antaa

u(t, x) = — f+‘°° ~ “^iI+o(»)dA. (4.113)
27Г2 J y—¿oo ^

Kun A —> oo pitkin integroimisreittiä, integran di lausekkeessa (4.107) vähenee 
nollaan kuten

щехр (-/ciaj|öA • S((lnA)“"1/2)|) (4.114)

ja lausekkeessa (4.113) kuten

щехр (-k2z|SA • S(A1/2-1/2fc)|) , (4.115)

missä «i ja k2 ovat positiivisia vakioita. Kumpikin integrandi vähenee nopeammin 
kuin mikä tahansa |A|:n negatiivinen potenssi (vrt. lauseen 5(i) todistus). Täten 
lausekkeissa (4.107) ja (4.113) voidaan derivoida mielivaltaisen monta kertaa Un 
tai z:n suhteen integraalimerkin alla ja integraali säilyy itseisesti suppenevana. 
Suppeneminen on lisäksi tasaista kompakteissa osajoukoissa alueessa t > 0, x > 0, 
joten ratkaisujen derivaatat ovat jatkuvia. Siten ratkaisut ovat C^-funktioita 
t:n ja x:n suhteen, kun t > 0, x > 0. Derivoimalla todetaan m täysin mono- 
tooniseksi. Ratkaisujen lausekkeista (4.107) ja (4.113) nähdään, että lausekkei­
den integran dien eksponenttitekijöissä x:n kertoimena oleva A:n funktio menee
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hitaammin äärettömyyteen kuin t:n kertoimena oleva Л, kun A —* oo pitkin ku­
van 1 mukaista muutettua integroimisreittiä. Täten (vrt. lauseen 5(ii) todistus) 
ratkaisut ovat analyyttisiä alueessa t > 0, x > 0.

4.3 Integroituvat ytimet

Tarkastellaan Rayleigh’n ongelmaa (1.6), kun 77 = 0 ja ytimellä m on origossa 
integroituva singulaarisuus eli m e T1(0,oo) ja m(0) = 00. Ytimen integroitu- 
vuus takaa aallolle äärellisen etenemisnopeuden ja singulaarisuus origossa antaa 
mahdollisuuden aallon silenemiseen samanaikaisesti. Tapaus on siis hyperbolisen 
ja parabolisen välimuoto. Aikaisemmin todistetut integroituvia ytimiä koskevat 
tulokset on koottu lauseeseen 6.

Lause 6. Oletetaan, että oletus 1 on voimassa, 77 = 0 ja ydin m täysin 
monotooninen (0,oo):llä sekä integroituva origossa. Tällöin Rayleigh’n ongelman 
(1.6) ratkaisu u{t,x) on analyyttinen alueessa 0 < x < et ja и = 0, kun x > et, 
missä c = y/(ß + T7i(0))/p.

Todistus. Lauseen 1 mukaan aalto etenee äärellisellä nopeudella c. Lauseessa 
3(iii) todistettiin analyyttisyys säännöllisille ytimille. Lauseen 3(iii) todistus voi­
daan viedä läpi sellaisenaan myös ytimille, joilla on origossa integroituva singu­
laarisuus. A

Esimerkki 2. ([RHN] ja [Renardy]) Tarkastellaan esimerkkiä 1 tapauksessa 
k > 1. Ydin m(t) käyttäytyy kuten t~l/k, kun t -* 0+ (vrt. esimerkki 1), joten 
tapauksessa k > 1 ydin m on integroituva origossa. Laplace-muunnokset voidaan 
lausua erikseen

= Ê *(o ) = ££=«*).

71=1 71=1
(4.116)

missä £ on Riemannin zeta-funktio. Käytetään kaavaa (4.90) ттг(А):п arvioimiseksi, 
jolloin f (s) = ja f (s) = — • Merkitään A = 7 + ia, jolloin

Г\f'(s)\ds = Г 
Jo Jo

-L

ksk 1
(sk + 7)2 + (72 

ks1*-1
0 ^[1 + (^)21

1 . 7Г 7
= —( — — arctan — )

er 2 <j
= 0(1),

ds

ds

(4.117)
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kun tr —► oo. Taulukkokirjasta [Gradshteyn ja Ryzhik, s.295] saadaan

(4.118)

Kaava (4.90) antaa
m(A) = esc ^ + О(щ), (4.119)

kun a —► oo kiinteällä 7 > 0 (Л = 7 + ia). Merkitään ¿ = f esc Binomikaavalla 
saadaan

— A xy/p/(ß + m(0) — m(A))
= -Xx^/iß + №) - «>A-1 + 0(|Л|->))

= -A* \p/ifi + «t))],/2 

= -Az \fKß + ф))]1/2

- _i a
1 - 

1 +
ß + «k)

8
2(ß+cm

+0(|A|-i)

Ai/*-i + 0(|A|-i) , (4.120)

missä binomikaavan käyttö on sallittua, kun |A| on riittävän suuri siten, että 
I ffijifø)) А1/*1-11 < 1. Rayleigh’n ongelman ratkaisu (2.19) on

u(t,x) = ~ Г+ IeAte_As[i,/(/3+<:(fc))]l/a[1+^K(M)Al/',~1+0(lxrl)]dA. (4.121)
27Г2 J y—too ^' 7—too

Merkitään к = &))»/» > 0. Kun A —► 00 pitkin integroimisreittiä, integran di
(4.121):ssa vähenee nollaan kuten

|A|
(4.122)

eli nopeammin kuin mikä tahansa |A|:n negatiivinen potenssi. Täten lausekkeessa 
(4.121) voidaan derivoida mielivaltaisen monta kertaa t:n tai x:n suhteen integ- 
raalimerkin alla ja integraali säilyy itseisesti suppenevana. Suppeneminen on 
lisäksi tasaista kompakteissa osajoukoissa alueessa t > 0, x > 0, joten ratkaisun 
derivaatat ovat jatkuvia. Siten Rayleigh’n ongelman ratkaisu on (700-funktio t: n 
ja æ:n suhteen, kun t > 0, x > 0. Pisteessä x = 0 ei saada suppenemista, 
koska tällöin lausekkeessa (4.122) eksponentti on nolla. Koska ydin m on integ­
roituva origossa, etenee ratkaisu äärellisellä nopeudella c. Piste x = et ei ole 
suppenemisen kannalta poikkeuksellinen, vaan ratkaisu on C^-funktio yli aal- 
torintaman. Derivoimalla todetaan, että ydin m on täysin monotooninen, joten
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lauseen 3 mukaisella todistuksella ratkaisu voidaan näyttää analyyttiseksi aalto- 
rintaman takana eli kun x < et. Tässä voidaan havaita, että lauseen 3 todistuk­
sen kaavan (3.12) termi ЩХхт(Х)) kasvaa pitkin kuvan 1 mukaista muutettua 
integroimisreittiä kuten lAj1/* eli hitaammin kuin |A|, koska k > 1. Ratkaisu 
yhtyy identtiseen nollafunktioon (joka on analyyttinen kaikkialla), kun x > et. 
Jos ratkaisu olisi analyyttinen yli aaltorintaman, yhtyisi se identtiseen nollafunk­
tioon kaikkialla, missä kumpikin ovat analyyttisiä, siis myös kun x < et. Tämä 
on ristiriita, koska ratkaisu poikkeaa nollasta aallon takana, joten ratkaisu ei 
ole analyyttinen yli aaltorintaman. Tässä esimerkissä ytimen m singulaarisuus 
origossa on voimakkaampi kuin logaritminen. Seuraavassa kappaleessa osoitetaan, 
että ratkaisun säännöllisyysominaisuudet muuttuvat oleellisesti, jos ytimen singu­
laarisuus origossa on logaritminen tai heikompi.

4.4 Logaritminen singulaarisuus

Tässä kappaleessa osoitetaan, että Rayleigh’n ongelman (1.6) ratkaisun u(t, x) 
säännöllisyys riippuu oleellisesti raja-arvosta limt-»o+ Jos ytimellä m on
origossa logaritmista voimakkaampi singulaarisuus, niin ratkaisu и G C°°. Jos 
singulaarisuus on logaritmista heikompi, niin и $ C1 yli aaltorintaman. Rajata­
pauksessa ratkaisun säännöllisyys yli aaltorintaman kasvaa ajan kasvaessa. Tämän 
kappaleen todistukset perustuvat viitteeseen [Desch ja Grimmer].

Olkoon p = 1 ja oletetaan, että oletus 1 on voimassa ja 77 = 0. Koska logarit­
minen singulaarisuus on integroituva origossa, oletetaan lisäksi, että m G L1(0,1). 
Tällöin yhtälöstä (1.6) saadaan

Uu{t,x) = ßuxx(t,x) + / m(t - s)[uxx(t,x) - uxx(s,x)]ds
J —OO

= ß + J m(s)dsj uxx(t, x) - J rn(i - s)uxx(s,x)ds, (4.123)

missä jälkimmäisen integraalin alaraja voitiin vaihtaa, koska и — 0, kun t < 0. Kun 
merkitään v = щ ja w = ux, yhtälö (4.123) voidaan kirjoittaa yhtälöryhmänä

Щ = V,

vt = ß -f / m(s)ds wx — I m(t — s)wx(s, x)ds, (4.124)
Jo Jo

wt = V,
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Merkitään щ = (и w)T (pystyvektori), jolloin edellisen yhtälöryhmän kaksi jälkim­
mäistä yhtälöä ovat matriisimuodossa

uot
Z 0 c2 \ Z 0 m\= V oj“ta"(o oj * Щ IS) (4.125)

missä aallon etenemisnopeus c on lauseen 1 mukaisesti c = yj ß + /0°° m(s)ds. 
Tarkastellaan tämäntyyppisiä yhtälöitä yleisemmin ja sovelletaan sen jälkeen tu­
loksia Rayleigh’n ongelmaan. Matriisiesityksessä (4.125) jätettiin yhtälöryhmän 
(4.124) ensimmäinen yhtälö pois, jotta seuraavan oletuksen 2(a) vaatimus, että 
uqx:ví kerroinmatriisin ominaisarvot poikkeavat nollasta, olisi voimassa.

Olkoon tuntematon funktio и : [0, oo) x [zi, x2] —» Rn ja tarkastellaan yhtälö­
ryhmää

ut(t,x) = aux(t,x) + 

bju(t,Xj) = Vj(t) (j

u(0,x) = 0,

missä t > 0 ja z G [æi, x2], Kerroinmatriiseilta oletetaan seuraavaa.
Oletus 2.
(a) a on reaalinen n x n -matriisi, jolla on n erisuurta reaalista ominais­

arvoa Ti <••■< rm < 0 < rm+1 < ••• < тп. Ominaisarvoja vastaa omi- 
naisvektorit e¿ siten, että ae{ = Tje¿, i = l,...,n. Merkitään fi'.llä, i = 1,..., n, 
niitä transponoidun matriisin aT ominaisvektoreita, jotka toteuttavat ej = 6{j.
Olkoon r n X n -matriisi (/i • • • fn)T, jolloin r_1 = (ei • • • en) ja rar-1 = diag 
(ri • ' ■ тп). Merkitään = т^1 sekä Si = sgnTi = —1, kun i = 1,... ,m, ja Si — 1, 
kun i = m 4-1,... ,n.

(b) Merkitään mi = m ja m2 = n — m. Matriisit bj, j = 1,2, ovat reaalisia 
mj X n -matriiseja, sekä matriisit (biei • • • Z>iem) ;'a (b2em+1 • • • Z>2e„) kääntyviä. 
(Yleisyyttä rajoittamatta ne voidaan olettaa m, x m, yksikkömatriiseiksi.)

(d) Jollakin 7 > 0 funktio t —> e~'ytd(t) on reaalinen n X n -matriisiarvöinen 
integroituva funktio [0,oo):llä ja íe-7tcí(í) G W1,:1(0,oo) = {f \ f, f E X1(0,oo)}.

(v) Funktiot t —► e~^vj(t) G T2([0,oo),Rm>), j = 1,2.
Oletukset 2(a), (b) ja (v) tekevät (4.126):stä ilman konvoluutiotermiä hy­

perbolisen ensimmäisen kertaluvun alku- ja reuna-arvo ongelman, joka on hyvin 
asetettu T2([0, oo), Rn):ssä.

Riemann-Lebesgue lemma takaa, että lim|x|->oo d(A) —» 0, kun 5RA > 7 (ole­
tuksen 2(d) mukaan d(A) on määritelty vasta 7:aa suuremmilla 3f?A:n arvoilla). 
Tällöin в voidaan valita riittävän suureksi siten, että, kun 8?A > в, matriisilla

/ d(t — s)ui.(s, x)ds,

= 1,2), (4.126)
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a + d(A) on n erisuurta ominaisarvoa ti(A), ..., тп(А) (supeten kohti ri,... , rn, 
kun |A| —► oo) ja sgn3?r¿(A) = sgnr» = ÿé 0. Erityisesti (a + d(A))-1 on ole­
massa ominaisarvoin «¿(A) = тГ1(А).

Oletus 3. On olemassa vakio M siten, että 6ja$snj(g + го-) < M, kun g > 0 
(в riittävän suuri), a G R ja j = 1,... ,n.

Tämä oletus antaa oleellisesti arvion, että menee nollaan vähintäänkin 
kuten l/tr, kun tr —» oo. Myöhemmin tälle oletukselle annetaan ekvivalentteja 
muotoja, jotka on helpompi todeta voimassaoleviksi.

Laplace-muuntamalla yhtälöt (4.126) saadaan

x) = (a + d(A))üz(A,æ), 

bjû(\, Xj ) = Vj(\) (j = 1,2),

kun 9RA on riittävän suuri ja æ 6 [æi,æ2].
Seuraavassa lemmassa todistetaan ratkaisun olemassaolo. Rayleigh’n ongel­

malle olemassaolo on jo todistettu lemman 2 kohdassa (ii), mutta lemman 4 todis­
tusta tarvitaan lähinnä lemman 5 todistamiseksi.

Lemma 4. Oletetaan, että oletukset 2 ja 3 ovat voimassa. Tällöin on ole­
massa yksikäsitteinen funktio и : [0, oo) X [®i, æ2] —* Rn siten, että riittävän isolla 
9 ja jokaisella x G [®i,æ2] funktio t —► e~etu(t,x) G X2([0, oo), Rn) ;a Laplace- 
muunnos û(A, x) toteuttaa yhtälöt (f. 127).

Lemmaa 5 varten määritellään

tvi(A) = jnax (—ÖKj(A)), o>2(A) = max (ÖKj(A)), (4.128)

kun 9ÎA > 9, öA > 0, ja

af = limsup —cruj(9 + id)/ In a, aj = liminf —<TWj(9 + ia)/ In <r. (4.129)
(X —►OO J <t—kx>

Kun а ф 0, oletuksen 3 mukaan 6j$SKj(9 + icr) < M ¡a kaikilla j = 1,... ,n, joten 
u>j(A) < M/a, i = 1,2. Täten -<ro;¿(0 + г<т) > —M, i — 1,2, ja af, af G [0, oo], 
sillä nimittäjässä oleva logaritmi vie raja-arvon aina vähintään nollaan ja osoittaja 
mahdollistaa etenemisen äärettömyyteen. Kun 9 on riittävän suuri, af ja af eivät 
riipu 0:sta, kuten myöhemmin osoitetaan.

Lemma 5. Oletetaan, että oletukset 2 ja 3 ovat voimassa, ja valitaan 9 
riittävän suureksi (oletusten ja lemman f mukaisesti). Olkoon k > 0 reaaliluku ja 
määritellään Wk’2 viitteen [Adams, s.205] mukaisesti. Tällöin

(i) Jos (x — xj )aj > k ja (æ2 — x)af > k, niin kaikilla 2(v):n mukaisilla 
reunaehdoilla Vj ratkaisu t —> e~etu(t,x) G Wfc,2([0, oo),R").
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(ii) Jos (æ — Ху)а+ < k tai (х2 — æ)a^" < к, niin on olemassa reunaehdot v-y 
ja v2 siten, että t —> e~etu(t,x) # W^QO, oo), R71).

Jos aj = at = aj, niin ai(a2):ta voidaan pitää käänteislukuna etäisyydestä 
vasemmasta (oikeasta) reunasta, mikä tarvitaan yhden derivoituvuusasteen saa­
vuttamiseksi. Jos at = 0, niin lemman jälkimmäisen väitteen ehto toteutuu 
kaikilla k > 0, joten yhtään derivoituvuutta ei saavuteta, elleivät reunaehdot ole 
riittävän sileitä. Toisaalta, jos aj = oo, lemman ensimmäisessä väitteessä fc:ksi 
käy miten suuri positiivinen luku tahansa, kunhan ei olla reunalla, joten kaikki 
reunaehdot silenevät heti C°°-funktioksi.

at ja aj eivät riipu 0:sta, kun в on riittävän suuri. Tämä seuraa oletuksesta, 
että te~'ytd(t) E Иг1,1(0,оо). Itseasiassa tätä oletusta ei muualla tarvita. Todetaan 
riippumattomuus seuraavasti. Merkitään A(A) = (a + d(A))-1 ja Ai = 0y + ia, A = 
в + ia. Ilmeisestikin

MAi) - /Cj(A)| < C||A(Ai) - A(A)||, (4.130)

missä G on positiivinen vakio. Käytetään matriisirelaatiota [Fröberg, s.73]

||(B + Д)-» _ В-Ч1 < ||В~1||1[[^~1^Д|| (4.131)

asettamalla В = a + d{A) ja D — d(Ai) — d(A), jolloin saadaan

р(Л,)-А(Л)|| <||(« + ¿(A))-1 I
1 - lis-1

l-||(a + 4A))-i|||K(A1)-d(A)|| 

= 0(||d(Ai)-d(A)||),

||d(A1)-d(A)||

(4.132)

kun Ai, A —» oo pitkin imaginaariakselin suuntaista suoraa. Olkoon 0 > Oy. Tällöin

r°° /a , . . e-(e-»i)t _ id(A) - d(Ai) = / e-^+^Hd(t)-------- ---------dt = СЦа-1), (4.133)
Jo I

kun a —► oo, koska integraali lausekkeessa (4.133) esittää W1 ^-funktion Laplace- 
muunnosta (Ai on Laplace-muuttuja). Siten |/cy(Ai) — /c,(A)| = 0(<r-1) ja

^(/Cj(Ai) - Kj(A))| -> 0, (4.134)

kun a —> oo. Tämä pätee kaikilla j, siis myös maksimille yli jm eli oídle. Kaava 
(4.134) osoittaa, että at :n ja aj :n arvot eivät muutu, vaikka lausekkeissa esiin­
tyvää А-muuttujaa siirrettäisiin 3?A:n suunnassa, joten ne ovat riippumattomia 
0:sta.
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Lemmojen 4 ja 5 todistus. Oletetaan, että в on riittävän suuri ja A = 
Q + i(T, missä g > в ja a > 0. Yhtälöistä (4.127) saadaan

ûx(A, x) = A(<z + ¿(A)) 1й(А, x) = AZ(A)û(A, x), (4.135)

missä merkittiin
Z(A) = (a + diA))-1. (4.136)

Matriisi l(A) voidaan diagonalisoida matriisilla r(A), joka suppenee kohti matriisia 
r, kun |A| —» oo, siten, että

r(A)Z(A)r-1(A) = diag(«!(A) • • • Kn(A)) = fc(A) -► diag(«! • • • кп). (4.137)

Kirjoitetaan r-1(A) muodossa (ei(A) • • • en(A)), missä е;(А) —* ej.
Määritellään ü(A, x) = r(A)û(A, x) (tällä ei ole mitään tekemistä Fourier- 

muunnoksen kanssa). Kaavasta (4.135) ja reunaehdoista saadaan

йх(А,х) = Aà:(A)ü(A, x), bjr~1(Å)v,(Å,Xj) = Vj(\). (4.138)

Ottamalla huomioon jfe(A):n määrittely saadaan й ratkaistua ja sen komponenteille 
lausekkeet reuna-arvojen avulla

A,x) = ел^(л)(*-*Ой.(А,ха) = e-AK.(A)(*a-a!)ü.(A,x2)} (4.139)

missä i = 1,..., n. Olkoon

17(A) = (üi(A,xi)---üTO(A,xi),üm+1(A,x2)-'-ün(A,x2))T (4.140)

ja U:n i:s komponentti U{. Tällöin

й (Х «1 - J «-‘‘‘“«Wí—Л), i = l.. . . . . . m,
Л ’ 1 - 1 ¿ = m +

Oletuksen 3 avulla saadaan arvio (A = g + ia)

3í(í¿A/Ct(A)) = 0¿í9?k¿(A) — о-^дкДА) > — M. (4.142)

(4.141)

Koska 3R/c¿(A) on rajoitettu pois nollasta (suurilla в) ja в voidaan valita suureksi, 
saadaan ^(¿¿Ак;(А)) > 0 mielivaltaisen suureksi. Erityisesti $(5¿A/c¿(A)) saadaan 
ei-negatiiviseksi, joten kaavan (4.141) perusteella ||ü(A, x)|| < ||C7(A)||.
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Arvot [7(A) määritetään reunaehdoista. Koska matriisit £>i(ei • • • em) ja 
^(crn+i ‘ • ’ en) ovat kääntyviä, matriisit

Pi(A) — bi(ej(A) • • • em(A)), 

рг(А) = b2(eTO+i(A) • • • en(A))

ovat myös (sikäli, kun в on valittu suureksi). Olkoon

çi(A) = ¿>i(em+i(A) ■ • • en(A)), 

92(A) = 62(ei(A)...em(A)).

(4.143)

(4.144)

Kirjoitetaan reunaehdot (4.138) erikseen kummassakin päätepisteessä (j = 1, 2). 
Kertomalla reunaehdoissa matriisilla pj1 vasemmalta saadaan

= p1-1(A)0i(A),
üi(A,æi) \ /Üm+i(A,Xi)\

: I +Pi1 I :

üro(A,xi)/ V ün(A,æi) /

/üm+1(A,æ2)\ Z üi(A,æ2) \

: +r2-1(AMA) : I =p2-1(A)52(A).
V û„(A,æ2) )

(4.145)

\ûm(A,x2),

Olkoon Q(X) n x n -matriisi

«»-v» T).
(4.146)

missä A(A) on m\ x m2 -matriisi

A(A) = pj-1(A)gi(A)diag(e-A№i(A)^-^)) 

ja B{A) m2 x mi -matriisi

B( A) = p-1(A)g2(A)diag(eA^(A^-^)).

(4.147)

(4.148)

Matriisien A(A) ja B(A) diagonaalimatriiseissa ominaisarvon rc¿(A) indeksi г on 
sama kuin matriisin Q(A) vaakarivin indeksi eli matriisissa A(A) i = m + 1,... , n 
ja matriisissa S(A) г = 1,... ,m. Yhtälöistä (4.141) ja (4.145) saadaan

^(A) + Q(AMA)=(^j^W)
(4.149)
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Kun valitaan в suureksi, saadaan matriisin Q(\) jokainen alkio pieneksi ekspo- 
nenttitekijän ansiosta, joten voidaan saavuttaa ||Q(A)|| < l/4n. Tämä nähdään 
helpoiten käyttämällä maksiminormia (= max¿ Xjfc|Q¿fc|). Koska ||J + Q(A)|| > 
|1 — ||Q(A)||| > 0, matriisi I + Q(A) voidaan kääntää ja siten yhtälöllä (4.149) on 
olemassa yksikäsitteinen ratkaisu

,(A)=(/+QWrg:¡^¡). (4.150)

joka on rajoitettu ||Z7(A)|| < jV(||ûi(A)|| + ||Û2(A)||) (N on suuri positiivinen luku).
Plancherel’in teoreeman [Kudin II, s.187] mukaan jokaisen £2-funktion 

Fourier-muunnos on myös L2:ssa. Jos 0 > j, niin oletuksen 2(v) perusteella 
e~etVj(t) E T2[0,oo), joten

a —* Vj(0 + icr) = f e~t<Tie~etVj(t)dt E T2(R, Cn). (4.151)
Jo

Täten kiinteällä z E [x;i,z2] myös

<r —> й(в + icr, x) = r-1(0 + icr)ü(û + гсг, z) E T2(R, Cn), (4.152)

sillä ||ü(A,z)|| < ||[/"(A)|| < jV(||û1(A)|| + ||v2(A)||) (matriisinormi) ja r~l{6 + icr) 
on rajoitettu. Kompleksisen käänteiskaavan mukaan

u(t,x) = f e(ö+»cr)i^(^ _i_ ¿0., x)d\ (4.153)
27тг Jö-too

joten Plancherel’in teoreeman perusteella

1 Г00i —>• e~0iu(t,x) = — / exatû(e + ia-, x)dcr E T2(R, Rn). (4.154)
^ v —OO

Tämä todistaa lemman 4.
Lemman 5(i) todistamiseksi valitaan kiinteä z siten, että a^"(z — zi) > k ja 

oÇ(z2 — z) > Å;. Koska tässä on tarkka epäsuuruus, epäyhtälöt pätevät jostain 
suuresta cr:n arvosta alkaen eli riittävän suurelle <r > 0

—<tívi(6 + i<r)(x — zi)/ln<7 > Å; ja — <ru>2(0 + zcr)(z2 — z)/ln<r > Å;. (4.155)

Vaihdetaan u>¿:n (i = 1,2) määritelmissä max—( ) —► — min( ) ja max( ) —>
— min —( ). Kaavasta (4.155) ja :n määritelmästä saadaan

cr(x — x1)S?Kj(0 + i<r)/ln<r > k, kun j = 1,... ,m,

—cr(z2 — z)ö/Cj(0 + гсг)/In cr > &, kun j = m + 1,... ,n.
(4.156)
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Täten riittävän suurelle er

9f?((0 + ia)Kj(e + гсг)(х — a¡i)) = 09fÍKj(0 + ia)(x — х\) — ег3/с,(0 + гег)(х — х\)

< — к\па, (4.157)

kun j = 1,... ,m, ja

3?((ö + ia)nj(6 + ia)(x 2 — x)) = + ia)(x2 — x) — <tö/Cj(Ö + icr)(a:2 — x)

> fein er, (4.158)

kun j = m + 1,... ,n. Edellisissä arvioissa voitiin ensimmäinen termi jättää pois, 
koska < 0, kun j = 1,..., m, ja 3Rk,- > 0, kun j = m + 1,..., ra. Kaavasta 
(4.141) saadaan käyttämällä edellisiä arvioita

|ä,-(0 + z<7,x)| = е*((в+*ОМ«+<»)(*-*1))|17у(0 + г>)|

< <7-*|[/,-(0 + t>)|, (4.159)

kun j — 1,... ,m, ja vastaavasti

Iüj(6 + ier, x)I = e-»((e+ia)K,•(«+<»)(»,-.))+ г>)|

<<7-fc|17i(Ö + i<r)|, (4.160)

kun j = m + 1,... ,ra. Punktio er —> U¡{в + ier) £ T2([0,oo), C), joten

er —> <rfcrâ(0 + ia, x) = crfcr-1(0 + ia)ü(6 + г<7, x) £ Z2([0, oo), Cn), (4.161)

koska r_1(0 + ia) on rajoitettu. Plancherel’in teoreeman mukaan

^(e~etu(t, x)) = ^-ik J etcrtakû(e + ia, x)da G ¿2([0, oo), Rn), (4.162)

joten funktio t -> e~etu(t,x) G Wfc,2([0, oo),Rn).
Lemman 5(ii) todistamiseksi valitaan kiinteä x siten, että (x — xi)aj*" < k 

tai (x2 — x)a^" < k. Yleisyyttä rajoittamatta tarkastellaan ensimmäistä tapausta, 
toinen todistetaan vastaavasti.

Valitaan e > 0 siten, että (x — Xi)a+ < k — 2e, ja skalaarifunktio w siten, että 
e ytw(t) G T2([0, oo), R), mutta e~etw(i) ^ W£'2([0, oo), R). Olkoon reunaehdot 
vi(t) = w(i)( 1 • • ■ 1)T ja v2(t) = 0. Kun |A| on riittävän suuri, saadaan yhtälöistä 
(4.149) ja ||£?(A)|| < l/4n

C7(A)
-f”"

\ P2

Pi 1(^)®i(A)\
(А)«2(А)У = ||Q(A)t7(A)||<-||C7(A)||. (4.163)
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(4.164)

Arvioimalla kolmioepäyhtälöllä vasenta puolta alaspäin saadaan

4n l|P(A)|| > W(X)v2(X)J

josta saadaan yläraja

F(A)II <
4n (Pi4 Л)^(Л)\ 

VP21(А)«з(А)У

Sijoittamalla yläraja edeltävään arvioon (4.163) saadaan

(Pi\^1 (^(AbiA)'
Vp2_1(a)í2(A).VW

\ <1 (pT4WiW\ 
) -3 U_1(a)¿2(a);

(4.165)

(4.166)

Lisäksi, koska pi(A) = Z>i(ei(A) • • • em(A)) —> Z>i(ei • • • em) = I, niin pystyvek- 
torin Pi(A)(l • • • 1)T = (tti(A) • • • тгт(А))т alkiot saadaan itseisarvoltaan väliin 
4 < Kj(A)| < kun |A| on riittävän suuri. Täten arvoilla j = 1,..., m pätee

I IW)| - |tv(A)Tr,(A)| I < |[7,(A) - tD(A)7T,(A)|
< ^||iv(A)(7Ti(A) • • -7Tm(A),0 • • • OHI

< ¿KA)|, (4.167)

josta

|Dj(A)l > l»(A)-r,(A)| - ¿|»(A)| > (j - ¿)КЛ)| = ||г&(А)|. (4.168)

Koska (z — z^ctj1" < k — 2e, niin —(z — z1)<ro;1(6 + ia)/\na < fc — 2e, kun 
cr on riittävän suuri. Täten on olemassa ainakin yksi j 6 {l,...,m} siten, että 
(z — xi)cr$sK,j(e + ia) < (k — 2e)lncr. Tällöin

(z - zi)9?((0 + ia)nj(e + ia)) = (z - Zj)0Э?ку(0 + ¿cr) - (z - Zi)or5Ky(0 + г tr)

> (z — xi)6?R.Kj(0 + ia) + (2e — jfe) lntr

> (e — fc)ln<r, (4.169)

sillä, koska в on kiinteä ja 3%Kj(6+ia) —> 0, kun <r —> oo, niin (z—zi)0$ft/Cj(0+zi7-) < 
e In <7, kun <7 on riittävän suuri. Arviosta (4.169) ja yhtälöstä (4.141) saadaan

I Uj{6 + ¿<7,z)| = e(=-«i)»((e+«<r)K,(e+ia))|^^ + i(r)|

> Uj(0 + ia)\
> ^сг(б-<!)|гу(6 + ia)\. (4.170)
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Tehdään vastaoletus, että funktio < —> e~etu(t, x) 6 kFfc,2([0, oo), Rn). Tällöin 
Plancherel’in teoreeman mukaan funktio e —> eku{9 + ie,x) 6 L2(R, Cn), joten 
myös + icr, x) 6 L2(R, Cn). Kaavan (4.170) mukaan

^<re|u>(0 + г<т)| < ek\üj(9 + ia, æ)|, (4.171)

joten eew(9 + г tr) 6 T2(R, C), mikä on ristiriidassa oletuksen e~etw{t) £
РКе,2([0, oo), R) kanssa. Vastaoletus johtaa siis ristiriitaan ja siten lemma 5 on 
todistettu. A

Seuraavassa osoitetaan, että ytimen d rajoitettua variaatiota olevat osat eivät 
vaikuta silenemiseen.

Lemma 6. Oletetaan, että kaksi eri ydintä d ja d toteuttavat kumpikin ole­
tuksen 2. Olkoon lisäksi funktio t —> e fi(d(t) — d(t)) rajoitettua variaatiota. 
Tällöin oletus 3 on voimassa d:lle, jos ja vain jos se on voimassa d:lle, ja arvot 
at > аГ> at > a2 ovat samat d:lle ja d:lle.

Todistus. Korvataan kaavoissa (4.130)-(4.132) ydin d(Ai) ytimellä d(A), 
jolloin saadaan |«j(A) — «j(A)| = 0(||d(A) — d(A)||), missä к,(A) on matriisin 
(a + d(A))-1 j:s ominaisarvo. Koska e ft(d(t) — d(t)) on rajoitettua variaatiota, 
on e~'rt(d\t) — d'(t)) integroituva [0, oo):llä, joten

|И(А)—¿(A)|| = ¿(d(0)-¿(0)) + i j°° ."‘VW - d'(t))dt
= 0(Щ). (4.172)

Täten A(kj(A) —«ДА)) on rajoitettuja siten 6je^sK,j(g-\-ie) on rajoitettu ylhäältä, 
jos ja vain jos 6je$skj(g + г tr) on rajoitettu ylhäältä (oletus 3). Lisäksi

In O’
(Kj(6 + ie) — kj(9 + ie))

vakio 
In e 0, (4.173)

kun e —> oo, joten , af, ovat samat kummallekin ytimelle. A
Lemmojen 5 ja 6 seurauksena saadaan
Seuraus 1. Oletetaan, että oletus 2 on voimassa ytimelle d, jolle e ytd(t) on 

rajoitettua variaatiota [0, oo):llä. Tällöin oletus 3 on voimassa ja L2-reunaehdot 
eivät silene välin sisäpuolella.

Todistus. Lemman 6 perusteella d voidaan korvata nollalla. Tällöin «j(A) = 
Kj on reaalinen (Sk, = 0), joten oletus 3 on voimassa ja at = — 0 (j = 1,2)
eli silenemistä ei tapahdu. A

Kun matriisin o+d(A) ominaisarvot linearisoidaan pisteessä o, saadaan yhteys 
ominaisarvon ftj(A) ja ytimen muunnoksen d(A) asymptoottisten käyttäytymisten 
välille, kun |A| —► oo.
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Lemma 7. Oletetaan, että oletus 2 on voimassa. Tällöin

= -тГ=й(/74Л)е,) + o(||Sd(A)||) + о(|Эк;(А)|), (4.174)

kun |A| —> oo. Erityisesti, jos ||QyÍ(A)|| = 0(|3(/jrd(A)ej)|), niin

a*;(A)/S(/f ¿(AJej) - -r-\ (4.175)

Todistus.

3(т/«,(А)) = (т? - |т?(А)|)9^(А) + ^(АЦЭг-^А)

»t,-(A) — i$STj( A)= o(|^(A)|) + |r?(A)|5 

= o(|ö«j(A)|) — ÖTj(A),
UKt,.(A))2+(St,.(A))2J

(4.176)

missä ensimmäinen yhtäsuuruus on pelkkä identiteetti (ztj(A) = rJ~1(A)) ja toisessa 
yhtäsuuruudessa käytetään hyväksi raja-arvoa r¿(A) —> G R, kun |A| —* oo.
Koska a:n ominaisarvot ovat pareittain erisuuret, matriisin a + q ominaisarvot 
Tj{q) riippuvat jatkuvasti derivoituen g:sta, jos q on riittävän pieni kompleksinen 
n X n -matriisi. Merkitään ns. Fréchet-derivaattaa [Collatz, s.213] pisteessä q = 0 
Vrj(0):lla. Se on lineaarikuvaus n x n -matriiseilta kompleksiluvuille, Vrj(O) : 
CnXn -> C, (Vr¿(0))g = fjqej, sillä

IM?) - M°) - (Vri(0))g|| = ||tj(ç) - Tj - fJqejW < СЦдЦ + |/fge,-|, (4.177)

missä C on positiivinen vakio ja \fj'qcj\ —> 0, kun ||g|| —> 0 (vrt. Fréchet- 
derivaatan määritelmään [Collatz, s.213]). Jos |A| on suuri siten, että d(A) on 
riittävän pieni, niin

Örj(A) = Ö(r;(A) - Tj)

= %\iVTj(Rd(A)) • 9?d(A) + o(||9d(A)||)]
= $*[iVTj(0) • Ы(А) + í[Vt,(9M(A)) - Vtj-(O)] • 5d(A)] + o(||3d(A)||)

= //4A)ei + o(||Öd(A)||), (4.178)

missä ensimmäisessä yhtäsuuruudessa r¿ G R, toisessa derivoidaan pisteessä a = 
îîd(A) suuntaan q = öd(A), kolmannessa lisätään ja vähennetään sama termi ja 
neljännessä käytetään Fréchet-derivaatan määritelmää ja raja-arvoa Vxj(5?d(A)) 
—► Vtj(0), kun IAI —> oo. Sijoittamalla kaava (4.178) kaavaan (4.176) ja jakamalla 
puolittain Tj :11a saadaan väitteen kehitelmä (4.174). A
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Lemman 7 lisäehto on voimassa, kun ydin d(t) on skalaarifunktio kertaa 
vakiomatriisi.

Lemma 8. Oletetaan, että oletus 2 on voimassa ja ydin d(t) = <p(t)d, missä 
<p on skalaariarvöinen funktio ja d reaalinen vakiomatriisi. Oletetaan lisäksi, että 
kaikilla j = 1,n, fjdej ф 0. Tällöin oletus 3 on ekvivalentti seuraavan kanssa. 
Jos а$$ф(р + icr) on rajoittamaton ylhäältä (alhaalta), kun p > в, a > 0, niin 
jokaisella j — 1,... ,n pätee Sjfjdej > 0(< 0). Lisäksi tässä tapauksessa

«i" = hmsup(tr|$s<£(0 + г<г)|/1п<г) • min rf2\fjdeЛ,
<r-+oo 3 3

af = liminf(cr|ö<£(0 + ia)\/\na) • min rf2\fjdeA,
o’—»oo J J J

ct^ = limsup(cr|ö<£(0 + ¿cr)|/lncr) • min rf2\fjdeЛ,
<r-4oo j=m+l,...,n 3 3

af = liminf(cr|ö:^(ö + гсг)|/Incr) • min rf2\fj de j\.
o’—»oo j=m+l,...,n J J J

(4.179)

Todistus. Edellisen lemman ehto on voimassa, sillä

iNWII = ||9(t5(A)d)|| = ||S(ÿ(A)) • d|| = |ЭДА)|И|

= 0(|3(v(A))/7¿«j|) = 0(|S/7d(A)e,D,

kun |Л| —> oo, joten kaava (4.175) antaa

$SKj(e + ier) 
$S(p(0 + ia) eR\{0},

(4.180)

(4.181)

kun a —» oo. Täten 6ja$snj(0 + ia) on rajoitettu ylhäältä (oletus 3), jos ja vain 
jos jokin seuraavista kolmesta ehdosta on totta:

1) a^sip(0 + ia) on rajoitettu,
2) a$Stp(0 + ia) on rajoitettu alhaalta ja —SjTf2 fjdej < 0,
3) a^s<p(0 + ia) on rajoitettu ylhäältä ja —SjTf2 fj dej > 0.

Oletus 3 implikoi ehdon 1, koska raja-arvo (4.181) poikkeaa nollasta. Raja-arvon 
(4.181) äärellisyys takaa päinvastaisen implikaation. Ehdossa 2 (3) a$s<p(0 + г<т):п 
rajoittuneisuus ylhäältä (alhaalta) on korvattu vaatimalla raja-arvo (4.181) negati­
iviseksi (positiiviseksi).

Lemman väite on sanottu hieman toisessa muodossa. Merkitään A =”oletus 
3”, В =”crQy(0 + ia) on rajoitettu ylhäältä (alhaalta)” ja C =n—SjTf2 fj dej > 
0(< 0)”. Edellä osoitettiin, että 4 ^ (SA C). Oletetaan, että A ja C ovat 
tosia. Koska A on totta, on myös В totta (edellisen ekvivalenssin mukaan). Siis 
A =$■ (С =Ф- В). Kääntäen, jos (С => B), niin G:n ollessa totta on myös В totta, ja
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näin kummankin ollessa tosia on A totta. Siis (C => B) A. Käännetään C:n ja 
B:n välisen implikaation suunta, jolloin saadaan väitteen muoto A (-1В => -iC).

Oletetaan, että joku ehdoista 1-3 on voimassa. Tällöin

u?i(y + ia) max (—OsKj(0 + ia))

max (rj~2 fjdej$s<p(0 + i<r)) + о(|0£(0 + ia)\). (4.182)

Edelleen
a + = limsup(-a max rf2 fj dej$s<p(9 + г<г)/1псг), (4.183)

mikä on nolla, jos cr|ö^(0 + ia)\ on rajoitettu. Jos taas jollakin jonolla <7*. —> 00, 
|ø7,S<£(0 + iak)\ —> 00, niin isolla к, $s<p(9 + ia k) ja fj de j ovat erimerkkisiä, sillä 
äsken todistetun mukaisesti, jos ak$s<p(9+iak) on rajoittamaton ylhäältä (alhaalta) 
eli positiivinen (negatiivinen), niin fjdej on negatiivinen (positiivinen) (8j = —1). 

Täten

= limsup(—<7 max —т. 2\fj'dej$s<p(0 + zcr)|/ln<r)
CT—>00 j = 4 4

= limsup(oj5y(0 + z<r)|/lncr) . min rj~2\fj de j\, (4.184)
CT—>oo 4 4

sillä — max —( ) = min( ). Kaavat aj~ :lle, die ja a¿":lle todistetaan vas­
taavasti. Д

Lemmassa 9 saadaan yhteys ay:n ja ytimen singulaarisuuden välille.
Lemma 9. Oletetaan, että d(t) = (p(t)d, missä d on n x n -vakiomatriisi ja 

<p(t)e skalaarinen, ei-negatiivinen, ei-kasvava, konveksi funktio. Olkoon lisäksi 
8j fjdej < 0, kaikilla j = 1,..., n. Tällöin oletus 3 on voimassa ja

liminf(-y>(*)/lnt). min r. 2|/fdey|

< aï < af < 2limsup(-ip(t)/lnt) • min rf2\fjdej\,
Í—fO J = l,...,T7l 4 4

™{(-<p(t)/In t) ■ . min rj21 fj dej \
‘-♦O J=m+l,...,n 4 4

<aï<oc%< 2limsup( —<p(t)/ In t) • min T^2\fjdes\.
4_.n i=m4-l...... n J J J

(4.185)

Todistus. Kun 9 > 7, funktio e~et(p(i) = е^~в^е *t(p(t) on ei-negatiivinen, 
ei-kasvava ja konveksi, kuten derivoimalla voidaan todeta. Yleisyyttä menettä­
mättä voidaan olettaa, että y>(i):llä on itsellään nämä ominaisuudet. Olkoon siis 
6 = 0. Koska (p on ei-kasvava, on

$s<p(ia) = $s f e~'lcrtip(t)dt = — f sin(at)<p(t)dt < 0, (4.186)
Jo Jo
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kun er > 0. Täten (т^ф{гст) on rajoitettu ylhäältä ja lemman 8 mukaan oletus 3 
on voimassa, koska SjfJ'dej < 0.

Tehdään muuttujanvaihdos s — at ja jaetaan integroimisväli osiin, jolloin 
saadaan

f00 f00 / S \—<T$s(p(icr) — a / sm(crt)tp(t)dt = / sinsip (-)ds

Г . Г fs + 2nj\ Л + тг(2у + 1)М=/. ——]J ds, (4.187)

missä summalausekkeen ensimmäinen y>-termi huolehtii integroimisväleistä 0 —> 
7Г, 2тг —> Зтг, jne. sekä toinen y?-termi väleistä тг —► 2тг, Зтг —* 4тг, jne. Miinusmerkki 
toisen termin eteen aiheutuu (sins):n merkin vaihtumisesta 7r:n välein. Koska (p 
on konveksi, pätee <p(s) < |(y>(s — A:) + y>(s + A:)), missä A: > 0. Soveltamalla tätä 
kaavan (4.187) jälkimmäiseen ^-termiin (A: = тг) saadaan arvio alaspäin 

— сгйу?(г<т)

>
J=
oo

ds

= 1/ ’

ds

sins ip (^)ds. (4.188)

Kun järjestellään termejä ja sovelletaan konveksisuutta kaavan (4.187) ensimmäi­
seen ^-termiin, saadaan arvio ylöspäin

—cr$$tp(icr)

ds

-I BinsvOds~i

-5И1±^1)+Ч1±^))]Л

=[ - * O - 5 Г - g [<» (i±m^ _ v (i±£E±il)

= l sinsvOis-\i »ь^(^)<г»

< J sinsy) (4.189)

ds
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missä viimeisessä arviossa jälkimmäinen termi jätettiin negatiivisuutensa takia 
pois. Ala-arviosta (4.188) saadaan

liminf(—Incr) > liminf —-— f sins<p (—}ds 
"-»«> cr ► oo 2 In CT J0 \crJ

.. . , f* sins(lncr — Ins) —tpls/cr) ,
= hm mf / ------ ---------------- • , . . . ds

"-»oo J0 2 m <7 ln(s/<7)
> -Uminf f ^(1 - ±±)d,

"-»OO ln(s/(7) " »oo J0 2 In CT
= liminf —<p(t)/lnt.

t->0 4 " (4.190)

Vastaavasti yläarviosta (4.189) saadaan

limsup(— cr^S<p[iu)/ lncr) < limsup -----  f sinsipf—^ds
a—*00 et—►oo mer JQ \<r/

sins(lncr — Ins) —у?(д/сг)
= lim sup/

ln <7 ln(s/cr)
ds

< 2 lim sup — ip(t)/ ln t. 
t-*o

(4.191)

Sijoittamalla arviot (4.190) ja (4.191) lemmaan 8 saadaan väitteen estimaatit 
(4.185). Л

Palataan tarkastelemaan Rayleigh’n ongelmaa (1.6) ja matriisiyhtälöä (4.125). 
Tuntematon funktio yhtälössä (4.125) on

u0 : [0,00) x [0,00) —» R2, (4.192)

missä uo:n komponentit ovat Rayleigh’n ongelman ratkaisun u(t,x) derivaattoja. 
Edellisissä lemmoissa paikkamuuttuja x G [xx,æ2]- Koska lemmojen tulokset 
pätevät kiinteällä x, voidaan tarkasteluväliksi ottaa myös puoliääretön väli x G 
[0,00). Piste аз2 = 00 ei tuota ongelmia, koska aalto etenee äärellisellä nopeudella 
(ydin integroituva origossa) eikä siten saavuta pistettä $2 äärellisessä ajassa. Yhtä­
lössä (4.125) kerroinmatriisi on

— (Î o)- (4'193)

Matriisin a ominaisarvot ovat rj = —c < 0 ja T2 = c > 0 sekä näitä vastaavat 
ominaisvektorit

61 = ( 1°) Ja e2 = (j) • (4-194)
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Pystyvektoreille

(4.195)h = \{ i) ja л = Кх)

pätee SjfJ'dej = — < 0, j = 1,2. Rayleigh’n ongelmalle oletus 2(a) on voimassa.
Koska lij-rlle ei aseteta reunaehtoja, ovat matriisit

b; = ( 1 0), j = 1,2,

ja oletus 2(b) on voimassa. Yhtälössä (4.125) ydin on

d(t) — m(t)d, missä

(4.196)

(4.197)

Oletus 2(d) vaatii, että e“^m(i) € L^O, oo) ja 1е~^т(1) E W1’1. Koska m oletet­
tiin integroituvaksi [0, oo):llä, ensimmäinen vaatimus on voimassa. Myös toinen 
on voimassa, sillä te ytm(t), e |,tm(<) ja te rtm'(t) ovat integroituvia [0, oo):llä 
(viimeisin nähdään osittaisintegroimalla). Rayleigh’n ongelmassa u(t, 0) = 0, kun 
t < 0, ja u(t, 0) = 1, kun t > 0. Täten Ut(t, 0) = 6q, t > 0. Approksimoidaan 
Diracin ¿-funktiota (joka on distribuutio) funktiolla

0 < t < t0, 
t > t0,

(4.198)

missä e > 0 on pieni ja to valitaan siten, että f¿° w(t)dt = 1. Funktio e~'ltw{t) E 
L2[0, oo), sillä

° dt < jy t~^~e)dt < oo. (4.199)

Reunafunktio vy{t) = ty(i)(l • • • 1)T toteuttaa oletuksen 2(v). Koska aalto etenee 
äärellisellä nopeudella, on u(t, oo) = 0, t > 0, joten reunafunktio v-i (i) = 0 ja 
oletus 2(v) on voimassa. Kun m oletetaan konveksiksi, on lemman 9 perusteella 
myös oletus 3 voimassa. Tällöin lemmat 4-9 ovat käytettävissä ja saadaan tulos 

Lause 7. Olkoon ф = Нт*_>о+( —m(t)/ In t) ja oletetaan, että oletus 1 on 
voimassa, r¡ = 0 ja ydin m E T1(0,1) konveksi. Tällöin Rayleigh’n ongelman 
(1.6) ratkaisulle u(t,x) pätee:

(i) Jos ф — 0, niin и $ C1 yli suoran x — et.
(ii) Jos 0 < ф < oo, niin u:n säännöllisyys yli suoran x = et kasvaa x:n (t:n) 

kasvaessa.
(iii) и E C°° alueessa t > 0, x > 0, jos ja vain jos ф = oo.
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Todistus.
(i) Jos ф — 0, niin lim supt_0 — m{t)/ ln i = 0, joten lemman 9 mukaan af = 0. 

Lemman 5(ii) väite todistettiin reunafunktioille vj (t) = w(t)( 1 • • • 1)T ja v2(t) = 0, 
missä skalaarifunktio w(t) valittiin siten, että

e~'ytw(i) € Z2([0,oo),R), (4.200)

mutta
e~etw(t) £ We-2([0, oo), R), (4.201)

missä 0>7>Ojae>O. Rayleigh’n ongelmassa reunafunktio w(t) on määritelty 
kaavassa (4.198). Ensimmäinen ehto (4.200) todettiin kaavassa (4.199). Toinen 
ehto (4.201) on Plancherel’in teoreeman mukaan yhtäpitävää ehdon

a€w(9 + ia) £ L2(R, C) (4.202)

kanssa. Olkoon funktio w\(t) = faí1-*), t > 0. Kaikilla e > 0 pätee

\aewi{9 + ia)\2 = \a \2e Г(|(1 + е))
(5 + ¿<7)Í(1+<)

2

П^ + е))

rCjíl + e))

12e
(02 + 0-2) Í (1+e)

M2<
m<i+'>(i + S)

2
r(^(i + 0)

kl(1-e)(! + S)

"H’ (4.203)

kun |cr| on riittävän suuri, joten aewi(9 + ia) £ Z2(R,C). Koska funktiot w 
ja w\ yhtyvät lähellä origoa, niiden Laplace-muunnokset w ja W\ käyttäytyvät 
äärettömyydessä samanlailla, joten ehto (4.202) on voimassa. Täten reunafunktiot 
Ui(t) ja v2(t) ovat sellaiset, että lemman 5(ii) mukaan

e~etuu e~etux W*'2([0, oo), R), (4.204)

jos xaf < k. Koska af = 0, ehto toteutuu kaikilla k > 0, erityisesti, kun 0 < k < 
f. Tällöin ut, ux $ C, joten и £ C1.

(ii) Jos ф = 1, niin lemman 9 perusteella af 6 (0, oo). Lemman 5(i) perus­
teella yhden derivoituvuusasteen saavuttamiseksi tarvittava matka on äärellinen
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ja nollasta poikkeava, joten ratkaisun säännöllisyys yli aaltorintaman kasvaa æ:n 
kasvaessa.

(iii) Jos ф — oo, niin myös liminf^o —m(i)/ln< = oo, joten lemman 9 
mukaan = oo. Kun x > 0, lemman 5(i) ehto æaj" > k toteutuu kuinka suurilla 
k:n arvoilla tahansa, joten e~etut,e~etux G Wfc,2([0, oo), R), kaikilla k > 0. Täten 
u(t,x) G C°°(t > 0, x > 0).

Jos ф < oo, niin kohtien (i) ja (ii) perusteella и C°° alueessa t > 0, x > 0. 
Toisin sanoen, jos u(t, x) G C°°(t > 0, x > 0), niin ф = oo. Л

Esimerkissä 3 ytimellä m on logaritmista heikompi singulaarisuus origossa.
Esimerkki 3. ([RHN] ja [Hrusa ja Renardy]) Tarkastellaan Rayleigh’n on­

gelmaa (1.6), kun 77 = 0 ja ydin

m(t) = ^2 exp(—te® ). (4.205)
n=l

Osoitetaan, että ytimellä on logaritmista heikompi log-log singulaarisuus origossa. 
Ytimen asymptoottinen käyttäytyminen origossa ei muutu, jos summa korvataan 
integraalilla, sillä kaava (4.90) antaa funktiolle f (s) — exp(—tee‘)

I f00 I f00/ f(s)ds - m(i) < / \f'(s)\ds = -/(00) + /(0) = e~te 1, (4.206)
I Jo I Jo

kun t —> 0+. Kirjoitetaan /:n integraali muodossa

/>00 »ln|ln t\ »00

/ exp(—ie® )ds = / exp(—e® +hlt)ds + / exp(—e®‘+lnt)d.
Jo i/О t/lnlln tllnjln t|

(4.207)

Kun t < 1, on ln|ln i| = ln(— Ini), jolloin sijoittamalla kaavan (4.207) oikean puolen 
ensimmäisen integraalin ala- ja yläraja integroitavaan saadaan vastaavasti e~et ja 
e-1. Koska nämä kummatkin ovat positiivisia ja integroitava saa arvoja näiden 
väliltä, on integraali suuruusluokaltaan integroimisvälin kokoinen eli lnjln <|, kun 
t —* 0+. Muuttujanvaihdoksella и = s — lnjlni| kaavan (4.207) oikean puolen 
toisesta integraalista tulee

f exp(—e® +lnt)ds = f exp( — 
Jlnjln t| i/o

= /°°exp(- 
J o

ee,+,n„„«l+lnt)di/

,(«*’-1)11» *1 )dv. (4.208)

Kun t —» 0+, integrandi (4.208):ssa lähestyy nollaa (integroimisvälillä ev — 1 > 0) 
ja siten itse integraali lähestyy nollaa. Tämä toinen integraali ei vaikuta m:n
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asymptoottiseen käyttäytymiseen, joten ensimmäisen integraalin perusteella m:llä 
on origossa log-log singulaarisuus.

Ytimen Laplace-muunnos on

m(A)= f e xt ЬПехр(-<ееП)

Jo Ln=i
dt

00 »00■S l

-z

e-t(x+e‘n)dt

1
A + exp(en)n=l v '

Käytetään kaavaa (4.90) funktiolle

f(s) =

(4.209)

A + exp(es) 

Merkitään A = 7 + гсг, jolloin

exp(e')<
f ^ (A + exp(ea))2 

exp(e3)ej

(4.210)

Г\f(s)\ds = П____ exp(e*)e
Jo 1/1,1 Jo (7 + =xp(e-))

= ¿ (|-sciant^±í))

ds

=°W' (4.211)

kun A —► 00 pitkin imaginaariakselin suuntaista suoraa. Merkitään /(A) =
Jo f(s)ds. Kun m(A):aa aproksimoidaan J(A):lla, syntyy kaavan (4.90) mukaan 
virhe

m(A) - 1(A) = O(-ij). (4.212)

Olkoon A reaalinen. Muuttujanvaihdoksella и = ехр(ел), du = и In uds saadaan

/(A) = f 
Jo

-L

ds
A + exp(e5) 

du
(A + u)ulnu

du____ Г 00
■ u)u\nu

du= Í ~
Je (A + u)ulnu Jx (A + u)ulnu 

Kehitetään (A + i/)-1 geometriseksi sarjaksi:

1 _ f л " ï+f = a Dn=o (—l)n(л)П> v < \,

ь+v~ (l■ Ti* = iTiZoi-mîr, v>\.

(4.213)

(4.214)
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Sijoitetaan nämä integraaleihin (4.213):ssa ja tehdään muuttujanvaihdos v = In u, 
du = evdv, jolloin saadaan

1 JZ. rx ,,n-l w roo »ДА) = хЕНП-"/ ^ + Е(-Ц"**/л
n=0 c n=0 A

i 00 л1п A „u(n—1) 00 »00 dj
= T S (-l)nA-” f --------- e'<fo + V (—1)"Л" / -44-

A¿í Л » 1л ="<"+2)»

1 1 00 /.ta A nu 00 />С
= 11п(ьл) + -^(-1)”л- / —<¡* + 5](-i)"A" /

А n—1 и П=0 *'1п

00 dv 
ye(n+1)v ’

Eksponentiaaliset integraalit määritellään [Abramowitz ja Stegun, s.228]
(4.215)

,o° g tl

Ег(ж) = — / --- du, æ > 0,
У-® v

/.OO -ZD

Si(z) = / ---- du, 9Rz > 0.
h v

(4.216)

Muuttujanvaihdosten jälkeen integraalit (4.215):ssa voidaan lausua näiden avulla

7(A) = -ln(InA) + ¿

n=l
00

(_l)n |- yoo e-D 

ДП+1 du
f-n v-n

»OO

,°° g-v

v —nta A ^
du

+£(-i)*A*jf SOT-

n=0 v 1

= J ln(ln Л) + ¿ ^ [Ег'(п1п Л) - Ez'(n)]

n=l

+ ¿H)"A”S1((n + l)bA).
(4.217)

n=0

Eksponentiaalisten integraalien asymptoottiset kaavat argumenttien mennessä 
äärettömyyteen ovat [Abramowitz ja Stegun, s.229,231]

jEzi(æ) e* . 11 2! 3!----- (! + - + — + — + ...),
x X*X

E„tz) ~ —tl --+ k(~k + 1'> - *(* + А)(* + 2) , . 
z z z2 z3

(4.218)
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missä к — 1,2,.... Näistä saadaan

Ei(n) = ^(1 + 0(1)), 
n n

Ei(nhxX) = +0( 1

E1((n + l)lnA) =

n In A4 4n|ln A|
g-(n+l)ln À

»,

(1 - 0(
(n + l)|ln A|(n + 1) In A

д-(п+1) 2
(l + 0(-ÏÏTTT))-

))
(4.219)

(n + l)ln Av" ' ~vn|ln A| 

Sijoittamalla nämä lausekkeeseen (4.217) saadaan

(-irI(A)=iln(lnA)+V
A ' n

71=1

1 (1+o(^»-äSt'1+0(;»
A In A

+ £ f-l)n 1
-------(l + 0( — f)).(n + l)AlnAv" ' ~vn|lnA|"‘ (4.220)

Koska ^~'n < °°> sarjat lausekkeessa (4.220) suppenevat sikäli, kun A > e
(termi en/An+1). Sarjat suppenevat myös vaikka A ei olisi reaalinen, kunhan |A| > 
e, 3ÎA > 0. Lauseke (4.220) on A:n analyyttinen funktio, joten koska lauseke on 
voimassa А-tason reaali akselilla, se on voimassa myös kompleksisilla A:n arvoilla 
alueessa |A| > e, 3iA > 0. Summien järjestystä vaihtamalla saadaan

ДА) =— ln(ln A)

+ E
71=0

oo
+ E

(n + l)Aln A

(-1Г-1

n|lnA|y (n + l)Aln A n|ln A|

71=1
n\ У”<1 + °У>

4b(.=A)+¿;o(^L^)+¿

71=0 71=1

e 14Hx>"d + oy)

=\ ln(ln A) + 0(-
f), (4.221)A 4 y v I A(ln А)21

missä viimeisessä vaiheessa X) < 00 Ja jälkimmäinen summa on asymptootti­
sesti pienempi kuin edellinen (pysyy rajoitettuna |A(ln A)2|:lla kerrottaessa). Kaa­
van (4.212) mukaan

m(A)=íln(,nA) + 0(^¿^) + 0(¡l)

= ^Ь(ЬА) + 0(щ). (4.222)
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Koska ß + m(0) = c2 p (c:n määritelmä lauseessa 1), saadaan binomikaavan avulla 

-Xxу/p/(ß + m(0) + m(Л)) = -Xx^p/(c2p - ^ln(lnA) + 0(щ))

Xx
c

Xx
c

1 + ^Л-1п(1пА) + 0(т|т)
2A c2p |A|

,(4.223)

joten
(4.224)e-\xy/p/(/î+m(0)+m(A)) _ e~ ^ (ln Д )“ Тс**? gO(l)_

Ratkaisulla on nyt lauseke

i 14+100 -, „
u(t, x)=— теА<*-*>(1п А)" (1 + 0(l))dA. (4.225)

Kun A —* oo pitkin integroimisreittiä, integran di vähenee |ln A|:n negatiivisessa 
potenssissa, jonka eksponentti on verrannollinen x:ään. Tämä johtaa ”infinite- 
simaaliseen” säännöllisyyden lisäykseen, mutta voidaan päätellä, että ratkaisu on 
jatkuva yli aaltorintaman, kun x on riittävän suuri. Merkitään a = /(A):n
johtava termi tuottaa [Bateman]

1 /-7+too i
u(t, x) = ----  f eA(t— *)-------------} 2тriJ^ioo A(lnA)a

Г (a) ]0 r(< + 1) -ds, (4.226)

kun t — ^ > 0. Olkoon t — ^ = A. Tällöin integraali (4.226) suppenee, kun 
a > 0, sillä äärettömyydessä (s —> oo) nimittäjän puolella 2яГ(д + 1) kasvaa 
nopeasti ja origossa (s —> 0) osoittajan puolella s“-1 on integroituva (o — 1 > —1).
Kun t - f < |, on ^ r(%Vi)— — 2*г(д+1) koko integroimisvälillä s G [0,oo), 

joten Lebesguen dominoidun suppenemislauseen [Rudin II, s.26] mukaan integraali
(4.226) lähestyy nollaa, kun t — ^ —> 0+. Koska ratkaisu on nolla myös aallon 
edessä, on se siten jatkuva yli aaltorintaman. Virhearvio (4.212) ei ole kyllin 
hyvä, jotta saataisiin jatkuvuus, jollei x ole riittävän suuri. Nimittäin lauseke

2тгг /y-i
7+ioo

7—100

eA(*-t) 0(1)
A(ln A)°

dA /> 0, (4.227)

kun t — -C 0+, mikä vaadittaisiin jatkuvuuden toteutumiseksi.
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Esimerkissä 4 ytimellä m on logaritminen singulaarisuus origossa. 
Esimerkki 4. ([RHN], [Hrusa ja Renardy] ja [Desch ja Grimmer]) Tarkastel­

laan Rayleigh’n ongelmaa (1.6), kun rj = 0 ja ydin

= £ ' —et

n=l
(4.228)

Osoitetaan, että ytimellä m on origossa logaritminen singulaarisuus. Kaava (4.90) 
antaa funktiolle f (s) = exp(—e*t)

[OO I ЛООI e~e‘1 ds — m(t)\ < / \е~е‘г • (~eai)\ds = е~г -> 1, (4.229)
o I Jo

kun t —► 0+, joten m:n asymptoottinen käyttäytyminen origossa ei muutu, jos 
summa korvataan integraalilla. Tehdään muuttujanvaihdos Sj = s -fini ja merki­
tään si:stä s:llä, jolloin saadaan

-e*+ln‘ je ds

e~e ds

e ‘ ds. (4.230)

Tässä ensimmäinen integraali ei vaikuta asymptoottiseen käyttäytymiseen. Kun 
i —► 0+, toisen integraalin alaraja In f —» —oo, jolloin integrandi exp(—ea) —> 1. 
Täten tämä integraali käyttäytyy kuten integroimisvälin pituus eli |lnt|, ja siten 
m:n singulaarisuus origossa on logaritminen.

Ytimen Laplace-muunnos on

m(A) = f 
Jo

-\t

„n=l
dt

°° лоо= £/ e-^+^dt

00 i

n= 1 A + er (4.231)

Käytetään kaavaa (4.90) funktiolle f (s) = Koska

r\f'(s)\ds= f
Jo Jo

oo e*

|(A + e*)2|
ds
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da
f00 e3

Л ^[i + t2^)2]

= ¿ (¡-ах<*ал(^±±))

= o(è).

kun <7 —» oo, niin kaavan (4.90) perusteella

<А)-ГгЬл+0(ш)

= /°°- 1... ■<Ü/ + Q(T^Ï)
v(X + u) к |A|;

1 /*°° 1 1 1-л/ (;-гт^+0<ш>
= 1ЦА+1) + 0(^),

(4.232)

(4.233)

missä tehtiin muuttujanvaihdos v = e® ja Л —» oo pitkin imaginaariakselin suun­
taista suoraa. Binomikaavaa käyttäen saadaan (c lauseen 1 mukainen)

WfiHß + m(0) - m(A)) = - iln(A + 1) + О(щ))

A
c
A
c

1 + i¿¿b<A + 1) + 0(Á(

- 7+dvlnA+0(1)’ (4.234)

sillä suurilla A:n arvoilla ln(A + 1) Rd In A. Rayleigh’n ongelma ratkaisu (2.19) on 
täten

i »7+ioo -i
u(t,x) = — i=3»e0(1)dA. (4.235)

¿7TZ J«y—joo ^

Kun A —► oo pitkin integroimisreittiä, integrandi vähenee |A|:n negatiivisessa 
potenssissa, jonka eksponentti on verrannollinen z:ään. Täten ratkaisun säännölli­
syys yli aaltorintaman x — et kasvaa z:ään verrannollisesti (tai yhtälailla <:hen ver­
rannollisesti). Kun t > O, ratkaisu on jatkuva kohdassa x = et, sillä Å1^3» on 
integroituva pitkin kaavan (4.235) integroimisreittiä ja integraalin suppeneminen 
on tasaista <:n suhteen heti, kun t > 0.
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Lasketaan lemman 8 mukainen lauseke exilie. Lauseen 7 edellä laskettiin 
Ti = -c ja \ffdej\ = joten (/> = 1)

«l = —r lim (— <j$Srh(ia)/Inc).2cä cr—юo 7
Kaavan (4.231) mukaan

71=1

joten c = y//3 + l/(e — 1). Lisäksi

—a^Srh(ia) = —crö

C

00 i
^ гсг + en
,n=l

—<7

n=l e2n + o-2
oo 1

- 53 е*п/а2 + 1'
n=l '

(4.236)

(4.237)

(4.238)

Korvataan lausekkeessa (4.238) summa integraalilla. Olkoon /(s) = ea,^ä+1', 
jolloin kaavan (4.90) mukaan korvauksessa syntyy virhe

< f(°°) - m = 1/al+1 -> 1. (4-239)

kun cr —> oo. Virhe (4.239) on luokkaa o(ln a), kun <r —» oo, eikä siten vaikuta 
оц :n arvoon. Raja-arvoksi saadaan

lim (—crSsrkUcr)/ In cr) = lim —f 
cr—oo <T—oo In (7 J0 -dte2t/<72 + 1

— Г - V d-г
no- Л/сгЗ (г + 1)г
1 /*°° 1 1= Um ------  / (- - ~^—)dz

СГ-400 2 ln (7 JUøi Z Z + 1

— Um
er—>ос 2 ln

= lim ln(1+,r2) 
0—400 2 ln<7

= 1, (4.240)

missä tehtiin muuttujanvaihdos z = e2í/C72. Yhden derivoituvuusasteen saavut­
tamiseksi tarvittava matka on

(4.241)
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5 Yhteenveto

Työssä on tarkasteltu aaltojen etenemistä lineaarisesti viskoelastisessa puoli- 
äärettömässä yksiulotteisessa kappaleessa x > 0. Erityisesti työssä on selvitetty, 
miten aaltojen etenemistä kuvaavan Rayleigh’n ongelman ratkaisun u(t, æ) sään­
nöllisyys riippuu väliaineen muistifunktion m(t) singulaarisuudesta origossa.

Muistifunktion m oletetaan olevan positiivinen, ei-kasvava ja integroituva 
äärettömyydessä sekä tm(t):n integroituva origossa. Jos m on integroituva origos­
sa, aalto etenee äärellisellä nopeudella c. Jos m ei ole integroituva origossa, ete­
nemisnopeus on ääretön.

Jos m(0) < oo ja M{t) = m(s)ds on log-konveksi, niin и on epäjatkuva 
yli suoran æ = ci ja epäjatkuvuuden amplitudi vähenee eksponentiaalisesti. Jos 
m 6 C^fOjOo), niin и E C°°, kun 0 < x < et, ja и = 0, kun x > et. Jos m on 
täysin monotooninen, niin и on analyyttinen alueissa 0 < x < et ja x > et.

Mitä voimakkaampi on muistifunktion singulaarisuus origossa, sitä säännölli­
sempi ratkaisu on yli aaltorintaman. Jos M on log-konveksi ja tapauksessa c < oo 
lisäksi m absoluuttisesti jatkuva, niin и on jatkuva alueessa t > 0, x > 0, jos ja vain 
jos m(0) == oo. Jos m on konveksi ja m:llä on origossa logaritmista heikompi singu­
laarisuus, niin и on jatkuva, mutta и C1 yli aaltorintaman. Jos m on konveksi ja 
m:n singulaarisuus origossa on logaritminen, niin ratkaisun säännöllisyys yli aalto- 
rintaman kasvaa ajan kasvaessa. Jos m E T1(0,1) on konveksi, niin и E C°°(t > 0, 
x > 0), jos ja vain jos m:n singulaarisuus origossa on logaritmista voimakkaampi. 

Jos m on täysin monotooninen ja integroituva origossa, niin и on analyyttinen 
alueessa 0 < x < et ja и = 0, kun x > et. Jos m on täysin monotooninen eikä ole 
integroituva origossa, niin и on analyyttinen alueessa t > 0, x > 0.

Yllämainittujen asioiden todistukset pohjautuvat useaan eri kirjallisuusviit­
teeseen. Kirjoittajan omaa ansiota on todistusten yksityiskohtainen läpikäyminen 
sekä havaittujen epätäsmällisyyksien ja jopa virheiden korjaaminen. Omaksi an­
sioksi on myös luettava useammasta eri viitteestä yhtenäisen esityksen luominen. 
Lisäksi työssä on todistettu uusi tulos: Jos m ei ole integroituva origossa ja kiin­
teällä 7 > 0 on olemassa vakio a > 0 siten, että + ier)| > a|$sM(7 + г<т)|
kaikilla cr E R, niin и E C°° alueessa t > 0, x > 0.
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