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HELSINGIN KAUPPAKORKEAKOULU
Kansantaloustieteen laitos
Pro Gradu -tutkielma

Tiivistelmé
Kiisiteltivat mallit

Kasiteltidviksi on valittu kolme erilaista, mutta mééarétyilla parametriarvoilla toi-
sillensa hyvinkin ldheistd epalineaarista tilaavaihtavaa aikasarjamallia. Késitelta-
vit mallit ovat STAR-malli (Smooth transition autoregressive model), SETAR-
malli (Self exciting threshold autoregressive model) seké néistd hieman enemmén
poikkeava Hamiltonin tilaavaihtava malli (Markov/Hamilton switching regime
model). Tyossd mainitaan myos joitain eri versioita naistd malleista ja kerrotaan
lyhyesti niilld malleilla tehdyistd tutkimuksista.

Mallien vertailu keskendin

Esiteltyja malleja vertaillaan keskendan, millaisin oletuksin mallit lahestyvit toi-
siaan ja milloin ne eroavat ominaisuuksiltaan huomattavasti toisistaan. Ty0ssd on
esitelty lyhyesti myds niitd lineaarisia malleja, joita kasiteltédvat epélineaariset
mallit 1dhestyvit joillakin parametriarvoilla.

Mallien vertailu satunnaiskulku malleihin

Monissa tutkimuksissa on paadytty kdyttdméén lineaarisia malleja, koska epéline-
aariset tilaavaihtavat mallit eivit ole pystyneet niitd parempaan ennustamiseen.
Tydssa on vertailtu satunnaiskulkumalleja tilaavaihtaviin malleihin ja selitetty
niitd teoreettisia syitd, jotka voivat aiheuttaa tilaavaihtavien mallien ennustusky-
vyn heikkenemistd. Samalla on pohdittu ennustuskyvyn vertailun mittausmene-
telmien sopivuutta taloudellisiin aikasarjoihin perustuviin malleihin.

Avainsanat

Tilaavaihtavat mallit, kynnysmallit, Smooth transition AR -mallit, Self exciting
threshold -mallit, Markovin ketju, Hamiltonin tilaavaihtava AR -malli
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1. Johdanto

1.1 Tyon rajaus ja tavoitteet

Tamaén tyon tarkoituksena on esitelld lukijalle kolme erilaista tilaavaihtavaa epili-
neaarista aikasarjamallia ja keskittyd ndiden mallien teorian esittelyyn. Kyseiset
kolme mallia on valittu tdssd tyossd kasiteltdviksi, koska ne mielestini antavat
hyvan yleiskuvan tilaavaihtavista aikasarjamalleista. Taman lisdksi tietddkseni
mitadan naistd malleista ei ole aikaisemmin kisitelty Helsingin kauppakorkeakoulun
pro gradu -tutkielmissa.

Tyossd keskitytddn myos kasittelemddn niitd rajoitteita ja ongelmia, joita niilld
malleilla on. Samalla kun tutustutaan niihin oletuksiin ja ominaisuuksiin, jotka
erottavat ndma kolme mallia toisistaan, tutustutaan myos tilanteisiin, joissa valitut
mallit lihestyvit toisiaan.

Tilaavaihtavia malleja verrataan myos satunnaiskulkumalleihin, ja tdssd yhteydessd
kerrotaan miksi ja millaisissa spesifioinnin tai estimoinnin virhetilanteissa satunnais-
kulku on teoriassa parempi menetelmé mallintaa aikasarjaa.

Jotta myos mallien kéayttd tutkimuksissa tulisi tutuiksi lukijalle, tyossd kisitelldan
joitakin mallien spesifiointiin, estimointiin ja testaukseen liittyvid menetelmid. Naita
laajoja ja mielenkiintoisia asioita on pyritty esittelemiéin siten, ettd niiden perus-
periaatteet selvidisivat lukijalle. Tyon koon lisiksi rajoitteeksi menetelmien esit-
telysséd tulee vaihtoehtoisten menetelmien suuri méaard. Vaikka tirkeimmaét néistd
on yritetty vahintdankin mainita, ei laheskddn kaikkia menetelmid ole pystytty

mainitsemaan.



Epilineaarisilla malleilla ennustamiseen, etenkin ennustettaessa useita periodeja
eteenpiin, liittyy paljon teoriaa ja paljon ongelmia. Nihin seikkoihin ei tdssd tyossa
voida puuttua’.

Monet epilineaariset mallit ja nithin liittyvdt menetelmit perustuvat lineaarisiin
malleihin. Naiden esittely ei kuulu timén tyon piiriin. Lukijan oletetaankin tuntevan
tavallisimpien lineaaristen mallien teoriaa sekd menetelmié niiden estimointiin ja
testaukseen.

1.2 Peruskisitteiti

1.2.1 Kiytetyt termit

Tassd tydssi on pyritty mahdollisuuksien mukaan kéyttimdin suomenkielisid
vastineita kaikille tyohon liittyville matemaattisille ja tilastollisille vieraskielisille
termeille. Poikkeuksen tekevit ne vakiintuneet mallien nimet ja termit, jotka
voidaan olettaa lukijoiden tunnistavan. Joistakin sanoista on saatettu kayttaa
asiayhteydestd riippuen myos englanninkielistd termid, mikali se sekaannusten
vilttamiseksi on ollut suomennettua termié parempi vaihtoehto. Alkuperainen termi

on vihintiin ensimmaiselld kerralla lisdtty suluissa suomennoksen peraan.

1.2.2 Satunnaiskulku ja trendit

Satunnaiskulussa (Random walk, jatkossa RW) hetken t+1 havainnon oletetaan

noudattavan seuraavaa yhtaloa:

yl+]=yt+8t (1'1)

! Aiheesta 16ytyy lisaa mm. lihteestd Granger & Terdsvirta (1993), sivuilta 130-147.



missé & ~ nid.
Mikali yhtalé on muotoa:
Y =H+)Y, tE (1.2)

Mikili z on nollasta poikkeava vakio, kutsutaan mallia satunnaiskuluksi siirtymalla
(random walk with drift, jatkossa RW-D).

Mikili # = 0, on E(ys;) = y: kaikilla i € Z". Kun i lahestyy adretontd myos ennus-
teen varianssi lihestyy adretonta. Mikili u # 0, lahestyy ennuste joko déretonté tai

miinus d4retontd 4:n etumerkista riippuen.

Trendit

Mikaili malli noudattaa satunnaiskulkua siirtyméllda (RW-D), on mallilla stokastinen
trendi. Stokastisessa trendissd hetken t+1 odotusarvo riippuu hetken t havainnon
arvosta esimerkiksi siten, ettd E(Ay;) = u eli muutoksen oletetaan pysyvan vakiona.
Havainnon yi+> odotusarvo on siis E(yw2) = y: + 2u. Trendisuora toisin sanoen

siirtyy kulkemaan aina viimeisimman havainnon kautta.

Deterministisessd trendissid havainnot sijaitsevat trendisuoran ymparilld. Hetken t
havainnon arvo ei vaikuta hetkien t+1, t+2, ... havaintojen odotusarvoihin, vaan

havaintojen odotusarvot noudattavat esimerkiksi yhtdlod E(ye:) = a + B(t+).

1.2.3 Heteroskedastisuus

Heteroskedastisuudella tarkoitetaan tilannetta, jossa mallin virhetermin varianssi ei
pysy vakiona yli ajan. Vastaavasti homoskedastisuus tarkoittaa virhetermin varians-
sin pysymisti vakiona. Heteroskedastisuudella on monia syita ja sité voidaan yrittad
poistaa monella eri tavalla, esimerkiksi logaritmoimalla havaintosarja. Kiinnosta-



vaksi heteroskedastisuus tulee, jos virhetermin varianssi pystytaan mallintamaan ja

ndin myds ennustamaan.

Heteroskedastisuus aiheuttaa ongelmia mm. tehtyjen mallien ennusteiden luotta-
musrajoille. Erityisen paljon huomiota varianssin mallintamiseen on kiinnitetty
johdannaismarkkinoilla, missd volatiliteetti on tirkeéd tuotteiden hintoihin vaikut-
tava tekija.

1.2.4 Matriisin ominaisarvot ja ominaisarvovektorit

Matriisin ominaisarvolla (characteristic root, eigenvalue) tarkoitetaan lukua k, joka
toteuttaa yhtdlon

AX = kx (1.3)
siten, ettd silld on muitakin ratkaisuvektoreita kuin triviaaliratkaisu eli nollavektori.
Tallaisia ratkaisuvektoreita x kutsutaan matriisin A ominaisvektoreiksi tai ominais-

arvovektoreiksi (characteristic vector, eigenvector)®.

1.2.5 AR- ja ARMA -mallit

AR-mallin historia

AR (Autoregressive) -malli on ollut aikasarjamalleja rakennettaessa mallien perus-
tana yli 60 vuoden ajan. Vuonna 1927 Yule® esitteli auringonpilkkuja koskeneen
tutkimuksensa, jossa oli mallinnettu auringonpilkkujen esiintymistiheyttd AR-mallin
avulla.

2 Lisa4 ominaisarvoista ja -vektoreista 16ytyy lihteestd Chiang (1984).
* Mainitaan yleensi kaikissa lihteiss# alkuperiiseksi AR-malliksi. Téssd viitattu lihteeseen
Tong (1983), sivu 6.



AR- ja ARMA -malleja on kéytetty paljon taloudellisissa aikasarjoissa, koska ne
mahdollistavat symmetristen syklisten muutosten mallintamisen. Ongelmaksi naissa
lineaarisissa malleissa muodostuukin juuri vaatimus syklien symmetrisyydesta.
Téma vaatimus harvoin toteutuu taloudellisissa aikasarjoissa.

AR-malli
Olkoon Y, selitettivan muuttujan arvo hetkelld t. Yy:n arvo riippuu sen viiviste-

tyistd arvoista Y, missd i € {1, ..., n} ilmoittaa kuinka monella jaksolla arvoa on
hetken t suhteen viivistetty. @:t ovat parametreja ja ¢ virhetermi.

AR(p) -malli:

Y, =¢,+0,Y,, +,Y, , +-- + $.1, . ¥E, (1.4)
missd

E(g)=0

E(e)=0"

62l<w

ja virhetermi ¢ on valkoista kohinaa ja &:t eivét ole korreloituneita yli ajan.

Ehdollinen odotusarvo Yi:lle sarjassa AR(p) on seuraava:
E(YJYH:Yz—z:---) =¢o +¢1Yr—1 +¢2Yr-2 et ¢pr—p (1-5)
Ehdollinen odotusarvo muuttuu siis yli ajan. Ei-ehdollinen odotusarvo E(Y,) taas

pysyy koko ajan vakiona, olettaen mallin olevan kovarianssistationaarinen.

¢,
EX,)= 1.6
R ,) 0N




AR(1)-mallin erikoistapausta, jossa ¢; = 1 ja ¢o = O kutsutaan satunnaiskuluksi
(RW) ja mikili ¢o # 0, niin satunnaiskuluksi siirtymélla (RW-D). Kyseisid malleja
on jo kasitelty kappaleessa 1.2.2.

ARMA-malli

AR-mallia yleisempi on ARMA-malli, jossa viivéstettyjen selitettavien liséksi
kaytetaan selittajind viivastettyjd ja painotettuja virhetermejd. Yhtdld on yleisessa

muodossa:
P q
Y, =¢, +Z¢th-j +Zex'£x-i (1.7)
j=1 i=0

missa
&. on hetken t-i virhetermi ja

6; on kyseisen virhetermin paino

ja missa 6o # O ja yleisesti vield madritelldan 6, = 1. Ylld olevaa mallia merkitdan
yleensd Y; ~ ARMA(p, q).

Mikili ARMA-mallissa AR-termien mééréksi asetetaan nolla eli kasitelldén tapaus-
ta ARMA(0, q), paadytaan erikoistapaukseen, jota kutsutaan MA(q) -malliksi
(Moving average model).

Yksikkoympyri ja sarjojen suppeneminen

Seki AR(p)- etti ARMA(p, q) -mallit ovat suppenevia ja kovarianssistationaarisia,
mikéli yhtalon:

1-gz-¢z'—.~¢,2" =0 (1.8)



juuret ovat yksikkoympyran' ulkopuolella (Hamilton 1994, 58). ARMA-mallin

stationaarisuus riippuu siis pelkastdéin mallin AR-osan parametreista.

Ergodisuus

Sarjan ergodisuudella tarkoitetaan sitd, ettd mallin parametrin estimaatit tarken-
tuvat, kun sarjaan lisétdan uusia havaintoja. Esimerkki ei-ergodisesta sarjasta on
y = sin(t). Ergodisuuden testaus paattyvastd sarjasta on mahdotonta, mutta
joidenkin sarjojen tiedetéién olevan ergodisia. (Granger & Terasvirta 1993, 9-10)

1.2.6 Kaoottiset sarjat

Kaoottisuus aikasarjassa

Mitaan yleisesti tai tieteellisesti hyvaksyttyd maaritelméd kaoottisuudelle (Chaos) ei
ole olemassa (Cuthbertson 1996, 195). Kaoottiseksi aikasarjaksi kutsutaan
determinististé aikasarjaa, jossa pienikin alkuarvon tai parametrien arvojen muut-
taminen muuttaa sarjan muotoa huomattavasti. Satunnaisesta ja epasaannollisestd
ulkoniostiin huolimatta puhdas kaoottisuus ei siis pidd sisallddn minkéaénlaista
stokastista komponenttia, eli kaoottisten aikasarjojen tulevat arvot eivit ole miten-
kiin ennalta arvaamattomia. Ennalta arvaamattomuuden sijaan ongelmana on
sarjan herkkyys parametrien ja havaintoarvojen estimointi- ja pyoristystarkkuudelle.
Suurimmassa osassa kaaosmalleja mallien herkkyys ei kuitenkaan ilmene lyhyen
aikavilin ennusteissa, vaan vaikutus kumuloituu ja kertautuu pidemmissé

ennusteissa.

4 Yksikkoympyri ja juurien sijainti selitetdin mm. kirjassa Chiang (1984), kappaleessa 15.3
Analysis of the complex-root case.




Normaalin deterministisen kaaoksen lisdksi sarja saattaa pitdd sisdllasn satunnai-
suutta, jolloin aikasarjan havainnot poikkeavat kaoottisen sarjan mukaisista
arvoistaan aika ajoin ilmenevilld pienenpienilld satunnaisilla muutoksilla. Tallaista
sarjaa kutsutaan kohinakaaokseksi (Noisy chaos).

Téassa tyossd kiinnostusta herdttdd ainoastaan se, ovatko estimoidut mallit
todellisuudessa kaoottisia vai eivit. Tama tieto on tdrkedd ennustemalleja tehté-
essd. Kantaa ei oteta sithen, noudattavatko jotkin taloudelliset muuttujat teoreet-
tisesti jotain kaoottista mallia.

Kaoottisuuden ongelmat

Kaoottisuus ei ole toivottu ominaisuus stokastisiksi oletetuissa taloudellisissa
aikasarjoissa. Myos ennustemalleja laadittaessa pitdd huomioida, ettei ennusta-
misessa kaytetty malli ole luonteeltaan kaoottinen ainakaan niilli parametreilla,
jotka malliin on estimoitu. Kaoottisuus saattaa tehdd ennustemallista niin epésta-
biilin, ettd jo pelkkd mallin estimoiminen toisella tietokoneella saattaa muuttaa
mallin selitysastetta merkittavasti.

Kaoottisia sarjoja pystytddn muodostamaan, lahteestd riippuen, noin kahdellakym-
menelléd erilaisella kaavaperheelld, jotka eroavat toisistaan huomattavastikin. Paitsi
ettd kaoottinen sarja on herkka pienillekin muutoksille, myds sen havaintojen
jakauma on herkkd minimaalisillekin muutoksille.

Kaoottisen sarjan tunnistamiseen on kehitetty joitakin menetelmid. Naiden kaytto
on kuitenkin ongelmallista niiden vaatimien hyvin pitkien havaintosarjojen vuoksi,
esimerkiksi yli 20000 havaintoa. Kohinaa sisiltivin kaoottisen sarjan (Noisy
chaos) tunnistaminen on vieldkin vaikeampaa. Taloustieteellisissd aikasarjoissa,
jotka yleensd ovat suhteellisen lyhyitd, ei juurikaan ole mahdollista tunnistaa



kaoottisuutta havaintosarjasta testaamalla. (Cuthbertson 1996, 195). Estimoidusta
mallista simuloimalla se saatetaan pystyd havaitsemaan.

Deterministiset kaaossarjat saattavat muodostaa useampihuippuisia jakaumia, jotka
eivit ole millekédn tietylle kaoottiselle prosessille kaikilla alkuarvoilla samanlaisia.
Tallaisten monihuippuisten jakaumien erottaminen niistd useampihuippuisista
jakaumista, joita tédssd tydssd halutaan mallintaa epilineaarisilla malleilla, on erittédin

vaikeaa.

Taloudellisia aikasarjoja mallinnettaessa usein tyydytaan sithen, ettd rittdd kun
testataan onko virhetermi normaalisti jakautunut. Mikali normaalisuusoletus on
voimassa, ei mahdollisesta kaoottisuudesta valiteta.

Esimerkki kaoottisesta sarjasta

Yksinkertaisimpia kaoottisia malleja on seuraava yhtilo, jonka R.M. May esitteli
1976 (Tong 1990, 60):
Y, =AY,(-¥,,) (19)

misséd 4 > 0 on yhtadlon parametri.

Parametrin A arvo vaikuttaa huomattavasti yhtdlon muodostaman sarjan kaoot-
tisuuteen. Tassd yhteydessé kasitelldan vain tapauksia, joissa lahtéarvo 0 <Y, < 1.
Esimerkiksi arvolla A = 2, sarja konvergoituu arvoon 0.5. Itse asiassa yhtilo
konvergoituu johonkin tiettyyn arvoon kaikilla 0 < 4 < 4. Sarja rajéhtaa mikali 4 >
4. Mikili parametri A = 4, sarja on kaoottinen ja se saa arvoja vililla 0 <Y; < 1.

Jotta yhtdlon sensitiivisyys alkuarvon pienelle muutokselle tulisi ilmi, vertaillaan
saman yhtdlén, joka on muotoa (1.9), muodostamaa aikasarjaa kahdella eri
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alkuarvolla Y. Olkoon molemmissa yhtzlsissa A = 4. Olkoon sarjan A Yo = 0.36
ja sarjan B Yo® = Yo+ 107,

1 § i i
0.9 . i |
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Kuva 1. Saman kaoottisen yhtiilon tuottamat aikasarjat kahdella eri
alkuarvolla.

Jotta sarjojen eroavuus ja epasaénndllinen kayttaytyminen tulisi selvemmin esille,
on kuvassa 2 sarjan A havainnosta vihennetty sarjan B saman hetken havainnon

arvo.

ocooo
NSO
——‘%

A A |
IAI[IIIIIII!I!T!j‘!’IVIVIII III‘IYI‘[]IIII‘II1\'FI\
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Kuva 2. Kaoottisten sarjojen A ja B erotus.



11

2. Epilineaariset mallit

2.1 Erilaisia epilineaarisia malleja

Heti kun jitimme taaksemme suhteellisen mukavan lineaaristen mallien maailman,
eteemme paiskautuu mahdollisten yleisten epilineaaristen mallien G (generic
models) darettomyys” (Tong 1983, 34).

Monet kansantaloustieteen tutkijat esittivat mielelldin malleja, joissa on yli- ja
alarajat (floors and ceilings), puskurivarastoja ja vaihtuvia tiloja (Granger &
Terasvirta 1993, 1). Nima seikat huomioivia lineaarisia malleja on erittdin hankala,
ellei mahdoton, rakentaa.

Usein oletetaan, ettdi markkinat ovat tdysin tehokkaat ja ettd ne noudattavat
satunnaiskulkua (Random Walk). Tillaisen oletuksen todistaminen on o0soit-
tautunut lahes mahdottomaksi. Paljon todennikdisempi oletus markkinoille on, ettd
ne ovat ajoittain tehokkaat ja noudattavat satunnaiskulkua mutta osan ajasta jotain
muuta mallia. Tillaiseen oletukseen paatyi mm. Pfann tutkimuksessaan 1996°.

On todisteita, ettd koroissa on epilineaarista dynamiikkaa sekd odotusarvoissa ettd
varianssissa (Pfann et al 1996, 150). Varianssin mallintamisessa kiytetdéan usein
ARCH -mallia tai sen laajennuksia. Epilineaarisuuden huomioiminen varianssin
ohella myos keskiarvon/odotusarvon mallintamisessa on sen sijaan suhteellisen
uutta taloustieteessd. Ensimmiiset tallaiset tutkimukset ilmestyivat vasta 1980 -

luvun loppupuolella®.

5 Tarkemmat tiedot tutkimuksesta lihteesti Pfann et al (1996) sivu 151.
¢ Esimerkiksi Hamilton(1998) ja Grangerin (1993) tutkimukset yhdysvaltain lyhyistd koroista.
Muita vastaavia tutkimuksia mainitaan artikkelissa Pfann et al (1996), sivulla 150.
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Tong’ luokitteli epalineaarisia malleja seuraaviin ryhmiin:

Luokka Malli Esimerkki®

Piecewise linear models Self-exciting threshold models SETAR
Open- and Closed loop threhold TARSO
autoregressive systems TARSO
Eksponential autoregressive model EAR
Markov-chain-driven models
Asymmetric moving-average models ASMA

Piecewise polynomial models Hard- and soft censoring

Smooth threshold autoregressive | STAR LSTAR

models ESTAR

Amplitude-dependent exponential | EXPAR

autoregressive models

Fractional autoregressive models | FAR

Product autoregressive models PAR

Random coefficient autoregressive | RCA

models

Never exponential autoregressive | NEAR

models

Autoregressive models with

discrete state space

Bilinear models

Non-linear movin-average models | NLAR

Autoregressive conditional ARCH

heteroscedasticity models GARCH

Taulukko 1. Erilaisia epilineaarisia malleja.

Seuraavat esiteltavat mallit eivit ole tyon kokonaisuuden kannalta keskeisid, mutta

ne antavat vertailupohjan muiden epélineaaristen mallien kasittelylle. Kyseiset

mallit esitellddn vain pintapuolisesti, esim. jokin yksittdinen malli kokonaisesta

malliperheesta.

7 Poimittu Tong (1990) sivuilta 96-116.
¥ Nama esimerkkimallit on esitelty tissd tydssd. Osa malleista, jotka on jatetty esittelemitts, on
luonteeltaan sellaisia, etti niille on vaikea keksid kayttod taloustieteessd. Tyd keskittyy erityi-

sesti tummennettuihin malleihin.
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2.2 EAR-malli

EAR-malli (Exponential autoregressive model) on myéhemmin esiteltédvien kyn-
nysmallien erikoistapaus. Esimerkkina tastd mallista on EAR(2)-malli, jossa tila s
on riippumaton muuttujasta X;. Talloin yhtlé saa muodon:

X, =a. X, ,+b X, ,+& 2.1)
missé & ~nid ja missi s on tilan ilmoittava satunnaismuuttuja, joka saa arvoja
seuraavasti:

_{l todenndkoisyydelld 1-a,
‘|2 todenndkoisyydelld  a,
Yleensé malliin vield liitetdan ehto:
a#0 b =0
a,=0 b,#0

(Tong 1990, 101-102)

2.3 ASMA-malli

ASMA-malli (Asymmetric moving average) eli epasymmetrinen liukuvan keski-
arvon malli on tyypillisesti seuraavaa muotoa:

X,=¢,+he,, (2.2)

missa

1 jos g, ,<0
8. =
12 s w20

ja &~ iid.
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Malliin voi lisitd pidemménkin liukuvan keskiarvon rakenteen kuin mitd esimer-
kissd néytetiin. Huomaa ero myohemmin esiteltdvdin normaaliin kynnysmalliin,
jossa kynnykset liittyvit muuttujan X.; arvoihin. (Tong 1990, 103)

2.4 ARCH- ja GARCH -mallit

Noudattakoon y; AR(p) prosessia:

Y =@+ Y, +¢, Y, , +--+¢, Y _, +6, 2.3)
missd

Cov(e,,e,_,)=0 2.4

Tastéd seuraa ettd & ei ole ennustettavissa.

Mikali jakaumassa on havaittavissa paksut hinnat (leptokurtosis), toisin sanoen
kurtositeetti > 0 ja jos vield havaitaan etté &:t ovat keskenaan riippuvia eli
Cov(g?,&2,)#0 (2.5)

t-s

misté seuraa ettd & ~ nid ei pade, ja ettd & on ennustettavissa.

Tillaisessa tapauksessa voidaan olettaa ARCH (Autoregressive conditional hetero-
scedasticity)- ja GARCH (Generalized ARCH) -mallien toimivan volatiliteetin

ennustamisessa.
ARCH-malli

Noudattakoon y; AR(p) prosessia:
Y, =@y +SY,  +dY, , +-+9,Y, , +u, (2.6)
missé u; on mallin virhetermi, joka méaarédytyy seuraavasti:

u, =[h, @.7)
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missé v; ~nid ja E(v;) =0 ja E(v{®) = 1, ja missa h, saa muodon
h, =a,+).q W, (2.8)
i=l

Talléin sanotaan ettd u, ~ARCH(m), jonka Engle alunperin esitteli vaonna 1982.

Koska hZ on oltava kovarianssistationaarinen, on sen juurien oltava yksikkoym-
pyrédn ulkopuolella. Koska h? ei myoskaan voi olla negatiivinen milléén reaalilu-
kujen joukolla {h., ho, ...}, tdstd seuraa ettd kaikki ¢; > 0,i€ {0, 1, ..., m}. Kun

molemmat edelliset ehdot yhdistetdan saadaan a;:té sitova ehto’:
200kl (2.9
i=1

Huomaa etti AR-mallin ei-ehdollinen odotusarvo voidaan sovittaa ARCH-malliin,
jolloin saadaan laskettua mallin ei-ehdollinen varianssi E(u;’).

GARCH-malli

GARCH(r, m) -mallissa h:n yhtalo muuttuu seuraavasti:
h =a,+Y.aul,+Y Bh_; (2.10)
- =l Jj=1
Jotta GARCH-mallilla pitisivit vastaavat stationaarisuusehdot kuin ARCH-
mallilla, on seuraavien ehtojen tdytyttava:
2;20,i€{0,1,...,m}jag;>0,je{l,...,r}ja
Max(m.r)

D (@, +pB)<1 2.11)

9 Nami, samoin kuin GARCH-mallin, ehdot ovat riittivid mutta eivat valttiméttomia. Katso
tarkemmat tiedot vilttiméttomisti ehdoista ARCH-kirjallisuudesta, tai esimerkiksi Hamilton
(1994) sivut 657-676.
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3. Kynnysautoregressiiviset mallit

3.1 Yleistd kynnysautoregressiivisisti malleista

TAR-mallit (Threshold autoregressive models) eli kynnysautoregressiiviset mallit
ovat paloittain eli aliotoksittain lineaarisia (Piecewise linear) AR-malleja. Sarjaa ei
ole kuitenkaan jaettu aliotoksiin ajan perusteella vaan kynnysmuuttujien (threshold)
arvojen perusteella. Jakaminen aliotoksiin ajan perusteella tarkoittaa tilannetta,
jossa aikasarja ennen mallin estimointia jaetaan esimerkiksi dummy muuttujilla
erilaisiin aliotoksiin. Téstd poiketen kynnysmuuttujien avulla aikasarjaa jaettaessa
valitaan ensin mahdollinen mallissa muutoksen aiheuttava muuttuja (leading
indicator), jolle estimoidaan aineistosta arvo tai arvot, joiden ylitys aiheuttaa
siirtymisen toiseen tilaan (state, regime) ja toisiin mallin parametreihin. On myos
mahdollista, ettd kynnysmuuttujia ei estimoida aikasarjasta, vaan niille asetetaan
tietyt ennaltaméaréatyt arvot. (Tiao & Tsay 1994, 111)

TAR-mallissa kynnysmuuttujana voi toimia miké tahansa havainnoitu eksogeeninen
tai endogeeninen muuttuja, niiden viivéstetty arvo tai useampi muuttuja yhdessa.
Tapausta, jossa kynnysmuuttujana on selitettdvan viivistetty arvo, kutsutaan
SETAR-malliksi (Self Exciting Threshold Autoregression).
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3.2 SETAR-malli

3.2.1 Mallin perusoletukset ja mallin esittely

Kynnysautoregressiivisissa malleissa vaihtuvat kdytettavit parametrit aina, kun
tietyt selitettaville tai sen viivistetylle arvolle annetut rajat ylitetdan johonkin
suuntaan.

Téllaiselle prosessin kayttaytymiselle 16ytyy paljon perusteluja kaytannosta, esimer-
kiksi korkojen noustessa tai valuuttakurssin muuttuessa keskuspankki puuttuu
toimillaan asiaan tai esimerkiksi inflaation muuttuessa kaksinumeroiseksi (double

digit inflation) saattaa markkinoiden kéyttaytyminen muuttua.

Seuraavissa yhtaloissd J kertoo eri mallien méairédn, d on parametri, joka kertoo
viivdstyksestd (lag parametri) ja c:t ovat kynnyksid eli rajoja mallien valilla.

Selitettava Y voi olla myds esim. Ay:.
4

k1
0] M m ;
04+ AOX, ,+6P jos ¢ <Y, <c
i=1

Y, =1 : (.1)

v
(J) (J) )
&+ Zﬁx X tg )_]OS IRE-9 APRY -

i=1

missd X voi olla joko jokin eksogeeninen muuttuja tai Y:n viivéstetty arvo ja f:t
ovat yhtdlén parametreja. ¢ ~ nid ja ¢co = -0 ja ¢; = co. Vield yleisemmaissa
muodossa malli on alla, missd eri tilojen yhtal6t on kirjoitettu vektorimuotoon.
Téasséd f on parametrivektori ja X on vektori, joka koostuu vakiosta, viivéstetyistd

Y:n arvoista ja muista selittéjista.
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BYX, +o%e, jos ¢,<Y_,<c
¥ = ; (2)
J Mg o
BY vo¥8’ jJos €, S /%0,

Huomaa, etti eri tilojen varianssit voivat poiketa toisistaan.

SETAR-malli esitetain usein kirjoituksen seassa muodossa'’ SETAR(J; 1y, ..., I;),
missé J kertoo tilojen méérén ja I, missd j = 1, ..., J, sen kuinka monta viivéstettyd
termid siind on mukana (vertaa AR(p)). Joissakin teoksissa on luku J jétetty pois

sulkujen sisélta, silld vastaavan tiedon nikee muiden parametrien madrasta.
Kynnysten olemassaolosta

Mielenkiintoinen oletus SETAR-malleissa on diskreetit kynnykset tilojen vililld. On
perusteltua miettid, onko tallaisia kynnyksia todellisessa prosessissa vai ovatko ne
vain mallin yksinkertaistamiseksi asetettuja keinotekoisia ja estimoituja rajoja.
Mallin spesifioinnissa on ongelmallista myds se, ellei teoriaa asiasta ole, kuinka
monta erillist4 tilaa malliin pitéisi ottaa.

Tutkimuksissa'’ on havaittu, ettéi esimerkiksi double-digit rajat todella aiheuttavat
kayttaytymisen muutosta markkinoilla. Samoin aikasarjat, joilla selvasti on kaksi tai

useampia toisistaan poikkeavia tasapainoja, ovat luonteeltaan kynnysmalleja.

19 Myds muotoa SEATR(d; L, ...,1;), missi d on kynnysmuuttujan viivistys, on kiytetty joissain
teoksissa.
! Tsllainen esimerkki 16ytyy lahteestd Pfann et al (1996).
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SETAR-mallin stationarisuus

Oman ongelmansa tuo tietysti sen madrittely, onko kaytettdva SETAR-malli
stationaarinen'? vai ei. Koko mallin stationaarisuuteen liittyvét ainoastaan kahden

uloimman tilan parametrit ja sisemmiit tilat saavat olla vaikkapa réjahtavia.

Vuonna 1985 Chan, Petruccelli, Tong ja Woolford maarittivit SETAR(, 1, ..., 1)
-mallille, jossa d = 1 eli mallille jossa jokainen tila on AR(1) -prosessi, ergodisuus-
ehdot®. Ehdot kohdistuvat mallin kahteen laitimmaiseen tilaan. Seuraavat ehdot
patevit siis ainakin SETAR(J, 1, ..., 1) -mallille™":

ﬁl(l) <l ﬁl(D < l, ﬂl(l)ﬂlm <1

p® =1, B <1, [P>0

ﬂl(l) < 1’ ﬁl(l) =1, ﬁo(l) < O

ﬂl(l) =1 ﬁl(l) = ﬂo(l) <0< ﬁo(l)

ﬂl(l) ﬁl(l) =1, ﬂl(l) 8 ﬂoa) + ,30(1) ﬁl(l) >0

Niiden ehtojen lisaksi SETAR-PH"-mallilta vaaditaan, etté volatiliteetin elastisuu-
den parametri y < 1 (Pfann et al 1996, 159).

12 pfann. Schotman ja Tschering (1996) esittavat joitakin stationaarisuuteen liittyvid ehtoja
artikkelissaan. Ehdot eivét kuitenkaan ole tiysin kattavia, ja tarkemmin stationaarisuuden
masrittimisesti voi lukea lihteestd Chang et al (1985).

13 Nami ehdot liittyvat ns. mallin Lagrange stabiiliuteen (Lagrange stability), joka on selitetty
tassd tyossd esiteltyjen mallien soveltajille riittavilla tarkkuudella lihteessd Tong (1990),
sivuilla 64-76. Ehtojen todistus 16ytyy lahteesté Chan et al (1985), sivuilta 270-276.

14| agrange stabiilisuus yleisemmin pétee myds muille malleille.

15 Malli esitellizin myShemmin kohdassa 3.2.2.
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3.2.2 Versioita SETAR-mallista

SETARMA-malli

Self Exciting Threshold Autoregression Moving Average, merkitdan usein
SETARMA(J; 1y, ..., Iy; ky, ...ky), on muuten samanlainen kuin SETAR-malli (3.1),
paitsi ettd siihen on lisatty MA eli liukuvan keskiarvon osuus. Yhtilona kyseinen
malli kirjoitetaan seuraavaan muotoon:
I k;-1
Y,=al +Y.a"F,+ ) K%, (3.3)
i=1 i=0
missi a9 ovat tilojen j mukaan muuttuvia vakioita ja h? tilojen j mukaan muuttuvia

virhetermin ¢ kertoimia.
TARSO- ja TARSC -mallit

TARSOKksi (Open-loop threshold autoregression) kutsutaan mallia (X, Yi), jossa
X, on havaittu selitettavia (output) ja Y, havaittu selittdja (input). Itse malli on
muotoa:
I; k-1
X =aP +Za,.‘”X,_,. +Zb,.(”Y,_,. +&7 (3.4
i=1 i=0
missd &9 kaikilla j = (1, ..., ¢) on heterogeenista valkoista kohinaa keskiarvolla 0

ja aarellisella hajonnalla siten, etta kaikki & ovat riippumattomia Ysta.

TARSC (Closed-loop threshold autoregression) malliksi kutsutaan mallia, jossa
seki (X, Yy) etti (Y, X;) ovat TARSOja. (Tong 1983, 61-62)
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SETAR-TWO -malli

Yleisessd muodossaan yhtélo on seuraavanlainen:

s 1) 1) : (2) 2)
B'X, jos ¢y <Y _,<¢q o€ Jjos ¢ <Y, _,<¢
Y, = : - :
' . 1) 1) : 2) (2)
B,'X, jos c;;<Y, ,<c; 0,6, Jjos c;53<Y ,<c¢;
(3.5)

misséd patevat samat ehdot kuin yhtalossa (3.1). Ainoana erona on, etté ¢ ja ¢
voivat olla joko samoja tai niiden arvot voivat poiketa toisistaan. (Pfann et all
1996)

Malli koostuu siis kahdesta osasta, joista ensimméinen kertoo tilassa vallitsevan
mallin ja toinen ottaa huomioon mahdolliset erilaiset varianssit eri tiloissa.

Kummallekin osalle on omat kynnyksensa.
SETAR-PH -malli

SETAR-PH, missd PH tarkoittaa suhteellista heteroskedastisuutta (proportional
heteroscedasticity), ottaa huomioon mallin varianssin muutoksen kertomalla
virhetermin varianssin lisiksi Y:n viivastetylld arvolla, joka korotetaan potenssiin y.
B'X,+o¥ e, jos c¢,<Y_,<c
Y= : (3.6)
B,' X, +oY e, jos c, <Y _,<c,

Malli vaihtaa siis tilaa vain keskiarvon muutoksen perusteella ja varianssin muutos
huomioidaan muulla tavalla (vrt. 3.5). Varianssin muutos huomioidaan suhteel-
lisena eli mitd suurempi viivdstetyn muuttujan arvo sitd suurempi varianssi. (Pfann
et all 1996)
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SETAR-LOG -malli

Logaritmisessa mallissa kiytetaan selitettévana logaritmia. Esimerkkind mallista
SETAR-LOG(1, 1), joka on muotoa:

O]

1n(Y,)={° i Y‘-‘“}m, 3.7

o Jos Y zc

Tissa erikoistapauksessa ei ole muita parametreja kuin fo, joka siis kertoo
kasvunopeuden. (Gerard et al 1996).

Tiao & Tsayn malli

Tiao ja Tsay esittelivdt yhteisesséd tutkimuksessaan 1994 SETAR-mallin, jonka
avulla he tutkivat Yhdysvaltojen BKT:n kehitysté toisen maailmansodan jilkeisend
aikana. Erityisesti suhdannekéznteet ja mallit suhdanteiden eri vaiheissa olivat
tutkimuksen kohteena.

Tutkittavaksi aikasarjaksi valittin BKT:n kasvunopeus. Malliksi valittiin
SETAR(4; 2, 2, 2, 2) ja viiveparametriksi d = 2. Normaalista SETAR-mallista
Tiaon ja Tsayn malli poikkesi valittujen kynnysten osalta. Kynnykseksi valittiin
apumuuttuja 4, joka vaikutti malliin seuraavasti:

O B0y PPy +e® o A=

Y. = : (3.8

w BVt By, +EP jos A=4

ja missé A sai arvonsa seuraavasti:

1 jOS yl—l s y,-z ja yl—z S 0
2212 I V>V J Yeas 0 (3.9)
3 jos y,<Y., Ja Y.,>0

4 jOS yr—l>yt—2 ja yt—2>0
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Yhtélén (3.8) ehdoista nihddan naiden neljén tilan taloudelliset merkitykset, jotka

ovat jarjestyksessd seuraavat (vertaa kuva 3):

|

2
3.
4

Taantuma, jossa taloudellinen tilanne huononee kiihtyvallé vauhdilla

. Kainne taantumasta parempaan (taantuminen hidastuu tai kaantyy nousuun)
Kaisnne nousukaudesta huonompaan (nousu hidastuu tai kazantyy laskuun)
. Nousukausi kiihtyy
1
Tila 3 Tila 4
y(t-2) 0
Tila 1 Tila 2
-1
i y(t-1) 1

Kuva 3. Tiao & Tsayn malliin valitut tilat.

TVECM-malli

Hieman erilaisen kynnysmallin esittelivit Martens, Kofman ja Vorst (1998)
tutkimuksessaan, joka kasitteli indeksifutuurien arbitraasihinnoittelua. Kaytta-
miansi mallia he kutsuivat TVECM (Threshold vector error-correction model)
-malliksi.

K
AX, = AP+ APAX, + Bz, +EP (3.10)
k=1
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missd AX, on differenssi selitettivistd muuttujasta, A?, tilasta j riippuvainen (2 x 1)
vakiovektori, A%, ovat K kappaletta tilasta j riippuvaisia (2 x 2) parametrimat-
riiseja, B9 on tilasta j riippuvainen (2 x 1) parametrivektori, E?, tilasta j riippuvai-
nen (2 x 1) jaanndstermivektori. K on viivistettyjen selittdjien méaaré ja z.; betalla

painotettu virheenkorjaustermi.

Tassi esitellyssa tutkimuksessa kynnyksié ei estimoitu aineistosta, vaan tilojen kyn-
nysten arvot laskettiin kédyttimalld futuurien arbitraasiehtoja ja leventamalld tata
arbitraasivapaata tilaa kaupankayntikustannuksien verran. Néin saatiin kaksi arbit-
raasin mahdollistavaa aluetta, joissa mallin parametrit poikkesivat arbitraasivapaan

alueen parametreista.
Yhteenveto SETAR-versioista

Seuraava taulukko on lyhyt yhteenveto erilaisista self-exciting threshold

autoregressive -malleista.

Malli Kynnys Erityistd Yhtilo
SETAR Yu <c 3.1
Y. >c¢
SETARMA |Kuten SETAR |Lisitty liukuvien keskiarvojen ominaisuus 3.3)
malliin
TARSO ja Kuten SETAR | Muitakin selittdjid kuin selitettidvan viivastetty | (3.4)
TARSC arvo.
SETAR- Kertoimille (f): | Eri kynnykset keskiarvolle (parametreille §) ja | (3.5)
TWO Yu< 26 varianssille.
Hajonnalle (0):
Yu<.2C
SETAR-PH |Y,; <c Virhetermissa on kertoimena varianssin lisiksi | (3.6)
Y >c¢ selitettdvin viivistetty arvo korotettuna
potenssiin .
SETAR-LOG |Ln(Y.,) <In(c) | Logaritminen malli. 3.7
Ln(Y.) > In(c)
Tiao & Tsay |Apumuuttuja | Apumuuttujaan vaikuttavat y., ja y.o arvotja | (3.8) ja
keskindiset suhteet. (3.9
TVECM Kuten SETAR | Vektori virheenkorjausmalli (ECM) (3.10)

Taulukko 2. SETAR-mallin versioita
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3.3 STAR-mallit

STAR-malleissa (Smooth transition autoregressive models) on kaksi tilaa, joissa
mallilla on eri muoto. SETAR-malleissa tilasta toiseen siirtyminen tapahtuu, kun
kynnysmuuttuja ylittdd sille madratyn arvon. STAR-malleissa tallaista kynnysta ei
ole, vaan malli siirtyy tilasta toiseen liukumalla.

Esimerkkini STAR-mallista voitaisiin pitdd saannosteltyd valuuttakurssia. Kun
valuuttakurssi on ldhelld haluttua tasapainopistettd, se noudattaa RW hypoteesia.
Mitd pitemmalle tdstd tasapainopisteestd ajaudutaan sitd enemmin keskuspankki
puuttuu avomarkkinaoperaatioiden kautta valuuttakursseihin, jolloin valuuttakurssi
alkaa lahestyd haluttua tasapainotasoa. Kaukana tasapainotilasta valuuttakurssi

saattaisi siis noudattaa esimerkiksi suppenevaa AR-mallia.

Siirtymisté tilasta toiseen liukumalla, perustellaan usein silld, ettd se vastaisi
paremmin todellisuutta kuin kiinted porras. Liukuma onkin helposti perusteltavissa
markkinoilla, jossa on paljon toimijoita. Jokaisella toimijalla saattaa olla oma
kynnyksensé, jolloin markkinat kokonaisuutena toimivat kuin jatkuva kertyma-
funktio. Vaikka kaikilla markkinoilla toimijoilla olisikin sama kynnys, ja paéatos olisi
diskreetti, saattaa toimijoilla kuitenkin olla erilaiset viiveet tapahtumiin reagointiin.
Myos tillaisessa tilanteessa koko markkinoiden siirtyméd nayttdd jonkinlaiselta
jatkuvalta kertyméfunktiolta.
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3.3.1 Mallin perusoletukset ja mallin esittely

STAR(p) -malli esitetdén yleensd muodossa:

y, =APX, +(APX))F(y, ) +¢&, (3.11)
missi & ~ nid(0,6%), A? = (@, ..., %), j=1,2, Xe=(1, Yu1, ..., Yip), P O0 AR-
mallin viivéstettyjen termien maird ja F on siirtymafunktio (transition function),
joka saa arvoja nollan ja yhden vililta. (Terasvirta & Anderson 1992, 120)

Mikili puhtaasta AR-oletuksesta malleissa luovutaan, voidaan yhtéloihin ottaa
mukaan my6s muita selittdjid kuin viivastetyt selittdjan arvot.

Tarked tekija mallissa on siirtymafunktion muoto. STAR-mallit nimetéénkin usein
juuri siirtyméfunktionsa mukaan.

STAR-mallit eiviat pysty ennustamaan shokkeja, jotka tulevat mallin kannalta
eksogeenisista muuttujista (Terdsvirta & Anderson 1992, 128). Taloudellisissa
aikasarjoissa tallaisia ovat esimerkiksi Oljykriisit. STAR-mallit pystyvat kylla
mallintamaan niiden kriisien aiheuttamat muutokset aikasarjassa, mutta uusia
mahdollisia oljykriisejd tai muita eksogeenisia shokkeja mallit eivdt pysty

ennustamaan.
Mallin juurien laskenta

STAR-mallin juuret kiinnostavat, kun halutaan tietdd, miten malli kayttaytyy
pitkalla aikavalilli. Juurten laskenta samoin kuin koko prosessin kayttdytymisen
mairittiminen on hankalaa, koska siirtyméfunktion airilaitojen valilla, eli kun 0 <
F(yid) < 1, on o masrd erilaisia mahdollisia parametrien arvoja. Yleisesti

tutkitaankin vain tapausten F(y.q) = 0 ja F(yiq) = 1 juuret.



27

Siirtyméfunktion aarilaitojen juuret kertovat mallin tekijélle huomattavasti enem-
mén kuin siirtyméfunktion muiden arvojen juuret, koska ne yleensd edustavat
nimenomaan niité tiloja, joita halutaan tutkia ja yritetaan mallintaa, esimerkiksi
taantumaa ja kasvuvaihetta.

STAR(p)-mallin juuret saadaan ratkaistua seuraavasta yhtalosté:
p .
22 - (@ +aPF)"’ =0 (.12)
j=1
missd 0 < F < 1, @t ovat mallin parametreja tiloissa (1) ja (2) ja p kertoo mallin
parametrien madran. Yhtilon ratkaisevat zt ovat mallin juuret. Yleensd siis

tutkitaan juuret vain arvoilla F € {0, 1}. (Terasvirta & Anderson 1992, 125)

3.3.2 Erilaisia siirtymifunktioita

Siirtyméfunktiolle F ei ole asetettu mitdéin muita ehtoja kuin ettd 0 < F(f) < 1
kaikilla # € R* missi & = (xy, ..., %) ja k on funktion F parametrien lukumaara.
Funktion arvoon voivat siis vaikuttaa paitsi endogeenisen muuttujan viivéstetty
arvo myos eksogeeniset muuttujat ja niiden viivéstetyt arvot. Kaikki tdssd tyossd
esiteltavit mallit riippuvat vain endogeenisen muuttujan d periodia viivastetysta

arvosta.
Logistinen siirtymifunktio

STAR-mallia, jonka siirtymafunktio on logistinen, kutsutaan LSTAR-malliksi.
Logistinen ~siirtymafunktio on muodoltaan paljolti samanlainen kuin
normaalijakauman kertymafunktio. Siirtymafunktio F(y.4) on jatkuva ja jatkuvasti

derivoituva koko alueellaan.
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Matemaattisesti funktio on seuraavanlainen:

F(, )= (1+exp[~7 (s =D~ (3.13)
missé parametri 7 > 0 ja parametrille c ei ole rajoituksia. Parametri d on viivastys-
termi, y kertoo siirtymafunktion jyrkkyydestd siten, ettd mitd suurempi y sitd
nopeampi on siirtyma tilasta toiseen ja parametri ¢ kertoo kohdan, jossa F(c) = 0.5.
(Terisvirta & Anderson 1992, 120)

Kuvassa 4 on esitetty kolme logistista siirtymafunktiota F(y, c) siten, ettd x-
akselilla on havainnon arvo ja y-akselilla siirtyméfunktion arvo.

1.00

0.0

0.80 /
0.70 i

™ L« —F(100, 0)
050 - | —F(15, 0)
0.40 : 1 Rai, F(5, 0)

0.30

. / i

» P !

020 y . 4
S ]

0.10 }
e / t

0.00 AT PP T T T T

1.0 0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.6 -0.5 -04 -0.3 -0.2-0.1 0.0 0.1 02 03 04 04 05 06 07 08 09 1.0

Kuva 4. Logistisia siirtyméfunktioita.

Logistinen funktio on siis ainoastaan yksisuuntainen eli jos perusmallina pidetdan
mallia (1) jossa F(y.a) = O pitdé havaintojen arvojen kasvaa, jotta siirryttaisiin
toiseen tilaan (2) jossa F(y.s) = 1. Vaikka aikasarjan havainnot laskisivat huomat-
tavasti alle perusmallin tasapainotilan, ei siirtymafunktion arvossa tapahdu

muutoksia.
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Eksponentiaalinen siirtymifunktio

STAR-mallia, jonka siirtymafunktio on eksponentiaalinen kutsutaan ESTAR-

malliksi. Myds tdmé siirtyméfunktio F(y.s) on jatkuva ja jatkuvasti derivoituva
koko alueellaan. Matemaattisesti funktio on seuraavanlainen:
F(y, ;) =1-exp(~7(¥,-a = ©)*) (.14

jonka parametreille on olemassa samat rajoitukset kuin yhtalossa (3.13). Parametri
v kertoo yhd mallin jyrkkyydestd ja d on viivastystermi (Terdsvirta & Anderson
1992, 120). Logistisesta mallista poiketen eksponentiaalinen malli kayttaytyy

seuraavasti:
(y'_dh_rcn)_)_wF U.)=1 (3.15)
samoin
Jim  F(, =1 (3.16)
Yi-d =€)

ja nollakohdan funktio saavuttaa, kun y.4 = ¢ eli F(c) = 0.

Kuvassa 5 on esitetty kolme eksponentiaalista siirtyméfunktiota F(y, c) siten, ettd
x-akselilla on havainnon arvo ja y-akselilla siirtymafunktion arvo.

1.00

0:90 ey \- \\ f ///‘ .
0.80 z \\E‘ \ :

0.70
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,I oy ' |—F(20,0)
J !,/ ;. F(5, o)
|

0.60

0.50

0.30

0.20

|
|
|
\

0.10

o:oo ; A/

yp—— T -r
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Kuva 5. Eksponentiaalisia siirtyméfunktioita.
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Kuten kuvista 4 ja 5 voidaan paitelld, on ndiden siirtymafunktioiden kayttay-
tyminen selvésti erilaista. Yhtalon (3.14) funktio painottaa tilan (2) parametreja sitd
enemmin mitd kauemmaksi tasapainotasosta, jossa vallitsee tilan (1) parametrit,

poiketaan olipa poikkeama sitten positiivista tai negatiivista.

Normaalijakauman kertymifunktio siirtymiifunktiona

Siirtyméfunktio voi olla my6s muotoa:

F(y,-,,)=<l{&*;c) (3.17)
4
missi ® on standardi normaalijakauman N(0, 1) kertyméafunktio. Kertymafunktio
on muotoa:
:
¢(z)=£—Ee 2 g (3.18)

(Tong 1990, 108)

Muodoltaan normaalijakauman kertyméfunktio noudattaa paljon logistista funk-
tiota. Kuvassa 6 on vaaleammalla viivalla piirretty normaalijakauman kertyma-
funktio N(0.05, 0.17) ja logistinen siirtymafunktio F(10, 0) tummemmalla.
Normaalijakauman kertyméfunktiota on siirretty 0.05 yksikkoa oikealle, jotta se ei
peittyisi logistisen siirtyméfunktion alle.
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Kuva 6. Normaalijakauman kertymifunktio verrattuna logistiseen

siirtyméifunktioon.
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4. Markovin tilaavaihtavat mallit

TAR-malleissa oletuksena on, ettd siirtymi tilasta (state, regime) toiseen voidaan
paittelld joko selitettdvén itsensé arvosta tai ettd jokin eksogeeninen muuttuja, joka
on havaittavissa, mairdda muutoksesta. Usein ei kuitenkaan voida paitelld, mika
tekija saa aikaan muutoksen mallin tilassa. Muutos on kuitenkin havaittavissa aika-
sarjassa ja voidaan olettaa, ettd tilojen muutosten todennikoéisyys saattaisi olla

laskettavissa.

Monissa taloudellisissa aikasarjoissa nousu- ja laskukaudet seuraavat toisiaan.
Vaikka kausien kestoa ei pysty tarkasti ennustamaan, on monissa tutkimuksissa
havaittu, ettd laskukaudet ovat nousukausia lyhyempid ja jyrkempia'®. Tallai-
sestakin aikasarjasta on vaikea l6ytdd niitd muuttujia, jotka aiheuttavat muutoksen
nousukaudesta laskukauteen ja péinvastoin. Yleensd syyt tdhdn kadnnokseen
vaihtelevat tapauskohtaisesti. Koska kyseiset tilat eivit myoskadan toistu saannol-
lisesti, on nousu- ja laskukaudet totuttu Kkisittelemddn omilla malleillaan ja
mahdollisesti ennustettu suhdanteen taitetta vield erikseen. Varsinkaan lineaariset
mallit eivat pysty kisittelemain téllaisia asymmetrisid kausivaihteluita (Goodwin
1993, 331).

Tapahtumien toistumisen rakentaminen mallin oletuksiin tuntuu joskus liian rohke-
alta ajatukselta. Esimerkiksi malli, joka on luotu kéyttden aikasarjaa, johon mahtuu
mukaan ensimmadinen tai toinen maailmansota, olettaa vastaavien tapahtumien tois-
tuvan tulevaisuudessakin. Toisaalta ennustaminen ja tieteelliset mallit olettavat, ettd

tulevaisuus on jollain tapaa samanlainen kuin menneisyys (Hamilton 1994, 690).

16 Asymmetriaa suhdanteiden vililli on tutkittu ja myds todisteita raportoitu Keynesin ajoista
lahtien. Tassd tydssd viittaan kuitenkin Goodwinin (1993) Hamiltonin mallilla tehtyyn
tutkimukseen, joka 16ysi merkittivdi epdsymmetriaa, yhtd maata lukuunottamatta, kaikista
seitsemasti tutkitusta maasta.
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Tatd oletusta ei voi ohittaa, mikdli halutaan ennustamisen olevan jarkevdd ja

perusteltua.

4.1 Markovin ketju

Markov-matriisin esittely

Olkoon s, diskreetti satunnaismuuttuja, joka voi saada vain kokonaislukuarvoja {1,
..., N}, missi N on mahdollisten tilojen (state, regime) méara. Oletetaan, ettd vain
edellisen tilan s, arvo vaikuttaa hetken t tilan toteutumisen todennikoisyyteen p.
Esimerkkeini tiloista voisivat olla BKT:n kasvu ja lasku. Tillaisessa tilanteessa
vain edellisen vuoden BKT:n muutoksen suunta vaikuttaisi sithen todenndkoi-

syyteen, milld seuraavan vuoden BKT kasvaisi tai laskisi.

Kiayttamélldi matemaattista merkintdtapaa saadaan edellisessdé kappaleessa
mainituille satunnaismuuttujille p; seuraava merkinta:

Pl = o= b, = kit = Pl = fsa == p, @.1)
missd s, on satunnaismuuttuja, joka voi saada vain kokonaislukuarvoja {1, ..., N}

ja 0 < ps < 1. Koska oletuksena on, ettd vain hetken t-1 arvo vaikuttaa hetken t
arvoon, voidaan kaikki hetked t-1 edeltavit arvot jattaa pois yhtalosta.

On huomattava, ettd siirtymatodennakoisyyksien (transition probability) summa,
kun hetkella t vallitsee tila i, on yksi eli
N
2. p, =1 42)
j=1
Edelld mainittujen seikkojen perusteella voidaan muodostaa siirtymématriisi
(transition matrix) P, joka on (N x N) neliomatriisi.
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Pn Pn ° Pm

p= P:lz p:zz pz.-vz 43)

P Pww " Pw

Ottamalla kaytt66n satunnaisvektori &, jonka koko on (N x 1) ja jonka j:s alkio saa
hetkella t, jolloin tapahtuman tila tiedetéén eiké kyseessd ole endd todennakdisyys,
arvon 1 ja kaikki muut vektorin alkioiden arvot ovat nollia. Vektori ¢; siis siséltad
hetkelli t vallitsevat todennikoisyydet eri tiloille.  Hetken t+1 er tilojen
todennikoisyydet saadaan helposti kertomalla matriisi P ja ; keskendén. Eli:

E(§al4) = P 44
mistd seuraa
Pi
EGuls =0 =|"" 43)
P

Voidaan todistaa'’, ettd m periodia eteenpiin olevan todennikoisyysvektorin &im
laskeminen onnistuu kertomalla matriisi P itselldéin m kertaa ja kertomalla ¢; néin
saadulla matriisilla.

E(&.nl&) = P74 (4.6)

Mainittakoon, ettdi myds matriisin P™ sarakkeet summautuvat arvoon yksi, joka

voidaan my6s ilmaista muodossa
(Pm)1=1 @.7)
missa 1 tarkoittaa (N x 1) suuruista vektoria, jonka kaikki alkiot ovat ykkdsid ja m

on miké tahansa positiivinen kokonaisluku.

17 Todistus 16ytyy lihteesti Hamilton (1994), sivuilta 678-682.
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Siirtymiimatriisin suppeneminen
Oletetaan, etti matriisin P jokin diagonaalilavistdjén alkio p; = 1. Mikali prosessi
jollakin hetkella t paatyy tilaan s;, voidaan huomata, etté tila on pysyva. Téllaista

tilaa kutsutaan absorbtiotilaksi ja koko matriisia P suppenevaksi (Reducible).

Yleisemmin voidaan huomata, ettd mikéli matriisi P (N x N) voidaan kirjoittaa

P= [B C] (4.8)

muotoon

0 D
missi B on (K x K) matriisi ja 1 < K <N, niin péadyttéessé tilaan j, missd j <K,
niin tiloihin K+1, ..., N palaaminen on mahdotonta. Myos téllaista matriisia
kutsutaan suppenevaksi.

Ergodisuus Markovin ketjussa

Kaava (4.2) voidaan kirjoittaa my&s muotoon

Pl=1 (4.9)
missi P on transitiomatriisi ja 1 on (N x 1) vektori, jonka kaikki alkiot ovat
ykkosia. Kaavasta (4.9) on helpompi huomata, ettd yksi matriisin ominais-
arvovektori on juuri 1. Mikili muut ominaisarvot ovat yksikkdjuuren sisapuolella,

sanotaan Markovin ketjun olevan ergodinen.

Merkitaéin ergodisen matriisin ominaisarvovektoria 7. Olkoon 7z lisdksi normali-
soitu eli sen alkioiden summa on 1. Olkoon P ergodisen Markov-ketjun siirtyma-
todennakoisyysmatriisi. Voidaan todistaa, ettid samoin kuin vektori 1 myos vektori
7 toteuttaa yhtalon:

Pr=n (4.10)
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mistéd seuraa

lim P" =7 -1 (4.11)

Kaavan (4.11) kautta voidaan paitya tulokseen, ettd hetken t+m tilojen todennd-
koisyydet eivit ole riippuvaisia siitd, miké oli ennustushetkella t vallinnut tila. Témé
pitdd siis paikkansa, kun m on rittdvdn suuri. Sama voidaan esittdd myos

matemaattisessa muodossa:

E@¢,ui::8100-)=P 5 —Ex-16, =2 (4.12)
Ominaisarvot matriisille P voidaan ratkaista kaavasta
P-Al,|=0 (4.13)

Esimerkiksi P (2 x 2) matriisille ominaisarvot ovat 4, = 1 ja 42 =-1 +pu + p2.

J> on yksikkoympyrin sisdpuolella, jos 0 < p;; + p» < 2. Jotta matriisi olisi
suppenematon, edellytyksend on p;; < 1 ja p» < 1. Matriisi on ergodinen, jos
edellisen ehdon lisaksi juuri on yksikkéympyréin sisapuolella eli p;; + p» > 0.
Normalisoitu ominaisarvovektori (2 x 2) matriisille ominaisarvolla 4; on

1-p,

2-p,—Pn
= 4.14
1-p, ( )

2-py—Pxn

ja ominaisarvolla 4,

r= [ﬂ (4.15)

Tama ei ratkaisuna ole yhtd mielenkiintoinen kuin kohta (4.14), josta saadaan
laskettua todennakéisyys sille, ettd hetkelld t ollaan tilassa 1 eli

Pfs,=1)=——Pn__ (4.16)
2-py—Pn

Todennikdisyys s = 2 saadaan yksinkertaisesti
P{s, =2}=1-Pfs, =1} 4.17)



37

Kiyttamalld Jordanin decompositiota (Hamilton 1994, 730-731) kaavaan (4.10)
voidaan transitiomatriisi P ilmaista muodossa

P=TAT™ (4.18)
missd T on (N x N) matriisi, jonka sarakkeet ovat matriisin P ominaisarvovektorit
ja A diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkioiden arvot ovat vastaavat ominais-
arvot. Matriisilaskennan teorian mukaan saadaan laskettua edellisen kaavan avulla
myos P™.

P* =TN°T (4.19)
Tamién kaavan avulla voidaan laskea todennikéisyydet hetken t+m tiloille, mikéli
hetken t tila on tiedossa.

(2 x 2) siirtymématriisin siirtymétodenniikdisyyksien laskenta

Matriisi A on siis muotoa:

P [':; : ] (4.20)

Korvataan A; aiemmin ratkaistulla arvollaan 1. Yhtadlon yksinkertaistamiseksi
merkitiin toista ominaisarvoa A; = -1 + pj; + px vield tdssd vaiheessa vain Ao.

Sijoitetaan aikaisemmin ratkaistut ominaisarvot ja ominaisvektorit yhtaloon (4.18),

jolloin saadaan

o
Yy p_n ol 1 0 1 1

b R [0 m] -1-py) 1-pn | (421)
—f " 2-py—Pn 2-Pu—Pxn
| 2-Py —Pn
-(I_Pzz)'*"l'z"(l"pn) (-pp)-4(0-py)

. 2-pu-p 2-py-p

P™ = n=Pxn n=Pxn (4.22)
A-pn)-A40-p,) (Q-py)+A4;(1-py)
L 2-py—Pxn 2-p,—Pxn

missi /lzm = (-l + Pu1 =fs pzz)m
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Niin saadaan laskettua esimerkiksi todennikoisyys sille, ettd hetkelld t+m tila on 2,
mikili ennustushetken t tila on 1 eli P{sym = 2|s¢ = 1}.
P, = 2‘s‘ o 1}= (1-py)— (=14 Py + Px)" (1= Py) (4.23)
2- Pu—Pxn
Yhtalo (4.22) toteuttaa yhé transitiomatriisin ehdon, joissa sarakkeet summautuvat

arvoon 1 eli

i}){yhm =j‘s, =1}= (l_pzz)'*'l;'(l_pn) +(1—p11)_l;'(l_p11)
j=1 2-py—Pn 2-pu—DPn
2 (l_pzz)+(1_p11) . z—pu —P»n 21
2-py—Px 2-p,—Pn
Samalla kun m — oo, kaavan (4.22) rivien alkioiden arvot lahestyvit toisiaan.

lim A7 =0

m—©

(4.24)

missd A2 = (-1 + pu + p2).
Kun kyseista tulosta hyodynnetaan kaavaan (4.22), saadaan

1-p, 1-p,

fiin P® = 2-py~Pn2-Pu—Pxn (4.25)
m—® l—pu l_pll
2-py—Pn 2-Py—Pxn

Toisin sanoen lahtétilalla s, ei ole endd merkitysté tilan ..., todenndkdisyyteen.

Tilojen todenniikdisyyksien tulkinta

Siirtymitodennakoisyysmatriisin tulkinta Markovin ketjussa littyy myds tilojen
odotettuihin kestoihin. Odotusarvona paidyttiessi tilaan i on, ettd sen kesto D on
kausina:

E(D®)= 1—_17 (4.26)

eli esim. jos pi; = 0.9 niin tilan 1 keston odotusarvo on 10 havaintokautta.
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4.2 Monihuippuiset jakaumat

Oletetaan, etté selitettéiva muuttuja y, noudattaa jakaumaa N(u1, 61°), kun s, = 1 ja
N(u2,62°), kun s, = 2 jne. Mallissa on N mahdollista tilaa eli viimeisen tilan mukai-
nen jakauma on N(ux,0x’). Normaalijakauman tiheysfunktiosta johtamalla saadaan
y:n noudattama jakauma, joka on muotoa:

-Gy
Y

1

fO,ls, = j;0) = Jz_xz_:e (4.27)
missé 6 on vektori, joka pitéa sisallaan alkiot (41, ..., 4, O1', ..., Ox'). Lisaémlla
vektoriin # eri tilojen todennikoisyydet m saadaan lopullinen vektori 6, joka
tarvitaan yyn ja scn yhdistetyn jakauman tiheysfunktion (Joint density-distribution
function, JDDF) muodostamiseksi.

0=, ..., ux, a1, ..., ON, T, ..., Tx). Tdmén jilkeen JDDF saa muodon:

P, = 10 s oete

2no i

(4.28)

Mikili kohdan (4.27) jakaumaoletusta ei olisi tehty, yhtalo saisi yleisemmén
muodon:

PUs, = J:6) = F 0ils, = J:6)- Pls, = j;6} (429)
Nyt voidaan laskea yyn tiheysfunktio summaamalla yli j:n kohdan (4.28) funktiot,
tai yleisemmin kohdan (4.29) funktiot.

f(y,;0)=§p(y,,s, = j,6) (4.30)

Tallainen tiheysfunktio on monihuippuinen, mikéli x:t poikkeavat riittavasti
toisistaan. Kuvissa 7 ja 8 esitetaéin kaksi esimerkkid mahdollisista tiheysfunk-

tioiden muodoista, joista ensimmiisessd huiput erottuvat selvdsti ja toisessa
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huippuja ei ndy. Kuvassa 8 on lisiksi vertailukohtana normaalijakauma, jotta
JDDF:n paksut hannit erottuisivat.

0.5000

0.4500 +
0.4000 +
0.3500 +
0.3000 +
0.2500 + \

0.2000 + \

0.1500 + \
0.1000 + \

0.0500 1 ; \\‘
0.0000 ==+ — : T Y, PO ST T e e S VO R S S T R

sl il
L e e e e LI e e B S B S i S e i e e

-3.00 -2.60 -2.20 -1.80 -1.40 -1.00 -0.60 -020 0.20 060 1.00 1.40 1.80 2.20 2.60 3.00

Kuva 7. Kaksihuippuinen jakauma, jossa huiput erottuvat.

0.6500
0.6000 +
0.5500 +
0.5000 +
0.4500 +
0.4000 +
0.3500 +
0.3000 +
0.2500 +
0.2000 +
0.1500 +
0.1000 +
0.0500 +

.......

0.0000 - = .1...'.,.‘.::':::::'r+'r::4,:;¢:;r:f::u.'l“'.;;Jr +—+
-3.00 -2.60 -2.20 -1.80 -1.40 -1.00 -0.60 -0.20 0.20 0.60 1.00 1.40 1.80 2.20 2.60 3.00

Kuva 8. Kaksihuippuisen jakauman, jossa huiput eiviit erotu ja vertailu
normaalijakaumaan (merkitty katkoviivalla).



41

Havainnon tilan todenniikdisyyden laskenta JDDF:n avulla

Kun mallin kaikkien tilojen hajonnat ja hajonnan parametrit seki tilojen todenna-
koisyydet on estimoitu tai tiedetddn, pystytiin muodostamaan JDDF. JDDF:n
avulla voidaan péaitelld, minka tilan s, parametreilla malli on todennakoisesti tuotta-
nut havainnon y;. Péittely tapahtuu maksimoimalla tilojen todennékdisyytta

P{s: = jlys; 6} eli laskemalla kaikille mahdollisille tiloille todennékdisyydet ja valit-
semalla se tila, jonka antama todennékoisyys on suurin. Tama tapahtuu kayttamalla
kaavaa:

;- f(ls, = j;0)

f(:;6)

missd 6 on populaation parametrivektori ja f on jakauman todennékoisyysfunktio.

Pls, = jy;0}=

(4.31)

Mikaili otoksen kaikille havainnoille lasketaan yhtdlon (4.31) mukainen todenna-
koisyys, voidaan piirtdd kayrat tiloittain, jolloin kdy ilmi milld todennékoisyydella
kukin havainto kuuluu kyseiseen tilaan. Koska tilojen todenndkdisyydet summau-
tuvat aina arvoon yksi, rittdd kun lasketaan N-1 tilan todenndkoéisyydet, N:n
ollessa kaikkien mahdollisten tilojen maara.

Seuraavassa testiaineistosta lasketut ja piirretyt todennékoisyydet mallille, jossa N
= 3 ja tilat ovat valkoista kohinaa seuraavilla parametreilla N’(-2, 2), N®(1, 1.5)
ja N5, 3) ja siirtymétodenniikoisyydet noudattavat Markovin matriisia P.

08 0.07 0.09

P=|015 09 0.03

0.05 003 0.88
Testiaineisto on muodostettu ylld olevia maarityksia noudattaen. Kuvioissa on
merkitty harmaalla ne alueet, joissa havainto on todellisuudessa muodostettu

kéyttden kyseisen tilan parametreja.



42

Havaintosarja
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Kuva 9a. JDDF testiaikasarja.
Tilan 1 todenndkoisyys
1
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Kuva 9b. Tilan 1 todenniikdisyydet testiaineistossa.
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Tilan 2 todenndkdisyys
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1

Kuva 9¢c. Tilan 2 todennikdisyydet testiaineistossa.

Tilan 3 todenn&kdisyys
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Kuva 9d. Tilan 3 todenniik@isyydet testiaineistossa.

4.3 Hamiltonin tilaavaihtava malli

Hamilton yhdisti vuonna 1989 Markovin ketjun ja AR-mallin. Nykyisin tastéd
mallista kiytetaan artikkeleissa ja kirjallisuudessa nimitystd Hamilton switching
(regime) model tai mikili malliin on tehty yleistyksid, puhutaan Markov switching



-mallista. Tissa tyossd kédytetyt suomennokset ovat Hamiltonin (tilaavaihtava) malli
ja Markovin (tilaavaihtava) malli.

Hamiltonin mallilla voidaan mallintaa sarjoja, joissa tilat vaihtelevat ja vuorottelevat
kuten nousu- ja laskusuhdanne. Myos sellaisten sarjojen, jotka absorboituvat
johonkin tilaan, mallintaminen onnistuu kayttamilla suppenevaa matriisia. Tarkein
syy kayttdd niitd tilaavaihtavia malleja on kuitenkin se, ettd niilli on mahdollista
tehdi jarkevid ennusteita siitd, mitd mallia aikasarja todennékoisesti tulee kullakin
hetkelld noudattamaan. Tillaisia ennusteita ei pystyttéisi tekemain, jos otos pilkot-

taisiin vain aliotoksiinsa esimerkiksi dummy muuttujien avulla.

4.3.1 Normaali Hamiltonin malli

Hamiltonin mallissa aikasarja noudattaa erilaisia malleja eri aliotoksissa
(subsample), joissa seuraavan havainnon prosessia ennustetaan Markovin siirty-
mitodennakoisyyksien avulla. Kéaytetyt aliotosten AR(1) -mallit ovat seuraavan-
laisia:

Ve~ My, =0, O~ B, *E, (4.32)
missd & ~ iid N(O, o<’ ) ja seki taso u ettd AR-mallin parametri ¢ muuttuvat tilan

s; mukaan.

Mallin ei tarvitse olla AR(1) kuten ylld, vaan se voi olla mikd tahansa muukin
lineaarinen tai epélineaarinen malli. Kirjallisuudessa mainitaan usein termi switching

regression, joka viittaa sithen, ettd y:., korvataan t:1ld y;:n selittdjéna.
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4.3.2 Malli jossa vaikuttavat muutkin kuin edellisen kauden tila

Hamiltonin malli sisdltdd paljon rajoitteita, joita Hamilton on itsekin ldhtenyt
purkamaan. Yksi rajoitteista on se, ettd vain hetken t tila s; vaikuttaa ennusteeseen.
Rajoitteiden purkamisesta esimerkkind on modifikaatio, joka mahdollistaa hetken
t-1 tilan s;.; ottamisen malliin mukaan.

Olkoon tiloja edelleen vain kaksi. Oletetaan, ettd seké hetken t tila s; ettd hetken t-1
tila s, vaikuttavat y:n ennusteeseen. Muodostetaan uusi muuttuja s, jonka mah-

dollisia arvoja ovat
s =1 josss=ljasy=1
S =2 jossi=2jas,=1
s =3 jossi=1ljas,=2
s =4 jos sy =2jasu =2

Muodostetaan nyt siirtymatodennédkdisyysmatriisi, joka noudattaa uusia muuttujia
ja missd todenndkoisyydet p; tarkoittavat P{s; = j | s, = i}. Matriisi saa télloin
muodon:

Dy 0 ipaen i)

p, 0 p, O

0 p, 0 py
0 pp 0 py,

P= (4.33)

Nolla-alkiot tarkoittavat matriisissa mahdottomia tapahtumia. Vastaavasti apu-
muuttujia muodostamalla voidaan purkaa muitakin siirtyméatodennakoisyyksiin
liittyvid rajoitteita.
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4.4 Muut switching-mallit

4.4.1 Simple switching -malli

Simple switching -malli on yksinkertaistus Hamiltonin mallista siten, ettd siind ei
oleteta hetken t-1 tilan s,.; vaikuttavan hetken t tilan s; todenndkdisyyteen. Télloin
tilojen vaihtelu olisi satunnaiskulkua mahdollisten tilojen vililld, kun taas normaali
Markovin ketju voidaan purkaa vektori AR -muotoon'®. Simple switching -mallin
siirtymadmatriisin muodosta voidaan havaita, ettd

P*=P (4.34)

missime Z".

4.4.2 Periodic Markov -malli

Mikili Markovin matriisi on suppenematon, matriisilla on vain yksi ominaisarvo
yksikkoéympyrilld ja muut ominaisarvot ovat ympyrén sisépuolella. Mikali kaikki
ominaisarvot ovat yksikkéympyrilli, puhutaan Periodic Markov -ketjuista eli
jaksollisesta Markovin ketjusta (Hamilton 1994, 685). Talloin P* ei konvergoidu
mihinkdan tilaan, kun m — oo, vaan mallin tilat toistuvat samanlaisina.
Yksinkertaisena esimerkkind voidaan pitdd siirtymétodennakoisyysmatriisia, jossa

tilaa 1 seuraa aina tila 2 ja tilaa 2 aina tila 1 eli

6.1
p:[l 0] (4.35)

Matriisin (4.35) muotoisten matriisien parilliset potenssit P* missi k € Z°
tuottavat tulokseksi yksikkoématriisin I ja parittomat potenssit P*! alkuperiisen

1% Katso vektori AR-mallin muodostus Hamilton (1994), sivuilta 678-684.
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matriisin P. Hetken t+m tila saadaan kertomalla vektori &, , missé tilaa s, vastaava
alkio on arvoltaan yksi ja muut alkiot ovat nollia, matriisilla P*. Tuloksena on
vektori &um , joka kertoo hetken t+m tilojen todennikdisyydet. Periodic-matriisin
ollessa kyseessi on tilaa s.n osoittava alkio arvoltaan yksi ja muut alkiot ovat

nollia.

4.4.3 Transitiomatriisin siirtymiitodennikéisyyksien muuttaminen
funktioiksi

Yksi paljon mallien kehittelijoitd mietityttényt rajoite Hamiltonin mallissa on
siitymatodennékoisyyksien pysyminen vakiona yli ajan. Vaikka suoranaisesti
mikadn eksogeeninen muuttuja ei aiheuttaisikaan siirtymista tilasta toiseen, voi
jonkin niistd muutos nostaa tai pienentdé siirtyman todennikoisyyttd. Seuraavissa

malleissa on pyritty poistamaan tama rajoitus.
Diebold, Lee & Weinbachin malli

Diebold, Lee ja Weinbach olettavat 1994 julkaistussa mallissaan siirtyméatoden-
nikéisyyksien olevan midrittyjen eksogeenisten muuttujien, joita tutkijat itse
kutsuivat talouden fundamenteiksi, logistisen funktion tulos. Hamiltonin oletus
siirtymétodennakéisyyksien endogeenisuudesta siis puretaan.

Yleisessa muodossaan mallin siirtymatodennakoisyysmatriisi on seuraavanlainen':

P(s, =1is:—1 o l’xt—l;ﬂl) P(s, :l‘st-l = 2’xr-l;ﬂ2)

P =|: jl (4.36)
P(s, = 2‘St—l = l’xt—l;ﬂl) P(s: = 2’51—1 = 2’xt—1;ﬂ2)

19 Matriisi on transponoitu alkuperiiseen esitykseen verrattuna, jotta se noudattaisi samaa
logiikkaa, kuin tiissa tyossi aikaisemminkin esitetyt siirtymétodennikdisyysmatriisit.
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missd X’y on niiden eksogeenisten muuttujien (k x 1) vektori, joiden oletetaan
vaikuttavan siirtymatodennakoisyyteen siten, ettd vektorin x’.; ensimméinen alkio
= 1. Olkoon fq tilasta s; riippuvainen (k x 1) parametrivektori.

Kun todennikéisyysfunktioille annetaan niiden logistinen muoto, muodostuu

matriisista seuraavanlainen:
RN ; o8
& JRERY:Y o \F-182) (4.37)

14 eER 1+ @8

Siirtymétodennakoisyyksiin vaikuttava funktio siis muuttuu tilan s, mukaan. Mikali
vektorin X..; funktion k-1 viimeistd alkiota saavat arvon nolla, palautuu funktio

takaisin Hamiltonin mallin alkuperaiseen endogeeniseen muotoon.

Ghyselsin malli

Ghysels halusi luoda mallin, joka ottaa huomioon sekd suhdanne- ettd vuoden-
aikavaihtelut aikasarjassa. Koska normaaliin Markovin malliin ei pystytd luomaan
minkéaanlaista dummy-muuttuja rakennetta vuodenaikavaihtelujen huomioimiseen,
piti tdim4 ominaisuus saada sisallytettya itse malliin.

Kiytetdadn esimerkissd neljdd vuodenaikaa, puuttumatta sithen mitkd kuukaudet
mihinkin vuodenaikaan katsotaan kuuluviksi. Olkoon tiloja s; kaksi 1 = nousukausi
ja 2 = laskukausi. Matriisin sarakkeet tarkoittavat hetken t vuodenaikoja ja rivit

hetken t+1 vuodenaikoja.
o 0 o0 P
P= g 0, ve 1 (4.38)
0 P 0 0
0 0 P 0

3
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Missi alimatriisit P;” ovat muotoa

g @) Vs @)
P =[1 Pn(i) {f)n] (4.39)

—Pun Pz
missd p?;; on vuodenajan i todennakéisyys sille, etté pysytaan tilassa 1 ja p®z
vuodenajan i todenndkéisyys sille, ettd pysytdin tilassa 2 siirryttdessd seuraavaan
vuodenaikaan. Matriisissa P siirrytddn automaattisesti aina seuraavaan

vuodenaikaan.

Matriiseilla (4.38) ja (4.39) saadaan mallinnettua se, ettd suhdanteen taitteella on
eri todennikéisyys eri vuodenaikoina. Mikili P'; = P; V i, j sisiltas matriisi turhaa
paillekkaisyyttd, koska silloin eri vuodenaikojen siirtymatodennakoisyyksilld ei ole

eroja ja P voitaisiin korvata yhdelld (2 x 2) matriisilla.

Kertomalla matriisi P nelja (vuodenaikojen méiri) kertaa itselldin saadaan matriisi
Pt

R0 0 0
0 0 O
Pt = & (4.40)
0 0 R, ©
0 0 0 R,
missd matriisit R; ovat muotoa
@) )
dn 1-g5
R [ STk ] (4.41)
1-47 @

missa q%y; tarkoittaa sitd vuodenajan i todennikoisyytts, joilla pysytddn samassa
tilassa 1 hetkelld t+4 kuin hetkelld t. Tdssd esimerkissd t+4 tarkoittaa yhta vuotta.
Todennakéisyydet ¢™1; ja ¢¥ ovat todennakaisyyksien p®1; ja p®z implisiittisia
funktioita, ja ne voidaan laskea algebrallisesti auki”®. (Ghysels 1994, 290-291)

2 Koska aukilasketuilla tuloksilla q°); ja "2, ei ole merkitysté timéin tyén kannalta, niitd ei
tissd yhteydessi ole laskettu auki. Ankilasketun tuloksen loytid alkuperdisestd lLihteestd
Ghysels (1994), sivulta 291 ja 292.
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Durland & McCurdyn aikariippuvaiset todennikdisyydet

Durland ja McCurdy muuttivat alkuperéistd Markovin matriisia siten, ettd toden-
nikoisyydet muuttuvat riippuen siitd, montako periodia on jO pysytty samassa
tilassa. Tama aikariippuvainen (duration dependent) funktio riippuu myds prosessin
tilasta. Esimerkiksi tilassa yksi pysymisen todennékdisyys saattaa pysyd jatkuvasti
lihes samana, mutta tilassa kaksi pysymisen todennékéisyys saattaa laskea nopeas-
tikin ajan myotd. Funktio, jota kaytettiin siirtymétodennakoisyyksien laskentaan
muistutti paljon Diebold, Lee & Weinbachin mallia siild erotuksella, ettd eksogee-
nisten muuttujien tilalla on muuttuja D, = d. Téssé d tarkoittaa sitd lukumadrad
periodeja, joka on jo pysytty samassa tilassa. (Durland & McCurdy 1994, 279-282)
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5. Tilaavaihtavat ARCH-sovellukset

Malleja, joissa yhdistetian useampia epilineaarisia malleja tai ARCH-malleja
kynnys- tai Markovin malleihin, kutsutaan usein toisen sukupolven malleiksi
(Second-generation models). Téllaisissa malleissa pyritdéin hyoédyntdméaan kynnys-
ja Markovin mallien siirtymié tilasta toiseen alkuperdisen mallin ARCH-ominai-
suutta mallinnettaessa. Toisaalta voidaan my®s yrittdd parantaa esimerkiksi
kynnysmallia siten, etta sen virhetermié mallinnetaan viela jollain ARCH-mallilla.

Erilaisten rahoitustuotteiden hinnoittelussa on assetin riski merkittava tekijd.
Samoin volatiliteettia tarvitaan tehtiessi tuotteiden hinnoista ekonometrista
analyysid ja ennusteita. Jos volatiliteettia pystytaan mallintamaan ja ennustamaan,
tuotteille saadaan todenmukaisemmat teoreettiset hinnat sekd paremmat ennusteet
hinnan kayttiytymiselle. Lisaksi pystytdsn laskemaan tuotteille paremmin niiden
todellista riskid kuvaavia lukuja.

ARCH-malleista erilaiset tilaavaihtavat ARCH-mallit poikkeavat sikili, ettd
normaalissa ARCH-mallissa ei-ehdollinen varianssi on muuttumaton, kun taas
jilkimmiisessd malliluokassa myés ei-ehdollinen varianssi muuttuu (Kim 1993,
343).

Seuraavien mallien lisiksi on tutkimuksia tehty kiyttien ainakin G-QTARCH”
(Generalized qualitative threshold ARCH) -mallia, joka on Markovin ketjua

2 Malli on liian laaja kisiteltiviksi tissd tydssi. Lukija voi tutustua malliin lahteestd
Gourieroux & Monfort (1992).
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hyodyntéivi vektori GARCH-malli ja DTARCH? (Double threshold ARCH)
-mallia, joka taas hyodyntad SETAR-tyyppista lahestymistapaa.

SWARCH -malli

Hamilton ja Susmel esittelivit vuonna 1994 oman SWARCH-mallinsa (Markov-
switching ARCH). Mallin ideana oli jakaa aikasarja pidempikestoisiin, matalamman
ja korkeamman volatiliteetin kausiin, joissa volatiliteettia mallinnettiin normaalisti
ARCH-mallilla. Siirtymistd eri volatilitettikausien eli tilojen vélilldi mallinnettiin
Markovin matriisin avulla. SWARCH(K, q)-malli, missd K kertoo mallinnettavien
tilojen maéérdn ja q viivéstettyjen virhetermien méaardn varianssin selittdjind, on
seuraavanlainen:

Y =9 +Z¢iyr—i +u, G.D

i=1

missid n on mallin viivéstettyjen selittdjien méaara ja

u,=.[g,1, (52)

#, =h,y, (5.3)

missa v; ~ iid ja E(v) = 0 ja E(vi) = 1 ja g« on tilan s, estimoitava volatiliteetin taso

ja
q
h =a,+) ai’, (.4
i=1
ja
Pu Px
P=| : . (5.5
Dix - Py

2 Tamin mallin kehitt4jind mainitaan Lunberg ja Terdsvirran (1998) mukaan Li & Li vuonna
1996. Valitettavasti kyseistd ldhdettd ei ollut saatavilla, joten mallin muotoa ei ole paisty
tarkistamaan. Jaikoon timd malli vain esimerkiksi toisen sukupolven mallien laajoista
sovellusmahdollisuuksista.
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missd P on se Markovin matriisi, joka kertoo siirtyméitodennakdisyydet tilasta s
tilaan s.;. ARCH-malli parametreineen pysyy muuttumattomana tilasta s
vilittamétta, ainoastaan volatiliteetin taso muuttuu parametrien g¢ mukaan.

STAR-STGARCH -malli

Lundberg ja Terdsvirta julkaisivat vuonna 1998 tutkimusraportin, joka kasittelee
STAR-STGARCH(p, q) -mallia ja sen kaytt6d taloustieteellisessd aineistossa.
Kuten mallin nimi jo kertookin, kédytetdan liukuvaa siirtyméfunktiota (Smooth
transition function) sekd selitettivda ettd varianssia mallinnettaessa. Funktio saa
muodon:

y, =APX, + (AP X)F,(y._,) +u, (5.6)
missi A? = (@, ..., a%);j=1,2 X =, %1, ..., Vi), k on AR-mallin
viivédstettyjen termien méara ja F; siirtyméfunktio. Lisdksi

u, =hy, 6.7
missa v, ~ iid ja E(v) =0jaE(v®) =1ja

h} =B®U, +C®H, + F,(u,_ XB®U, +C?H,) (5.8)
missi B = (8%, ..., f%); CO= (9, ..., 690 j=1,2, U= (1, Wy, ..., W'sp);
H; = (b1, ..., hio) ja F, siirtyméfunktio.

Siirtyméfunktioiden F, ja F, ei tarvitse olla samaa muotoa. Myds funktioiden
parametrien viivdstykset d ja g voivat olla toisistaan poikkeavat. Kaytettavit
siirtyméfunktiot on mahdollista Littdd mallin nimeen, esimerkiksi LSTAR-
ESTGARCH(p, q).
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6. Mallien eroavuudet ja yhtymikohdat

Kaikilla edelldi mainituilla malleilla on omat erikoispiirteensd, oletuksensa ja
mairatynlaiset aikasarjat, joita niiden avulla voidaan mallintaa. Mallit ovat
kuitenkin hyvin joustavia. Tietyilld oletuksilla ja joillakin parametrien arvoilla ne
kuitenkin ovat rinnakkaisia keskendin ja antavat samansuuntaisia tuloksia. Vaikka
mallit eivit olisikaan tdysin paillekkdisia, voidaan niiden parametrejd oikein
tulkitsemalla pastya samaa tarkoittaviin tuloksiin.

Seuraavissa kappaleissa kasitelldin mallien eroavuuksia ja yhtymékohtia seké
mainitaan joitakin mallien parametreihin liittyvia tulkintoja.

6.1 Mallien eroavuudet

Tilojen rajat ja siirtyminen tilasta toiseen

Kaikissa esitellyissa malleissa aikasarja jaetaan aliotoksiin, joissa mallien parametrit
poikkeavat toisistaan. Tallainen paloittelu aikasarjoissa hoidetaan tavallisesti
dummy-muuttujilla (esimerkiksi kausi eli seasonal dummyt). Dummy-muuttujat
jakavat aikasarjan paloihin eli aliotoksiin yleensa jonkin tunnetun ja symmetrisen,
aikaan perustuvan tekijan perusteella. Esimerkkeiné tallaisista aikaan perustuvista
symmetrisistd aikasarjan paloitteluista voidaan mainita viikkonpéiva- ja kuukausi-
dummyt. Tillaisen aikasarjan ennustaminen onnistuu helposti syklien ollessa
symmetrisia.

Toinen perinteinen tapa kisitelld aikasarjaa, jossa on selkedsti toisistaan erottuvia
kausia, on pilkkoa se jonkin eksogeenisen muuttujan mukaan. Esimerkkind
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tallaisesta on nousu- ja laskukausien tai eri valuuttaregiimit erottaminen toisistaan
ja kasitteleminen eri malleilla. Mikili pilkkomisessa kaytetty eksogeeninen muuttuja
ei ole ennustettavissa, ei tillaiselle aikasarjalle voi tehdd ennustetta muuten kuin
olettamalla tilan sédilyvin muuttumattomana.

Kaikissa esitellyissd malleissa pilkkominen aliotoksiin on suoritettu jollain muulla
kuin ylla mainituilla periaatteilla. Nain on pyritty lisddméén mallin ennustuskykya ja
selittas itse siirtymaéa tilasta toiseen

SETAR-malleissa on aikasarja jaettu aliotoksiin jonkin havainnoitavan eksogee-
nisen” muuttujan tai viivistetyn endogeenisen muuttujan arvon tai niiden funktion
perusteella. Tilat naissé malleissa erotetaan toisistaan diskreetilld rajalla eli siirtyma
tilasta toiseen on tdysin deterministiseksi kuviteltu ja diskreetti. SETAR-mallit
sopivat hyvin sellaisten aikasarjojen kuvaamiseen, joissa raja tilojen valilld on on
luonteeltaan jyrkka. SETAR-mallit sopivat erinomaisesti my6s aikasarjoihin, joihin
halutaan estimoida jokin jyrkki raja, jossa esimerkiksi markkinoiden kayttayty-
misen oletetaan muuttuvan. Myos kyseisten rajojen olemassaolon testauksessa
SETAR-mallit ovat kéyttokelpoisia. Esimerkkini téllaisesta diskreetisté rajasta on
jo aikaisemminkin mainittu korkojen tai inflaation kaksinumeroisuuden raja.

STAR-malleissa siirtyminen tilasta toiseen ei ole yhtd selkedd kuin SETAR-
malleissa. Siirtymisen tilasta toiseen saa aikaan siirtymafunktio, joka on jatkuva ja
saa arvoja nollan ja yhden vililta. Siirtyma ei siis tdssakaan tapauksessa ole stokas-
tinen. Muuttamalla siirtyma portaattomaksi puretaan SETAR-mallien rajoite
diskreetistid siirtymastd tilojen valilla. Liukuvaa ja jatkuvaa siirtymafunktiota
perustellaan usein taloustieteellisissé tutkimuksissa silla, etta markkinat eivit reagoi
tapahtumiin samalla tavalla eivitki tiysin samanaikaisesti. Lama vaikuttaa eri

2 Tassd yhteydess kiiytetaan niista TAR-malleista hieman virheellisesti SETAR nimitysts.
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yrityksiin eri tavalla samoin kuin laman vaikutukset alkavat purra yrityksiin eripitui-

sella viiveella.

Hamiltonin ja Markovin malleissa siirtyminen on jélleen diskreettid, mutta edel-
lisistd poiketen stokastista. Seuraavaa tilaa ei endd maaraakaan mikaan havaittu
eksogeeninen tai endogeeninen muuttuja, vaan muutoksen ajatellaan johtuvan
jonkin havaitsemattomissa olevan muuttujan muutoksista. Tallaisessa tilanteessa
yritetdén laskea todenndkdisyyttd mahdolliselle tilojen véliselle siirtymalle ja mallin-
taa sitd prosessia, milld tila vaihtuu toiseksi.

Parametrit eri tiloissa

Kaikissa esitellyissdé malleissa on alun perin ldhdetty liikkkeelle ajatuksesta, ettd
vaikka aikasarja ei kokonaisuudessaan olisikaan lineaarinen, niin se olisi aliotok-
sittain lineaarinen (Piecewise linear)™. Tosin titi rajoitusta on purettu uudemmissa

ja toisen sukupolven malleissa.

Jotta jako eri tiloihin olisi jarkevda, on parametrien poikettava riittévésti toisistaan.
Tama on my6s perusedellytys sille, ettd raja eri tilojen vililld voidaan estimoida.
SETAR-mallilla pystytddn mairittdmaén ne tilasta riippuvat parametrit, joita
kaytetdin kunkin tilan mallintamiseen. STAR-malleissa on kahden &érilaidan,
siirtyméfunktion arvojen, nollan ja yhden, valissé alue, jossa vaikuttavat molemmat
aarilaidan prosessit. Parametrien arvot niille havainnoille riippuvat siirtymafunktion
saamasta arvosta ja silla painotetusta darilaitojen parametrien summasta. Néin ollen
mahdollisia tiloja eli aliotoksia ja néiden tilojen parametreja on darettomasti.

24 Kaytetaan myds termii paloittain lineaarinen.
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Hamiltonin ja Markovin mallit muistuttavat osittain SETAR- ja STAR -malleja.
Vaikka tiloja on rajoitetusti, ja jokaiseen tilaan on estimoitu omat, toisistaan
poikkeavat parametrit, kdytetaan tulevien havaintojen ennustamisessa siirtyma-
todennékoisyysmatriisin - todennékoéisyyksilli painotettuja tilojen parametrien
keskiarvoja. Ennustettaessa tilojen todenndkoisyydet siis muuttuvat periodista
toiseen eli P(sun = 1) ei ole sama kuin P(Syp+; = 1). Niin ollen malli saa uusia
todenndkoisyyksilld painotettuja parametreja sitd mukaa mitd pidemmille

ennustetaan.

6.2 Mallien yhtymiikohdat

STAR-mallit

Liukuvan siirtyméfunktion malleissa olevilla transitiofunktioilla on toisistaan
poikkeavat ominaisuudet ja muodot. On kuitenkin tapauksia, joissa eri funktiot
kayttaytyvdt samalla tavalla ja antavat samankaltaisia tuloksia. Logistisen ja
normaalijakauman kertyméfunktion kohdalla ei tdstd yhteneviisyydesti liene
epaselvyyttd, kts. kuva 6.

Logistisella ja eksponentiaalisella siirtyméfunktiolla voidaan saada yhtd hyvit
selitysasteet, vaikka tulkinnat poikkeavat selvisti toisistaan. Kuva 10 esittii tillai-
sen tilanteen. Vaikka aikasarjan tiedettdisiin noudattavan logistista funktiolla, on
estimointialgoritmi 16ytanyt sellaisen eksponentiaalisen mallin, joka antaa
paremman selitysasteen. Téamé saattaa johtua niistd pienemmin odotusarvon
omaavan tilan alapuolella olevista harvoista outliereista, jotka sattumalta on
paremmin mallinnettavissa eksponentiaalisen funktion vasemmanpuoleisen hinnén
madrittdmilld parametreilla.
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Kuva 10. Logistisen ja eksponentiaalisen siirtyméifunktion yhtyminen.

STAR-mallissa on myos muita siirtymafunktiosta ja sen parametreista riippuvia
erikoistapauksia. Mikili logaritmisessa mallissa (LSTAR) mallin jyrkkyyteen
vaikuttava parametri y — oo, niin malli lahestyy SETAR-mallia, jossa kynnys on
kohdassa c.
0 kun x<c
}i_rgF(x;c)= 1/2 kun x=c 6.1)
1 hkun x>c
Kun vield todetaan, etti yksittdisen pisteen todennikoisyys lahestyy nollaa, P(x=c)
= 0, malli muuttuu SETAR-malliksi. Vastaavasti kun parameri y — 0, muuttuu
LSTAR-malli tavalliseksi AR-malliksi, jonka parametrit ovat muotoa a"+a?/2),
jamissidie {0, 1, ..., k} ja k on mallin selittéjien maara.

Eksponentiaalinen malli (ESTAR) lahestyy AR-mallia, mikéli y — co samoin kuin
tilanteessa jossa y — 0. Mikali ESTAR-mallissa a® = ¢ = 0, paadytéan kappa-
leessa 2.2 esiteltyyn EAR (Eksponential autoregressive) -malliin. ESTAR-malli itse
asiassa on yleistys EAR-mallista. Yleistyksen syynd on ollut halu korjata EAR-
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malli muuttujien tasosta riippumattomaksi (Location invariant). (Terédsvirta 1994,
209)

SETAR-malli

Mikili SETAR-mallissa paéidytaan kolmeen (tai useampaan) tilaan siten, etta
keskimmaisen tilan parametrit ovat reunatilojen parametrien painotettuja
keskiarvoja, voidaan epiilld aikasarjan olevan luonteeltaan LSTAR-tyyppinen.
Vastaavasti pasdyttaessa tilanteeseen, jossa reunimmaiset tilat muistuttavat toisiaan
ja keskimmainen tila poikkeaa naistd huomattavasti, saattaa aikasarja olla
luonteeltaan ESTAR-tyyppinen.

Tallaisissa tapauksissa kannattaa miettid niitd tekijoitd, jotka todellisuudessa
aiheuttavat muutoksen eli ovatko tekijat luonteeltaan kynnyksid vai liukuvia.
Tamin jilkeen voidaan valita todellisuutta paremmin vastaava malli estimoitavaksi.
Mikili todellisuus puoltaa selkeitd kynnyksid tai muuten ollaan kiinnostuneita
mahdollisten kynnysten arvoista, on tulkinnan helpottamiseksi syyti pysyd SETAR-
mallissa.

Markovin matriisiin perustuvat mallit

Koska Markovin tilaavaihtavissa malleissa muutos tilasta toiseen on stokastista ja
perustuu eksogeeniseen havaitsemattomaan muuttujaan, ei tdyttd paillekkaisyytta
kuinpaankaan edelld mainittuun malliin saada aikaiseksi. Samansuntaisia tuloksia
sensijaan on mahdollista saada kayttamallda muita kynnysmalleja, esimerkiksi
syklisyydesta.
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7. Mallien estimointi ja testaus

Kun mallin lineaarisuusoletuksesta on luovuttu, on edessi epalineaarisen mallin
valinta, spesifiointi, ilmién ominaisuuksien tutkinta, estimointi ja hypoteesien
testaus. Mallia valittaessa tormétisn useisiin vaihtoehtoisiin malleihin, jotka
saattaisivat sopia testattavaan aineistoon. Mitaan yksiselitteistd teoriaa siitd, mika
epilineaarinen malli kulloinkin pitéisi valita, ei ole olemassa (Luukkonen et al 1988,
161). Itse asiassa, kun lineaarisuus on hylitty, on mallin valinta yleensd ad hoc
(Luukkonen et al 1988, 161). Vaikka teoriaa mallin valinnasta ei olekaan olemassa,
pitéid mallin valintaan kiinnittas paljon huomiota. Erityisesti on lahdettéva liikkeelle
siita, mité ja kuinka pitkalle tulevaisuuteen haluaa ennustaa. Ei ole kyse niinkdén
siitd, ettd valittaisiin oikean ja vaaran mallin vélilld, vaan ennemminkin siitd, onko
valitulle mallille olemassa talousteoreettista perustelua ja silld estimoidulle
tulokselle teoriaan pohjaavaa tulkintaa (Koop et al 1996, 121).

Kun malli tai malliryhma on valittu, on vuorossa estimointi ja testaus. Kumpikaan
ei epalineaaristen mallien kohdalla ole niin yksiselitteista kuin lineaarisessa maail-
massa. Seuraavissa kappaleissa kiydadn lapi yleisella tasolla joitain esiteltyjen
mallien estimoinnissa ja testauksessa kaytettyja menetelmid. Lahinnd keskitytdan
esiteltyjen mallien kasittelyn erityispiirteisiin ja kyseisten mallien vaatimiin harvem-
min kéytettyihin ja vihemméin tunnettuihin menetelmiin.

Mallien filtteroinnista puhutaan yleensi paljon epalineaarisia menetelmia hyodyn-
taneissd tutkimuksissa®, koska outlierit ovat todellinen ongelma malleja estimoi-
taesssa. Vaikka outlierit ovatkin merkittavd ongelma tilaa vaihtavissa malleissa,
kuten kappaleessa kahdeksan tullaan tarkemmin esittimain, ei niiden suodattami-
seen eli filtterointiin kiinnitetd tdssd tyossd huomiota.
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7.1 Mallien spesifiointi, estimointi ja testaus

Lineaarisuuden testaus on paljon tutkittu ja runsaasti keskustelua herattanyt aihe
epilineaarisia malleja kisittelevissd tutkimuksissa. Epilineaaristen mallien kohdalla
onkin erittain tirkea ensin tutkia, kannattaako ylipaataéin hylatd helpompia lineaa-
risia malleja ja siirtya herkempiin ja hankalampiin epilineaarisiin malleihin. Lineari-
suuden testaus on kuitenkin hankalaa. Erilaisia testimenetelmia 16ytyy lahes jokai-
sesta tissd tyossad kiytetystd lahteestd. Naméd menetelmat voidaan jakaa karkeasti
kahteen luokkaa joista ensimmaisessd testataan lineaarisuutta tiettyd epalineaarista

mallia vastaan, toisessa sensijaan ei ole mitdan spesifioitua mallia.

Tassa tyossi ei ole tarkoituksenmukaista kisitelld erilaisia testausmenetelmia yksi-
tyiskohtaisesti. Tarkoituksena on esittad jokin esimerkki menetelmastd, valintaa
perustelematta, jolla haluttu testi voidaan suorittaa. Mahdollisuuksien mukaan on
testien yhteydessd mainittu myds muita vaihtoehtoisia testejd ja lahteitd, joista

lukija 1oytas tarkempia tietoja niistd.

7.1.1 SETAR-malli

Ensimmiinen testattava asia SETAR-mallia valittaessa on, onko aikasarja lineaari-
nen vai ei. Yksinkertaisin ajateltavissa oleva tapa testata lineaarisuutta olisi testata
eri tilojen parametrien poikkeavuutta toisistaan. Mallin lineaarisuutta puoltava

nollahypoteesi olisi siis:

Ho . ﬂi(l) = ﬁi(Z) =iens =ﬂi(l) ie {0,,,_,de(k1,...,k])}

25 ¥ atso esimerkiksi lihde Chan & Cheung (1994), sivulla 37.
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Valitettavasti tdima ei kuitenkaan onnistu”®, koska nollahypoteesin ollessa voimassa,
ei koko mallin estimointi ole mahdollista. On siis kaytettava jotain muuta menetel-

Tsayn menetelmi

Tsay esitteli seuraavan nelivaiheisen metodin SETAR-mallien spesifiointiin ja

estimointiin®’:

1. Valitaan AR(p)-malliin sopiva p kéyttéen osittaisautokorrelaatiofunktiota
(Partial autocorrelation function, PACF). Vaihtoehtoisesti voidaan kayttad
my6s muita menetelmia, esimerkiksi AIC (kehittanyt Akaike 1974).

2. Verrataan F-testid kéyttden eri kynnysmuuttujan viipeitd d ja valitaan niistd
testisuureen maksimoiva d.

3. Etsitaan sopivat kynnykset tutkimalla erilaisia aineistosta piirrettyja kayria.

4. Estimoidaan eri tilojen AR-mallit kiiyttaen normaaleja lineaarisia menetelmié.

Aineiston lineaarisuuden testaus SETAR-mallia vastaan perustuu jérjesteltyihin
havaintoihin ja ennustaviin residuaaleihin ja on siis laheistd sukua Petruccelli et al
(1986) esittamén portmanteau-epélineaarisuustestin kanssa. Mallin viivéstystermin
d valinta ja mallin lineaarisuustestaus tapahtuvat seuraavasti’".

Valitaan joukko S siten, ettd kynnysmuuttujan viivéstystermi d € S. Yleisené rajana
voidaan pitaa Max(S) < p tai mikali tamé raja ylitetaan, on sille oltava jokin erityi-
nen syy. Mité suurempi joukko S on, sitd suurempi maérd estimointeja joudutaan

suorittamaan.

2 Katso selitys Tong (1990), sivut 233-234.

27 Tsay (1989) ja selitetty myds Martens et al (1998).

28 Menetelmi on esitelty perusteellisemmin Lihteessd Tsay (1989), joka kisittelee yksinomaan
titd menetelmaa.
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Merkitaan muuttujan Y, havaintoja siten etté pienin havainto on Y, seuraava Y,2ja
suurin on Y . Olkoon h=Max(1, p + 1 — d) ja tutkittava aikasarja N i Xnid)s

Jotta ensimmiisté tilaa estimoitaessa olisi rittdva maérd havaintoja, pitaa valita b
pienintd havaintoa ja estimoida AR(p) —malli néilld havainnoilla. Mitdan menetel-
maé tai erityistd kriteerid joukon b valitsemiseksi ei ole, vaan se riippuu taysin
esimerkiksi havaintojen méaristé n ja havaintojen jakauman muodosta. Sopiva b on
noin 20 havainnon ja 20% havaintojen lukumaérasta valilla.

Olkoon m = b. Lasketaan seuraavalla yhtil6lld joukolle m+1:

adﬂrm_l = Yd-ﬂr.ﬂ = x'm+l ﬁ m (7 1)
missd X’me; On m+1 pienimmin havainnon Y, joukko ja fn m pienimman havainnon
joukkoon estimoidun AR(p)-mallin parametrivektori ja & on jainnostermi.
Lasketaan viela:

a
= —ms (7.2)

A+ 2

)

m+1

missi e on havainnon 7. standardoitu virhetermi ja §’p+1 ON m+1 pienimmaén
havainnon varianssi. Otetaan estimoitu ja standardoitu virhetermi talteen ja
kasvatetaan m:n arvoa yhdelld. Estimoidaan uudelleen yhtdlo (7.1) ja jatketaan
kunnes koko aineisto on kéyty lapi.

Kun kaikki virhetermit on saatu talteen, estimoidaan kaikille e, i = { b*1, ..., n-
d-h+1} seuraava yhtilo:

P
é;r,+d =, + zvax,+d—v + 8z,+d (73)

v=1

ja lasketaan arvo seuraavalle funktiolle:

(Zé:i —Zé,f,)/(p+l)
>.é /(n—d—b—p—h) (0

F(p,d)=



Titd arvoa verrataan F-jakauman arvoihin vapausasteilla (p + Dja(n-d-b-p-
h). Mikili kohdassa (7.4) laskettu arvo ylittad F-jakauman kriittisen arvon,
lineaarisuus voidaan hylati. Kun kohdan (7.4) arvo on laskettu kaikilla d € S,

valitaan se d, jonka laskettu testisuure antaa suurimman F-jakauman arvon.

Kun kynnysmuuttujan viivistystermi on ndin saatu valittua, valitaan seuraavaksi
sopivat kynnysten kohdat aineistosta. Samalla kun kohdassa (7.1) otetaan talteen
residuaalit, otetaan talteen myds parametrivektori f:n arvot ja parametrien t-testi
arvot. Piirtamalla kayrd, jossa x-akselilla on kynnysmuuttujan Yiq arvot ja y-
akselilla kynnysmuuttujaa vastaavan parametrin fyn t-arvo, voidaan kayridn
kaannepisteista paitelld mahdolliset kynnysten kohdat. Tarkastelemalla t-testid
havaitaan, etti samankaltaiseen tulokseen paadyttaisiin myds, jos y-akselilla t-
arvojen sijasta kaytettdisiin suoraan fan arvoja. Tosin pelkkd parametri fa y-
akselilla ei paljasta sitd, jos kaksi eri tilaa poikkeavat toisistaan pelkén varianssin
osalta, mikd t-arvoja tarkasteltaessa saattaa nakyd. Myos standardoitujen tai
standardisoimattomien ennustavien virhetermien esittdminen Y:q arvoja vastaan on
hyodyllinen péstettaessa kynnyksistd. Tama helpottaa kynnysten 1oytymisté erityi-

sesti silloin, kun tilojen varianssit poikkeavat toisistaan.

Kohdassa nelja estimoidaan normaalien lineaaristen menetelmien avulla eri tilojen
parametrit kayttden valittuja kynnyksid ja kynnysmuuttujan viivastettyd arvoa. Eri
tilojen parametreja voidaan viela testata ja paatya esimerkiksi erilaisiin parametrien

maériin eri tiloissa.

Pienimmiin neliGsumman menetelmi

Toinen tapa spesifioida ja estimoida SETAR-malli, on estimoida se kayttamalld
jérjestelmallisesti erilaisia parametreja (multidimensional grid search) ja vertailla eri
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tilojen yhteenlaskettuja RMSE (Root mean squared errors) -arvoja keskenaan®.
Lopuksi valitaan ne parametrit, joilla mallin RMSE on pienin.

Tissi menetelméssi on ongelmana estimoitavien yhtaloiden suuri lukumaara.
Estimoitavien yhtiloiden lukumaaraé nostaa erityisesti kynnysten estimointi, koska
malli joudutaan estimoimaan uudelleen aina, kun kynnysta siirretadn. Ongelmia
ilmenee varsinkin, jos malliin halutaan kokeilla useampaa kuin kahta tilaa.

7.1.2 STAR-malli

Kun aikasarjan mallintamiseen on valittu STAR-malli, joudutaan vield miettimain
ja testaamaan, millaiseksi ja millaisilla parametreilld malli rakennetaan. Mikali
aikaisemmissa tutkimuksissa on péaidytty johonkin lineaariseen malliin, kannattaa
valita kyseinen malli lahtokohdaksi epélineaarisen mallin rakentamisessa. Toisaalta
jos on olemassa teoreettista perustaa valitun aikasarjan rakenteelle, on syyta tutkia
mahdollisuuksia rakentaa oma malli olemassaolevan teorian mukaiseksi. Molem-
missa tapauksissa mallin estimoiduille tuloksille on helpompi saada tulkinta ja
teoreettista tukea.

Usein joudutaan kuitenkin vain kdyttdmézn mallia, ilman teorian tukea, joka parhai-
ten tuntuu istuvan aikasarjaan. Tallaisia tilanteita varten on seuraavassa lueteltu ne

askeleet, joita noudattamalla voidaan spesifioida aineistoon sopiva STAR-malli.

» Tsita menetelmési on suppeammassa muodossa kiytetty mm. Dacco & Satchellin (1999)
tutkimuksessa, jossa tilojen maird tosin oli rajattu kahteen ja seki d etti p oli oletettu
tiedetyiksi, jolloin estimoitujen mallien mri pysyi suhteellisen pienend.



66

Mallin spesifiointi jakautuu seuraaviin kolmeen osaan:

1. Estimoidaan AR-malli ja testataan lineaarisuus.

2. Testataan lineaarisuus parametrin d eri arvoilla (kts. Yhtalo 3.11) ja valitaan
sopiva d.

3. Valitaan sopiva siirtyméfunktio.

(Terasvirta & Anderson 1992, 121)

Aloitetaan mallin spesifiointi etsimalld aineistoon parhaiten sopiva AR(p)-malli.
Sopivan parametrien mairan p valinnassa voidaan kayttad mm. AIC- (kehittanyt
Akaike 1974) tai SBIC (kehittanyt Rissanen 1978 ja Schwartz 1978) -menetelmié.
Myds muita vastaavia menetelmié voidaan kayttaa. Seuraavaksi estimoidaan valittu
AR(p)-malli. Samalla on syyt tutkia, ettei jaannostermeihin jaa korreloituneisuutta

(serially correlated errors).

STAR-mallin lineaarisuutta voitaisiin tutkia myds hypoteesilla Ho: 7 = 0 olettaen,
ettd sarja on stationaarinen ja ergodinen kyseiselld y:n arvolla. Elleivit oletukset
pade, ei kyseessi ole standardi testausongelma. Varmempaa on kayttad STAR-
mallin lineaarisuustestaukseen Lagrangen kerroin (Lagrange multiplier, LM)
-tyyppisti testid. LM-testauksessa oletetaan viivéstystermi d tiedetyksi. Testi sopii
sekii LSTAR- ettda ESTAR-malleille.

Olkoon LM-testin mukainen hypoteesi:
Ho: P =42 =pP=0kaikillaj=1, ..., p
H;: "Hp ei pade’
Estimoidaan f8:t mallia approksimoivasta keinotekoisesta yhtalosta:
P P y .
3, =BO+BOW, Y By Y a ¥ BOYYea ¥ 2B VY ia e (19)
j=1 j=1 j=1
missa Wi = {Je, ..., Vi), B on niita vastaava p alkioinen parametrivektori ja Ve

on mallin virhetermi. (Terdsvirta & Anderson 1992, 122)
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Viivastystermin d valintaan voidaan kayttad samaa yhtaloa (7.5). Estimoidaan
yhtilo kiyttamalla d arvoja d € {1, ..., D}, missé D on jokin riittdvéan suuri luku,
yleensi kuitenkin D = p. Valitaan se parametri d, jolla lineaarisuushypoteesi ei
pade. Mikili lineaarisuus hylétééin useammalla d arvolla, valitaan se d:n arvo, jonka
testin p-arvo on pienin. (Terasvirta & Anderson 1992, 122)

Viimeiseksi miiritellian, minkd siirtymafunktion oletetaan sopivan parhaiten
aineistoon. Tésséd tyossd oletetaan, ettd valittavana ovat vain eksponentiaalinen ja
logistinen funktio. Siirtyméfunktionkin valinnassa kéytetdan apuna yhtaloa (7.5).
Testataan seuraavat hypoteesit:

Hos: B =0kaikillaj=1, ..., p

Hos: B2 =0| ¥ =0kaikillaj=1, ...,p

Ho: 2 =0|8®=p¥=0kaikillaj=1, ..., p
(Terasvirta & Anderson 1992, 122)
Yllamainittujen hypoteesien hyviksymisen ja hylkdémisen perusteella voidaan
madinittid  todennakoisesti sopiva siirtymafunktio. Hypoteesien perusteella
valittavaksi suositellut siirtymafunktiot on lueteltu seuraavassa taulukossa:

Ho, _Hg Hgp, Siirtyméfunktio
Hylatdan - - Logistinen
Hyviksytddn | Hyldtdin - Eksponentiaalinen
Hyviksytadn | Hyviksytadn | Hylatdén Logistinen
Hyviksytain | Hylatdan Hylataan Ei selvyyttd mallista®
Hyviksytain | Hyvaksytaan | Hyviksytdén Lineaarinen malli eli Hy hyviksytain

Taulukko 3. Siirtymifunktion spesifiointi testauksen tulemat.

Edellamainitut vaiheet voidaan siis tehdi estimoimatta STAR-mallia. Terasvirta
suosittelee kuitenkin parhaiten sopivien ESTAR- ja LSTAR-mallien estimointia ja

3 Testausta voidaan jatkaa, mutta testaus ei enad niin yksiselitteistd. Lisatietoja esimerkiksi
lahteesti Terdisvirta & Anderson (1992), sivuilla 122-123.
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mallin lopullista valintaa vasta timan jilkeen. Ylldolevat valintatestit eivat siis
mitenkéin estd kummankaan mallin estimointia, olipa testin tulos miké tahansa.
(Terésvirta 1994, 212)

Vaikka lineaarisuushypoteesi hylattaisiinkin virheellisesti, ei se ole vaarallista
tutkimuksen kannalta, koska kyseinen virhe tulee esille mallin estimoinnissa.
Lineaariselle mallille ei 16ydy STAR-mallia, jonka parametrit voitaisiin hyvéaksya tai
estimointialgoritmi ei konvergoidu. (Terasvirta & Anderson 1992, 124)

Terisvirta esittelee myos toisen LM-tyyppisen testin mallin spesifiointiin ja
lineaarisuuden tutkintaan. Kyseisesti menetelmistd voi lukea lisdd lahteestd
Terasvirta (1994, 208 — 210). Eitrheim mainitsee, ettd ylla esitetyt testit toimivat
myos ns. STR (Smooth transition regression) -malleille. (Eitrheim 1996, 75)

Estimointi

Mallin estimoitavuudessa on rajana havaintojen lukuméré. Hyvin pienilld otoksilla
ei saada estimoitua mallia, joka kykenisi ennustamaan riittavélld tarkkuudella.
STAR-mallit ovat usein estimoitavissa suhteellisen pienestd aineistosta, esimerkiksi
100 havaintoa saattaa olla riittavan pitké aikasarja mallin estimoimiseksi (Terdsvirta
1994, 213 ja 217). Aikasarjan pituusvaatimukseen vaikuttaa myos se, kuinka paljon
siirtymia tilasta toiseen on, ja kuinka paljon aikasarja sisdltdd havaintoja itse
siirtymévaiheesta.
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STAR-mallit voidaan estimoida kéyttamalla epélineaarista pienimmén nelidsumman
menetelmia®® (Nonlinear least-squares) (Terdsvirta & Anderson 1992, 124).
Yleensa mallia ei kuitenkaan saada aivan niin yksinkertaisesti estimoitua. Syy tahan
on siirtyméafunktioissa.

ESTAR-mallilla ongelmana estimoinnissa on y:n ja tilan 2 parametrien voimakas
negatiivinen korrelaatio, mika aiheuttaa sen, ettei optimointialgoritmi konvergoidu
(Terasvirta 1994, 213). Eras tapa ratkaista ongelma on estimoida malli muutta-
malla y vakioksi ja etsimalld sille paras estimaatti vaihtelemalla y:n arvoa (grid
search). Mikali malli on huonosti spesifioitu, saattaa ilmeta ongelmia my6s muiden

parametrien, yleensa c:n, estimoinnissa.

LSTAR-mallilla sekd 7 etti ¢ ovat ongelmallisia estimoitavia. Etenkin, jos y on
suuri, jolloin siirtyméfunktio on jyrkké, y:n estimoimiseksi tarvitaan paljon havain-
toja lihelld parametrin ¢ arvoa. Yleensa edes suhteellisen suuret y:n arvon vaihtelut
eivit muuta siirtymafunktion muotoa oleellisesti. Ongelmaa vield pahentaa se, ettei
parametrin ¢ arvoa tiedetd.(Terdsvirta 1994, 213) LSTAR-mallia estimoitaessa
voidaan kayttaa samaa menetelmad kuin ESTAR-mallin estimoinnissakin eli maérit-
ta4 y ja ¢ vakioiksi, ja kdyttaa niiden estimaattien etsimiseen grid search -menetel-

méi ja iterointia.
Estimoidun mallin testaus
Heti estimoinnin jilkeen on syytd tehdd silmamaarainen tarkastelu estimaattien

jarkevyydestd. Mikili esimerkiksi ¢ on selvisti y:n arvoalueen ulkopuolella, on
malli konvergoitunut globaalin maksimin sijasta paikalliseen maksimikohtaan.

31 Terasvirta (1994) kiiyttaa Conditional least-squares menetelmaa. Katso NLS menetelman
selostus lihteestd Greene (1993), sivuilta 316-321.
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Tutkimuksissa®> on kéytetty ainakin seuraavia testeja:

1. Residuaalin normaalius ja mahdollisten outliereiden olemassaolo, kayttien
Jargue-Bera -testid.

2. Residuaalin ARCH-ominaisuus kiyttien Englen LM (Lagrange multiplier)
-testid.

3. Huipukkuus (Excess Kurtosis) ja vinous (Scewness).

Jotta mallin pitkdn aikavalin kéyttdytyminen saataisiin selville, kannattaa
estimoidun mallin juuret laskea ja miettid, ovatko juurten osoittamat prosessit
jrkevid havaituissa tiloissa. Mikidli molemmat juuret ovat yksikkdympyrén
sisdpuolella, on malli stationaarinen ja ergodinen. Molempien juurien sijainti
yksikkoympyran sisépuolella on riittavad ehto, ei vélttamaton ehto eli vaikka

molemmat sarjat divergoituisivat, voi koko sarja konvergoitua.

Pitkan aikavilin kéyttdytymista voidaan vield tutkia kéyttimélli numeerista
menetelmés, jossa mallin®® alkuarvoja muutetaan esimerkiksi grid search -
periaatteella®, ja katsotaan millaista mallin kayttaytyminen on. Mikali malli
divergoituu jollain alkuarvolla, se hylitaan (Terdsvirta 1994, 213). Vain konver-
goituvat ja sykliset mallit voidaan hyviksya. Samalla on syytd kiinnittdd huomiota
mallin mahdolliseen kaoottiseen kiyttaytymisen. Mikali kaoottista kayttaytymistd
ilmenee, pita4 sen merkitysté miettid koko mallin ja sen ennustuskyvyn kannalta.

32 Terssvirta & Anderson (1992) ja Terdsvirta (1994).

33 Mallista on poistettu virhetermi.

34 Testattavan alueen on oltava riittivin laaja, vihintiinkin havaintoaineiston minimi- ja
maksimihavainnon vilin suuruinen.
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7.1.3 Markovin tilaavaihtava malli

Markovin tilaavaihtavien mallien estimointi ja testaus on vield huomattavasti
hankalampaa kuin edellimainittujen mallien. Ongelmalliseksi estimoinnin tekee se,
ettd havaintojen kuulumista tiettyyn tilaan ei voida pitdd varmana, tilojen malleja,
mallien parametreja eiké eri tilojen jakaumia tiedetd. Jos tiedettéisiin, mihin tilaan
jokin havainto kuuluu, olisi tilojen parametrit helppo estimoida. Jos taas tiedettai-
siin eri tilojen mallit ja niiden parametrit, olisi havainnoille mahdollista laskea mihin
tilaan ne todennékdisemmin kuuluvat.

Koska estimoinnissa ja testauksessa kaytettavat menetelmat ovat vaikeaselkoisia ja
niiden yksityiskohtainen esittely veisi lilkaa tilaa, tissd tyossa esitelldsn vain
Markovin mallin estimoinnissa kaytettivin EM-algoritmin perusperiaate. Seka
EM-algoritmiin etté testausmenetelmiin tarkempi tutustuminen on rajattu timén
tyon ulkopuolelle®.

EM-algoritmi on iteratiivinen menetelmé, jossa E (expectation) ja M (maximi-
sation) vaiheet vuorottelevat, kunnes parametrivektori konvergoituu valitun kritee-
rin mukaisesti. Pen'aatteena on, etti aloitusparametrien perusteella laskettuja
todennikoisyyksia kayttamalla lasketaan uudet aloitusparametrit ja titd jatketaan,
kunnes parametrit ovat saaneet lopulliset arvonsa.

Olkoon parametrivektori 8= (u®, ..., x®, a®, .., ¢® z®, ..., n®), missi k on
mahdollisten tilojen lukumaari ja 7® tilan i ei-ehdollinen todenndkoisyys. Asetetaan
algoritmille aloitusvektori 6. Alkuarvot kaksitilaisen mallin aloitusvektoriin saa-

daan esimerkiksi seuraavasti:

35 Hyvia lahteita EM-algoritmista ovat Hamilton (1994) sivuilta 688-702 seka Diebold et al
(1996) ja testauksesta mm. Psaradakis et al (1998).
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1. Estimoidaan haluttu AR(p)-malli otokselle.

2 Jaetaan otos kahteen ryhméan sen mukaan, onko virhetermi negatiivinen vai
positiivinen.

3. Estimoidaan naihin kahteen ryhméén uudet AR(p)-mallit.

4. Kaytetdan naiden kahden tilan keskihajontaa ja parametria aloitusparamet-
reina.

5 Lasketaan kohdan 2 ryhmien koot jaettuna havaintojen koko lukumaaralla, ja
kiytetasn naitd lukuja 7:n alkuarvoina.

Alkuarvovektoria kiyttamalla ratkaistaan seuraavat yhtilot:

ZT:y. P, = jly,;ﬁ,,}

)i =, St

mil ilp{st ¥ j]y’;gm}
i()’r _p(j))z 'P{St =j1yx;ém}

6(1) 2 il (77)

éP{S, =J"y,;9,,.}
iP{Sr = j‘y,;ém}

A0 ==t 7.8
m+1 T ( )

kaikilla j = 1, ..., k, missd T on otoksen havaintojen méird ja m kertoo

(7.6)

iteraatiokierrosten maaran.

Ensimmiiselld kierroksella, kun m = 0, kaytetaan aloitusvektoria 6. Muodostetaan
ensimmiisen kierroksen jilkeen yhtéloiden (7.6) — (7.8) tuloksista uusi parametri-
vektori 6, ja suoritetaan uudelleen sama laskenta. Tati toistetaan kunnes paramet-
ren arvot eivit endd muutu asetettua rajaa enempéad tai kunnes jokin muu konver-
genssiehto tayttyy. Mikali On = B.1, ON 16ydetty parametrivektori, joka on mallin
Maximum likelihood -estimaatti.
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7.2 Mallien vertailu keskeniin ja lineaarisiin malleihin

Fri mallien vilinen vertailu on vaikeaa, koska mallit ovat hyvin erityyppisid
lahtokohdiltaan ja koska mitdéin yleisesti hyvaksyttyd vertailumenetelmad ei ole
olemassa. Mallin hyvyys riippuu siksi pitkalti siitd, miten silld tehtyjd ennusteita
pystytiin hyodyntaméén ja toisaalta siitd, miten hyvin mallia voidaan tulkita.

Yksi tapa verrata malleja on otosperiodin ulkopuolinen ennustaminen (Post sample
forecasting) (Terasvirta & Anderson 1992, 133). Téssi menetelméssé jaetaan ole-
massaoleva aikasarja eli otos kahteen osaan, joista ensimmaiselléd estimoidaan malli
ja toista kiytetaan mallin ennustuskyvyn testaamiseen. Epalineaariset mallit ja
erityisesti tilaavaihtavat mallit ovat hyvin herkkia valitulle testiotokselle. Mikali
otos ei sisilld vaihtelua eri tilojen vililla, on vaikea saada eroja lineaaristen ja epéli-
neaaristen mallien vilille (Terasvirta & Anderson 1992, 133). Ikévan yllityksen voi
aiheuttaa pienikin epilineaarisen mallin vaara spesifiointi. Téta kasitellaan tarkem-
min kappaleessa kahdeksan.

Post sample -vertailussa yleisesti kaytetty menetelmé on verrata RMSE:ia, mikd
varsinkin lineaarisissa malleissa on helposti perusteltavissa. Kuten lineaarisissa
myos epilineaarisissa malleissa MSE kertoo sen, kuinka lahelle ennustettu arvo on
todellista havaintoa osunut. Estimoidun mallin kéyttotapa vaikuttaa paljon siihen,
onko MSE optimaalisin tapa arvioida mallia. Usein kayttotarkoituksen kannalta
olisi tirkeimpaa pystyd ennustamaan muutoksen suunta eikid niinkdan kiinnittad
huomiota siihen yli- tai aliarvioiko malli kyseistd muutosta. Paras tapa arvioida

mallin tuottamia ennusteita ei siis ole yksiselitteinen.
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Monet tutkijat® ovat viittineet, ettd mikali epélineaarisella mallilla ei saavuteta
selvisti parempaa ennustetta kuin lineaarisella, kannattaa valita ennustajaksi lineaa-
rinen malli. T4mé on varmasti ainakin osittain totta. Tehtdessd valintaa lineaarisen
ja epilineaarisen mallin valilld on kuitenkin erittdin tarkedd miettid ennen kaikkea
mallilla tuotettujen ennusteiden kéyttotarkoitusta, kuinka pitkid ennusteita tarvitaan
ja mika on ennusteen térkein ominaisuus: muutoksen suunta vai ennusteen mahdol-

lisimman pieni varianssi.

Vaikka RMSE ei kaikissa tilanteissa puoltaisikaan epiélineaarisen mallin kéyttd4,

sitd ei kannata hyldtd suoralta kadeltd, vaan miettid ensin ainakin seuraavia

seikkoja:

1. Onko valittu testiotos tarkoitukseen sopiva.

2. Onko estimointiin kiytetyssd aikasarjassa selkeitd outliereita, jotka saattavat
pilata estimoidun mallin.

3. Onko malli spesifioitu véirin joltain osin.

4. Testataanko sen aikavilin ennusteita, joita tullaan kayttdméin.

5. Onko valittu kiyttotarkoitukseen sopiva vertailumenetelma.

Vasta tamin jilkeen on aiheellista mietti4, onko alunperin valittu véird epélineaa-

rinen malli tai tulisiko luopua epalineaarisuudesta.

3 Esimerkiksi Guo et al (1997), sivulla 492.
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8. Mallien ongelmat

8.1 Yleisiéi ongelmia

Kaikilla mallityypeilld ja malleilla on omat ongelmansa ja rajoitteensa, niin myos
epilineaarisilla tilaa vaihtavilla malleilla. Lineaaristen mallien ongelmana on
esimerkiksi niiden sopimattomuus asymmetrisiin sykleihin. Toisaalta ne ovat
kuitenkin yleensi hyvin robusteja ja eivétké niin herkkia pienille estimointivirheille,
vairille oletuksille tai esimerkiksi heteroskedastisuudelle tai outliereille.

Epilineaariset mallit sen sijaan ovat hyvin herkkia estimoitavan aineiston
outliereille ja viirille spesifioinneille (Chan & Cheung 1994, 48). Mikili jokin
havainto tulkitaan virheellisesti kuuluvaksi toiseen tilaan kuin mihin se todellisuu-
dessa kuuluu, se saattaa sotkea niin mallin virheellisen kuin oikeankin tilan para-
metrit, samoin kuin siirtymétodennakdisyydet ja kynnyksen estimaatin.

Outliereihin liittyy myos toinen ongelma. Miten Kisitelld aikasarjan jaksoja, jotka
kiiyttaytyvit selvisti erilailla kuin ne selkeit tilat, jotka tunnistetaan. Kasittely
riippuu paljolti siitd, oletetaanko kyseisen kayttaytymisen toistuvan tulevaisuudessa
tai 16ytyyko kyseiselle havainnolle tukea teoriasta tai muista tutkimuksista. Mikali
ei 16ydy syyta spesifioida uutta tilaa malliin ja ottaa titd ajanjaksoa mukaan,
kannattaa kyseiset havainnot merkité outliereiksi ja jattaa pois estimoinnista. (Pfann
et al 1996, 150)

Tilaa vaihtavilla malleilla on my6s mahdollisuus kaoottisuuteen. Mikali malli joutuu
jostain syysta tilaan, jossa se kdyttaytyy kaoottisesti, on sen selityskyky hyvin arve-
luttava ja sen antamat ennusteet véhintdéinkin epéluotettavia. Samantyyppisistd
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kaoottisuuksista aikasarjoissa, joita kisiteltiin kappaleessa 1.2.6, on raportoinut
ainakin Terdsvirta ja Anderson’ tutkiessaan STAR-malleilla BKT:n kasvua.
Kaoottisuuden ongelmallisuus vain kasvaa STAR-malleissa, joissa mallin paramet-
fit eivit saa kiinteitd arvoja, vaan arvoja joltakin médrétyltd arvoalueelta. Kaootti-

suuden testaaminen kun on jo sinalldénkin vaikeaa.

Myos mallien estimointi tuottaa ongelmia. Estimointi on tehtava kiyttden numee-
risia ratkaisumenetelmis, eikdi malleille yleensi ole saatavissa valmiita estimointi-
ohjelmia. Mikili viela estimoitaessa 16ytyy useita paikallisia minimi- tai maksimi-
kohtia, asettaa se seki estimointialgoritmille etté estimoijalle paljon haasteita.

Mallien spesifiointi ja testaus ovat asiaan perehtymattomille ongelmallisia, koska
tieteellisista artikkeleista ja aiheeseen liittyvastd kirjallisuudesta 16ytyy useita
erilaisia tapoja testata mallia ja aikasarjaa. Keskustelua kaydéan paljon nimenomaan
sen ympirilld, mitkd ovat kullekin mallille sopivimmat menetelmat ja mitkd testit
pétevit ja milld oletuksilla. Monille asioille, esimerkiksi kynnysten médrille (TAR)
tai siirtymafunktion valinnalle (STAR), ei ole olemassa mité4n testid, vaan estimoi-
ja joutuu itse paattelemdsn millaista mallia kayttaa. Vaihtoehtoisesti estimoija voi
valita suuremman joukon malleja estimoitaviksi, ja valita niista parhaan. Ongel-
mana mallia valittaessa on vield se, ettei paatoksenteon tueksi ole yleensd mahdol-

lista 16yt taloudellista teoriaa.

8.2 Miksi monitilaiset mallit ovat niin huonoja ennustajia

Useimmat epilineaariset mallit antavat hyvid tuloksia sopivuudestaan otokseen,
mutta testiaineistossa (out-of-sample) RW ja RW-D néyttévéit ennustavan parem-
min kuin epilineaariset mallit. Tilaa vaihtaville malleille on mahdollista saada

37 Lihde: Terdsvirta & Anderson (1992), sivulla 122.
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teoreettinen selitys tille ilmiolle eli sille miksi todelliseen malliin perustuville
ennusteille MSE (mean squared errors) on suurempi kuin satunnaiskulkuun

perustuvalle ennusteelle.

Jo lihes kahden vuosikymmenen ajan on tydskennelty sen ongelman parissa, ettd
suurin osa hyvin aineistoa kuvaavista malleista nayttaa vertailuaineistossa jadvén
satunnaiskulun ennustuskyvyn jalkoihin, varsinkin kéytettaessa MSE-menetelméa

niiden vertailussa.

Ennusteiden laatijoiden ja tulkitsijoiden kannattaa miettia tarkkaan onko epélineaa-
risissa malleissa MSE oikea kriteeri tulkita mallin ennustuskykyd. Varsinkin
erilaisia kurssisarjoja mallinnettaessa ja ennustettaessa on huomattu, ettei MSE ole
sopivin kriteeri taloudellisten voittojen kannalta, vaan ennenkaikkea suurempia
voittoja saadaan mikili pystytddn ennustamaan tarkemmin tulevien muutosten
suuntaa. Juuri muutoksen suunnan ennustamisessa epalineaariset mallit®® osoittavat
paremmuutensa satunnaiskulkuun ja lineaarisiin malleihin ndhden. Témé seikka
kyseenalaistaa MSE kriteerin oikeana vertailumenetelmiina, erityisesti taloudellisia
aikasarjoja ennustettaessa.

On erittdin vaikeaa verrata lineaaristen ja epilineaaristen mallien ennustuskykya
taloudellisissa aikasarjoissa. Yksi syy tdhan on aineiston syklisyys. Mallien
paremmuuteen vaikuttaa selvisti se, sattuuko testiaineistoon mukaan vain syklin
jokin vaihe, séénnéllinen sykli vai huomattavia epasymmetrisia syklisid vaihteluita.

Kaytetdin esimerkkimallina TAR-mallin eréstd yksinkertaistusta, jota kutsutaan
segmentoidun trendin malliksi (Segmented trend model). Selitettdvd X, kuvaa

muuttujan muutosta:

38 Dacco & Satchell (1999), sivulla 3 mainitsivat erityisesti Markovin tilaa vaihtavat mallit ja
TAR-mallit.
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X, =a, +& (8.1

missi s, kuuluu joukkoon {1, 2} ja kertoo mallin tilan, & ~ iid(0, o).
Mallissa (8.1) on siis kaksi tilaa, joissa vallitsee RW-D erilaisella drift parametrilla.

Merkitaan hetken t tilan s, todennékoisyyttd seuraavasti:
P(ss=1)==n
P(=2)=1-=m

X,+1 ennuste on siis seuraava:

t+1

' -1

a, jos 8, =2
Mallin MSE riippuu todellisen tilan t+1 ja tilan t+1 ennusteiden yhdistetyistd
todennikoisyyksistd, eli merkitdan:

P(8,, =18, =J)=Py (83)
missé i kuuluu joukkoon {1, 2} ja missd i kuuluu joukkoon {1, 2} ja

Zi:ipy =1 (8.9)

Todennikoisyydet pi2 ja a1 ovat siis todennikéisyydet sille, ettd on ennustettu tila

VA4rin.

Oletetaan ettd malli (8.2) on oikea eli se, jota aikasarja noudattaa. Merkitaan
oikean mallin MSE:t4 MSE:1l4. Yllimainittujen tietojen pohjalta voidaan laskea:

MSE, = o’ +(y _az)z(Plz + Py) (8.5)

Otetaan vertailukohdaksi kaksi *véirad’ oletusta markkinoiden muodosta. Oletta-
koon malli 2, ettd markkinat noudattavat mallia RW-D ja malli 3 markkinoiden
olevan pelkkii satunnaiskulkua.
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Malli 2 on siis muotoa:

X, =a+s, (8.6)
Téssd tapauksessa ennuste hetkelle t+1 on siis
X, =a (8.7)
Voidaan havaita, ettd a on sama kuin koko sarjan havaintojen keskiarvo. Edelleen
voidaan huomata, ettd havaintojen maaréin ollessa riittdvan suuri, a lahestyy arvoa
ao, joka on kahden todellisen tilan havaintojen keskiarvojen todennékdisyyksilld
painotettu arvo, eli:

a, =gx +a{l-x) (8.8)
Tisté seuraa, ettd mallin 2 MSE on

MSE, = E[(X ., ~a7 —a,(1-m))f

ol +2(l-1)(a, -@,)* +(-m)1’ (@, - a,)’ (8.9)

=o? +n(l-7)(a, -a,)’

ja mallille 3

X, =¢ (8.10)
saadaan MSE

MSE ,=c*+alz+ai(1-7) (8.11)
Eri mallien MSE:t saavat jarjestyksen

MSE, < MSE, <MSE, joss n(l-7)2py, + Py 8.12)

MSE, <MSE, <MSE, joss n(l-7)<Ppy+Pxn

miki voidaan havaita seuraavista epayhtaldista.



80

Epayhtalo 1:
MSE, <MSE, joss n(l1-z)<p,+Pp, (8.13)
miké voidaan todistaa
MSE, -MSE, =0 +(a, - @,)* (P, + Py) -0 —7(1-7)(@, - a,)’
= (P + Pn) - 7(A-1)) s — ;) (8.14)
>0 jos m(l-m)<p,+p,
Epéhtald 2:
MSE, < MSE, (8.15)
mika voidaan todistaa

MSE, -MSE, =’ +a’n+ai(1-7)-o’ —z(l-n)e, -2,)’

=a’n’ +ai(1-n)+2a,a,7(1-7)

(8.16)
= (a7 +a,(1-7))
>0
Epayhtalo 3:
MSE, <MSE, joss n(1-m)2p,+ Py (8.17)
miké voidaan todistaa:

olkoon = (p12+ p21)
MSE, -MSE, =c* +aln +ai(1-n)-0’ +(a, - a,)* B
= a(x - B)+ai(-7 - f)+2e,a,P (8.18)
>0 joss B<z(l-x)

Epiayhtiloista on helppo todeta, ettd vaarat mallit 2 ja 3 eli RW ja RW-D péihitta-
vit oikean mallin 1, mikali tilojen ennustusvirhe on suuri eli pi> + p21 on suuri ja jos

n on ldhelld arvoja O tai 1.
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Todenniikdisyydet Markovin mallissa

Kaksitilaisesta Markovin mallista, jossa P(st1= 1| = 1) = pjaP(ss1=2[se =2) =¢q
(kts. yhtélo 4.16) saadaan seuraavat yhtalot:

PR . o (8.19)
2-p-¢q
ja
L CRRN ok, o (8.20)
2-p-¢q

Kuten kuvasta 11 nihdésn, mitd lahempéna p ja q ovat toisiaan, sitd suurempi on

(1 — 7). Mita suurempia p ja q ovat sitd todennakdisempéé on, ettd pr ja pa21 ovat

pienid.

0.25 |
| |
0.2
i i
0.15 'A~— i
] 1~ l
A1 |
0.1 %\ E o }
1 '“r-—-.j: {
0.05
- w ~§‘~‘~ (2}
Mt 1)
0 o, %
O e T o.T
~ o
v oo B -
°°°'QYQ‘9“?«|"“\‘,-— %
Ve QQ? Qc.b N, 2

Kuva 11. Yhtiilon z(1 — z) arvo akseleilla p ja q.
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Toistaiseksi ei ole huomioitu a:n estimointivirhettd, koska a on oletettu tiedetyksi.
Myos tilojen 1 ja 2 varianssit on oletettu yhtésuuriksi. Molemmat yksinkertaistuk-
set on kuitenkin mahdollista purkaa® ja saada paljolti samanlaiset, joskin huomat-
tavasti monimutkaisemmat, ehdot siitd milloin *oikea’ malli 1 paihittad ’vaarat’
mallit 2 ja 3.

SETAR-mallin ennusteet

Otetaan toiseksi esimerkiksi SETAR-malli ja tutkitaan millaisilla ehdoilla se péihit-
ta4 satunnaiskulut MSE menetelmas kaytettdessa.

On osoitettu®, etta kynnyksen estimointi on erittdin vaikea tehtéava useista paikalli-
sista minimikohdista johtuen. Samoin on osoitettu, etti kynnyksen pienimman
nelidsumman estimaattori on superkonsistentti. Vaikka normaalissa SETAR
-mallissa voitaisiin pitdd

st+l = SH] (821)

niin edellimainituista tekijoistd johtuen on mahdollista, ettd kynnys, jota kéytetaan
estimoitaessa mallia, on virheellinen eli
St # S (8.22)

Esimerkkini oleva SETAR-malli on muotoa:

(8.23)

t

|y +e, jos AX,,>c
“la,+e Jjos AX,<c
oletetaan, ettd kynnyksen virheellinen estimaattori on ¢ = ¢, kun todellinen kyn-
nyksen arvo on ¢ = ¢o. Oletetaan vield etta c; > co, talld ei kuitenkaan ole loppu-

3 Kyseiset yksinkertaistukset on purettu liitteessa 1. Tarkemmat selitykset 16ytyvat kuitenkin
lahteestd Dacco & Satchell (1999), sivuilta 3-6.
“ Mm Tong (1990), sivuilta 306-308.
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tuloksen kannalta merkitystd. Lasketaan nyt vaarien luokitusten todennakoisyydet

P12ja pai:
sz =P(AXt >cl’AXt <c0) (824)
=0
Pn =P(AX, <¢,,AX, >¢,) (8.25)

=P(c, <AX, <¢))
Todennékoisyyden p,; laskeminen on hieman ongelmallista, mutta joidenkin vili-
vaiheiden jilkeen paadytdin seuraavanlaiseen tulokseen*'. Oletetaan ettid muuttujat
ovat normaalisti jakautuneita. Merkitddn AX;:n jatkuvaa jakaumaa F(x) ja & ~ ¢(2)
ja merkitdan ¢; = ¢(c — a;), missd j € {1, 2}
F(x)= p(x—a)h +¢(x—a,)1-4,) (8.26)
¢2 + ¢1
Lasketaan tulos (8.25) kayttamalla nyt todennékdoisyyttéd p2; kohdasta (8.26).
Pn =F(c,)-F(c,)
_#e—a)p +4(c, —a,)1-¢,) (4 +6,(1-4,)) (8.27)
1-¢, +4, 1-¢,+¢
Merkintid ¢(c; — a;) tarkoittaa siis samaa kuin N(c, — @), ¢°) missi ¢ on &n
keskihajonta.

Vastaavasti kuin kohdissa (8.19) ja (8.20) voidaan laskea arvot # ja (1 — 7), joita
tarvitaan todistamaan epayhtdlon MSE; < MSE, < MSE; ehtoa (1 — ) > pi2 +
p21. Téma ehto saadaan muotoon:

2(1-7)2 (P, +Py)

[(1_¢2)2 +¢1 (l-¢l)l¢lz +¢2 (1—¢2)]2 ¢(c1 _a1)¢1 +¢(cl —az)-¢2 (8'28)
(1"¢z +¢1)2 1"¢2+¢1

4 Vilivaiheet ja todistukset 16ytyvit Tong (1990), sivu 212 ja Dacco & Satchell (1999), sivut 6-
8 ja 13-15.
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Taméan tuloksen perusteella ovat Dacco ja Satchell (1999) tehneet tutkimuksia
siitd, millaisilla a;, a2, 7, ¢o ja ¢; arvoilla SETAR-malli ennustaa paremmin kuin
yksitilaiset satunnaiskulkumallit.
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9. Tilaavaihtavilla malleilla tehtyji taloustieteellisid tutkimuksia

9.1 SETAR-mallit

Krager & Kugler (1993) vertailivat tutkimuksessaan SETAR- ja GARCH -malleja
sekd niiden yhdistelmii. ARCH-ominaisuus valuuttakursseissa oli jo aikaisemmin
havaittu ja todistettu. Aikaisemmat tutkimukset olivat myos antaneet vihjeitd siit,
ettd valuuttakursseista mahdollisesti 16ytyisi epélineaarista riippuvuutta myos
havaintojen ehdollisessa keskiarvossa. Aineistona heilld oli viiden eri valuutan®
viikoittaiset valuuttakurssit ajanjaksolta 1980-90, miké tarkoittaa noin 500 havain-
non pituisia aikasarjoja. Selittavat mallit sisalsivat kolme eri tilaa, joiden
merkitykset olivat:

1. Valuutan vahvistuminen USD néhden.

2. Lievai heikkenemistd USD néhden.

3. Voimakasta heikkenemista USD nzhden.
My®s tilojen varianssit poikkesivat toisistaan. Kéytetyt mallit ovat AR(p) -malleja.
Tutkimuksessa todettiin, ettd kaikilla valuutoilla voitiin kyseinen kynnysrakenne
havaita ja todistaa testaamalla. Tosin myos todettiin, ettei SETAR tai GARCH
yksistaan pysty tarjoamaan riittivan hyvdd mallia selittdmaan valuuttakurssien
epilineaarista kayttaytymista.

9.2 STAR-mallit

Mahdollisesta talouden syklien epélineaarisuudesta on keskusteltu jo pitkaan.
Tamién suuntaisia lausuntoja antoivat jo Mitchell vuonna 1927 ja Keyness vuonna

1936. Perinteisten lineaaristen mallien ongelmana on, ettid ne pystyvit kuvaamaan

42 yalyuttakurssit olivat: DEM/USD, FRF/USD, ITL/USD, CHF/USD ja JPY/USD
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vain aikasarjan symmetrisia vaihteluita. Kuitenkin on havaittu, ettd nousukaudet
ovat kestoltaan pidempia kuin laskukaudet. Joidenkin teorioiden kannalta lineaari-
suudesta luopuminen on kiusallista, koska monet teoriat perustuvat juuri lineaari-
suusoletukseen. Mikili lineaarisuusoletuksesta joudutaan luopumaan, joudutaan
hylkaamain myos sen taustalla olevat teoriat todellisuutta vastaamattomina. Terés-
virta ja Anderson (1992) tutkivat juuri tatd syklien epalineaarisuutta kéyttden
hyvikseen STAR-malleja. Tutkimuksessa 1oydettiin epasymmetrisyyksid sykleistd
ja todettiin ettd nousu- ja laskukausina pativét erilaiset mallit. Tutkijat tormasivit
my6s mallien kaoottiseen kéyttéytymiseen. Tosin tutkimus ei pystynyt osoittamaan
syklien ehdotonta epilineaarisuutta. (Terasvirta & Anderson, 1992)

9.3 Markovin tilaavaihtavat mallit

Hamilton (1989) on kayttinyt Markovin tilaavaihtavaa mallia tutkiessaan USA:n
reaalisen BKT:n kehitysta vuosilta 1952 - 84. Malli, jota hén kaytti on seuraava:

Ve~ My =G~ 4 )60 4 ) o1y
(Vs VHB O~ B ) TE

missd y; on reaalisen BKT:n kasvuvauhti neljannesvuosittain. Aikasarjassa

oletetaan olevan kaksi tilaa ja & ~ ii.d. N(0, ¢°). Tutkimuksessa huomattiin, etta

kymmentd nopeamman kasvun vuotta (pi’ = 0.90) seurasi keskiméirin neljd

hitaamman kasvun vuotta (p = 0.75). Vastaavat kasvuprosentit olivat noin 1.2 %

pqja—0.4 % pq.
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10. Loppuyhteenveto

Kuten malleja esittelevista kappaleista huomattiin, ovat itse mallit ja niiden perus-
teoriat suhteellisen yksinkertaisia. Todelliset ongelmat tulevat esiin vasta mallien
estimoinnin ja testauksen yhteydessa.

Mallit joudutaan estimoimaan paljon laskentaa vaativilla numeerisilla menetelmilla,
ja monilla laskenta-algoritmeilla on vaikeuksia 16ytad globaalia maksimikohtaa.
Oikeastaan vasta 1980-luvulla tietokoneiden laskentateho on kasvanut sellaiseksi,
etti niiden mallien estimointia on mielekéstd suorittaa. Nama ongelmat ovatkin
vihentineet mallien kiinnostavuutta tutkijoiden keskuudessa, varsinkin kun
monissa tapauksissa on lineaarisia menetelmia kéyttamalla paadytty lahes yhté
hyviin tai vertailumenetelmésté riippuen jopa parempiin tuloksiin ja tarkempiin

ennusteisiin.

Nyt kun laskentateho ei endd ole esteend mallien kisittelyyn, on epélineaarisia
tilaavaihtavia malleja kohtaan alettu osoittaa kasvavaa kiinnostusta. Samalla kun
malleja on kiytetty apuna tutkimuksissa, on myds itse malleja ja niiden
ominaisuuksia alettu tutkia kasvavassa maarin. Mitd enemméin tilaavaihtavia malleja
tutkitaan, sitd paremmin pystytidn niiden ongelmakohtia vilttimaan ja sitd
paremmin niillé saatuja tuloksia pystytdan tulkitsemaan.

Toivottavasti tima tyd antoi lukijalle riittavésti perustietoja, jotta niitd malleja
kéyttivien tutkimusten ymmértaminen helpottuisi tai tdmd tyd jopa innostaisi
lukijoita ottamaan tarkemmin selvéd naisti malleista ja kayttdmaan niitd omissa
tutkimuksissaan.



Liite 1. Laajennus segmentoidun trendin mallin ennusteen vertailuun.

Segmentoidun trendin mallin vertailu RW-D ja RW:iin, kun a ei ole tiedossa, eli
estimointivirhe huomioidaan ja kun tilojen hajonnat voivat poiketa toisistaan.

Perusoletukset ja mallien selitykset 16ytyvat kappaleesta 8.2.

Olkoon tilojen 1 ja 2 varianssit toisistaan poikkeavat ja merkltaan na1ta o1’ ja 0%,
Kaytetain liséksi kaavojen kasittelyd helpottavaa muuttujaa y = o2’/ 6\’ ja

N=pun+tp2—-7
Mallin 1 eli segmentoidun trendin tapauksessa MSE, saa arvon:

2.2
MSE, = ;;E[(Xm _aj)z1§'+‘ =18 = j]P-q L11)

= Glzpll +((a, - a1)2 +0;)py +((, - al)z +012)P12 +0'22p22
joka yksinkertaistuu yhtéloksi (8.5), kun g1 =0, = 0.

Mallin 2 eli RW-D tapauksessa MSE; saa arvon:

MSEz =E Xt+l _a)zlsnl = 1}1+E[(Xt+l —a)z‘sn-l = 2k1—7[)
=((a, +a)* +o})r +((a, +a)’ +o; X1 -7) L1.2)
=(a, +a)' 7 +(a, +@)*(1-7)+(oix +0;(1-7))

Jos asetetaan a = 0, saadaan malli 3 eli normaali RW. Jos a oletettaisiin tiedetyksi
eli @ = ay + ax(1 — ), yksinkertaistuu malli MSE, muotoon (8.9).

Uusille yhtaloille, joista yllimainitut rajoitteet on purettu patevét yha kohdan (8.12)
epéyhtalot:

MSE, < MSE, Triviaalisti
0'12(1711 +p12)+0'22(P21 +pn)t+(@, +a1)2(P12 +p,)

MSE, <MSE, jos
: ki <n(-z)e, -a,) +oix+o,(1-7x)

MSE; < MSE, ehtolause saadaan supistettua yksinkertaisempaan muotoon eli
kohdan (8.13) muotoon®.

43 K atso todistus Lihteests Dacco & Satchell (1999) sivu 5.
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