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Tiivistelmä

Käsiteltävät mallit

Käsiteltäviksi on valittu kolme erilaista, mutta määrätyillä parametriarvoilla toi­
sillensa hyvinkin läheistä epälineaarista tilaavaihtavaa aikasaijamallia. Käsiteltä­
vät mallit ovat STAR-malli (Smooth transition autoregressive model), SETAR- 
malli (Self exciting threshold autoregressive model) sekä näistä hieman enemmän 
poikkeava Hamiltonin tilaavaihtava malli (Markov/Hamilton switching regime 
model). Työssä mainitaan myös joitain eri versioita näistä malleista ja kerrotaan 
lyhyesti näillä malleilla tehdyistä tutkimuksista.

Mallien vertailu keskenään

Esiteltyjä malleja vertaillaan keskenään, millaisin oletuksin mallit lähestyvät toi­
siaan ja milloin ne eroavat ominaisuuksiltaan huomattavasti toisistaan. Työssä on 
esitelty lyhyesti myös niitä lineaarisia malleja, joita käsiteltävät epälineaariset 
mallit lähestyvät joillakin parametriarvoilla.

Mallien vertailu satunnaiskulku malleihin

Monissa tutkimuksissa on päädytty käyttämään lineaarisia malleja, koska epäline­
aariset tilaavaihtavat mallit eivät ole pystyneet niitä parempaan ennustamiseen. 
Työssä on vertailtu satunnaiskulkumalleja tilaavaihtaviin malleihin ja selitetty 
niitä teoreettisia syitä, jotka voivat aiheuttaa tilaavaihtavien mallien ennustusky- 
vyn heikkenemistä. Samalla on pohdittu ennustuskyvyn vertailun mittausmene­
telmien sopivuutta taloudellisiin aikasarjoihin perustuviin malleihin.

Avainsanat

Tilaavaihtavat mallit, kynnysmallit, Smooth transition AR -mallit, Self exciting 
threshold -mallit, Markovin ketju, Hamiltonin tilaavaihtava AR -malli
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1. Johdanto

1.1 Työn rajaus ja tavoitteet

Tämän työn tarkoituksena on esitellä lukijalle kolme erilaista tilaavaihtavaa epäli­

neaarista aikasaijamallia ja keskittyä näiden mallien teorian esittelyyn. Kyseiset 

kolme mallia on valittu tässä työssä käsiteltäviksi, koska ne mielestäni antavat 

hyvän yleiskuvan tilaavaihtavista aikasaijamalleista. Tämän lisäksi tietääkseni 

mitään näistä malleista ei ole aikaisemmin käsitelty Helsingin kauppakorkeakoulun 

pro gradu -tutkielmissa.

Työssä keskitytään myös käsittelemään niitä rajoitteita ja ongelmia, joita näillä 

malleilla on. Samalla kun tutustutaan niihin oletuksiin ja ominaisuuksiin, jotka 

erottavat nämä kolme mallia toisistaan, tutustutaan myös tilanteisiin, joissa valitut 

mallit lähestyvät toisiaan.

Tilaavaihtavia malleja verrataan myös satunnaiskulkumalleihin, ja tässä yhteydessä 

kerrotaan miksi ja millaisissa spesifioinnin tai estimoinnin virhetilanteissa satunnais- 

kulku on teoriassa parempi menetelmä mallintaa aikasarjaa.

Jotta myös mallien käyttö tutkimuksissa tulisi tutuiksi lukijalle, työssä käsitellään 

joitakin mallien spesifiointiin, estimointiin ja testaukseen liittyviä menetelmiä. Näitä 

laajoja ja mielenkiintoisia asioita on pyritty esittelemään siten, että niiden perus­

periaatteet selviäisivät lukijalle. Työn koon lisäksi rajoitteeksi menetelmien esit­

telyssä tulee vaihtoehtoisten menetelmien suuri määrä. Vaikka tärkeimmät näistä 

on yritetty vähintäänkin mainita, ei läheskään kaikkia menetelmiä ole pystytty 

mainitsemaan.
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Epälineaarisilla malleilla ennustamiseen, etenkin ennustettaessa useita periodeja 

eteenpäin, liittyy paljon teoriaa ja paljon ongelmia. Näihin seikkoihin ei tässä työssä 

voida puuttua1.

Monet epälineaariset mallit ja niihin liittyvät menetelmät perustuvat lineaarisiin 

malleihin. Näiden esittely ei kuulu tämän työn piiriin. Lukijan oletetaankin tuntevan 

tavallisimpien lineaaristen mallien teoriaa sekä menetelmiä niiden estimointiin ja 

testaukseen.

1.2 Peruskäsitteitä

1.2.1 Käytetyt termit

Tässä työssä on pyritty mahdollisuuksien mukaan käyttämään suomenkielisiä 

vastineita kaikille työhön liittyville matemaattisille ja tilastollisille vieraskielisille 

termeille. Poikkeuksen tekevät ne vakiintuneet mallien nimet ja termit, jotka 

voidaan olettaa lukijoiden tunnistavan. Joistakin sanoista on saatettu käyttää 

asiayhteydestä riippuen myös englanninkielistä termiä, mikäli se sekaannusten 

välttämiseksi on ollut suomennettua termiä parempi vaihtoehto. Alkuperäinen termi 

on vähintään ensimmäisellä kerralla lisätty suluissa suomennoksen perään.

1.2.2 Satunnaiskulku ja trendit

Satunnaiskulussa (Random walk, jatkossa RW) hetken t+1 havainnon oletetaan 

noudattavan seuraavaa yhtälöä:

yt+x=y,+£, (L1)

1 Aiheesta löytyy lisää mm. lähteestä Granger & Teräsvirta (1993), sivuilta 130-147.
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missä St ~ nid.

Mikäli yhtälö on muotoa:

y,+i=M+yt+£, (1-2)

Mikäli Ц on nollasta poikkeava vakio, kutsutaan mallia satunnaiskuluksi siirtymällä 

(random walk with drift, jatkossa RW-D).

Mikäli ц = 0, on E(yt+i) = у, kaikilla i g Z*. Kun i lähestyy ääretöntä myös ennus­

teen varianssi lähestyy ääretöntä. Mikäli ц * 0, lähestyy ennuste joko ääretöntä tai 

miinus ääretöntäц.п etumerkistä riippuen.

Trendit

Mikäli malli noudattaa satunnaiskulkua siirtymällä (RW-D), on mallilla stokastinen 

trendi. Stokastisessa trendissä hetken t+1 odotusarvo riippuu hetken t havainnon 

arvosta esimerkiksi siten, että E(Ayt) = ц eli muutoksen oletetaan pysyvän vakiona. 

Havainnon yt+2 odotusarvo on siis E(yt+2) = yt + 2/i. Trendisuora toisin sanoen 

siirtyy kulkemaan aina viimeisimmän havainnon kautta.

Deterministisessä trendissä havainnot sijaitsevat trendisuoran ympärillä. Hetken t 

havainnon arvo ei vaikuta hetkien t+1, t+2, ... havaintojen odotusarvoihin, vaan 

havaintojen odotusarvot noudattavat esimerkiksi yhtälöä E(yt+i) = a + /?(t+i).

1.2.3 Heteroskedastisuus

Heteroskedastisuudella tarkoitetaan tilannetta, jossa mallin virhetermin varianssi ei 

pysy vakiona yli ajan. Vastaavasti homoskedastisuus tarkoittaa virhetermin varians­

sin pysymistä vakiona. Heteroskedastisuudella on monia syitä ja sitä voidaan yrittää 

poistaa monella eri tavalla, esimerkiksi logaritmoimalla havaintosaija. Kiinnosta-
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vaksi heteroskedastisuus tulee, jos virhetermin varianssi pystytään mallintamaan ja 

näin myös ennustamaan.

Heteroskedastisuus aiheuttaa ongelmia mm. tehtyjen mallien ennusteiden luotta­

musrajoille. Erityisen paljon huomiota varianssin mallintamiseen on kiinnitetty 

johdannaismarkkinoilla, missä volatiliteetti on tärkeä tuotteiden hintoihin vaikut­

tava tekijä.

1.2.4 Matriisin ominaisarvot ja ominaisarvovektorit

Matriisin ominaisarvolla (characteristic root, eigenvalue) tarkoitetaan lukua k, joka 

toteuttaa yhtälön

Ax = kx (1.3)

siten, että sillä on muitakin ratkaisuvektoreita kuin triviaaliratkaisu eli nollavektori. 

Tällaisia ratkaisuvektoreita x kutsutaan matriisin A ominaisvektoreiksi tai ominais- 

arvovektoreiksi (characteristic vector, eigenvector)2.

1.2.5 AR- ja ARMA -mallit

AR-mallin historia

AR (Autoregressive) -malli on ollut aikasaijamalleja rakennettaessa mallien perus­

tana yli 60 vuoden ajan. Vuonna 1927 Yule3 esitteli auringonpilkkuja koskeneen 

tutkimuksensa, jossa oli mallinnettu auringonpilkkujen esiintymistiheyttä AR-mallin 

avulla.

2 Lisää ominaisarvoista ja -vektoreista löytyy lähteestä Chiang (1984).
3 Mainhan yleensä kaikissa lähteissä alkuperäiseksi AR-malliksi. Tässä viitattu lähteeseen 
long (1983), sivu 6.
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AR- ja ARMA -malleja on käytetty paljon taloudellisissa aikasaijoissa, koska ne 

mahdollistavat symmetristen syklisten muutosten mallintamisen. Ongelmaksi näissä 

lineaarisissa malleissa muodostuukin juuri vaatimus syklien symmetrisyydestä. 

Tämä vaatimus harvoin toteutuu taloudellisissa aikasaijoissa.

AR-malli

Olkoon Yt selitettävän muuttujan arvo hetkellä t. Yt:n arvo riippuu sen viiväste­

tyistä arvoista Yt.¡, missä i g {1, ..., n} ilmoittaa kuinka monella jaksolla arvoa on 

hetken t suhteen viivästetty, ф:t ovat parametreja ja e virhetermi.

AR(p) -malli:

~ Фо + Ф-J t-1 + Фг^1-2 + “• + Ф pYt-p + 61 (14)

missä

E(st) = 0 

E(e?) = a2

<7,2<CO

ja virhetermi s on valkoista kohinaa ja e:t eivät ole korreloituneita yli ajan.

Ehdollinen odotusarvo Yt:lle Saijassa AR(p) on seuraava:

£<ВД-,Л,-„...)=А +*yM +M-, +-+ФЛ, (U)

Ehdollinen odotusarvo muuttuu siis yli ajan. Ei-ehdollinen odotusarvo E(Yt) taas 

pysyy koko ajan vakiona, olettaen mallin olevan kovarianssistationaarinen.

E(Yt) =
О ~Ф\ Ф2-------ФР)

(1.6)
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AR(l)-mallin erikoistapausta, jossa ф\ = 1 ja фо = 0 kutsutaan satunnaiskuluksi 

(RW) ja mikäli фо * 0, niin satunnaiskuluksi siirtymällä (RW-D). Kyseisiä malleja 

on jo käsitelty kappaleessa 1.2.2.

ARMA-maUi

AR-mallia yleisempi on ARMA-malli, jossa viivästettyjen selitettävien lisäksi 

käytetään selittäjinä viivästettyjä ja painotettuja virhetermejä. Yhtälö on yleisessä 

muodossa:

(1J)
M t=o

missä

£t.i on hetken t-i virhetermi ja 

в, on kyseisen virhetermin paino

ja missä 60 * 0 ja yleisesti vielä määritellään во = 1. Yllä olevaa mallia merkitään 

yleensä Yt ~ ARMA(p, q).

Mikäli ARMA-mallissa AR-termien määräksi asetetaan nolla eh käsitellään tapaus­

ta ARMA(0, q), päädytään erikoistapaukseen, jota kutsutaan MA(q) -malliksi 

(Moving average model).

Yksikköympyrä ja sarjojen suppeneminen

Sekä AR(p> että ARMA(p, q) -mallit ovat suppenevia ja kovarianssistationaarisia, 

mikäli yhtälön.

\-ф12-фг22-...-фр2р =0 (1.8)
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juuret ovat yksikköympyrän4 ulkopuolella (Hamilton 1994, 58). ARMA-mallin 

stationaarisuus riippuu siis pelkästään mallin AR-osan parametreista.

Ergodisuus

Saijan ergodisuudella tarkoitetaan sitä, että mallin parametrin estimaatit tarken­

tuvat, kun Saijaan lisätään uusia havaintoja. Esimerkki ei-ergodisesta sai]asta on 

y = sin(t). Ergodisuuden testaus päättyvästä Saijasta on mahdotonta, mutta 

joidenkin sarjojen tiedetään olevan ergodisia. (Granger & Teräsvirta 1993, 9-10)

1.2.6 Kaoottiset sarjat

Kaoottisuus aikasarjassa

Mitään yleisesti tai tieteellisesti hyväksyttyä määritelmää kaoottisuudelle (Chaos) ei 

ole olemassa (Cuthbertson 1996, 195). Kaoottiseksi aikasaijaksi kutsutaan 

determinististä aikasarjaa, jossa pienikin alkuarvon tai parametrien arvojen muut­

taminen muuttaa sarjan muotoa huomattavasti. Satunnaisesta ja epäsäännöllisestä 

ulkonäöstään huolimatta puhdas kaoottisuus ei siis pidä sisällään minkäänlaista 

stokastista komponenttia, eli kaoottisten aikasarjojen tulevat arvot eivät ole miten­

kään ennalta arvaamattomia. Ennalta arvaamattomuuden sijaan ongelmana on 

saijan herkkyys parametrien ja havaintoarvojen estimointi-ja pyöristystarkkuudelle. 

Suurimmassa osassa kaaosmalleja mallien herkkyys ei kuitenkaan ilmene lyhyen 

aikavälin ennusteissa, vaan vaikutus kumuloituu ja kertautuu pidemmissä 

ennusteissa.

4 Yksikköympyiä ja juurien sijainti selitetään mm. kirjassa Chiang (1984), kappaleessa 15.3 
Analysis of the complex-root case.
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Normaalin deterministisen kaaoksen lisäksi saija saattaa pitää sisällään satunnai­

suutta, jolloin aikasaijan havainnot poikkeavat kaoottisen saijan mukaisista 

arvoistaan aika ajoin ilmenevillä pienenpienillä satunnaisilla muutoksilla. Tällaista 

saijaa kutsutaan kohinakaaokseksi (Noisy chaos).

Tässä työssä kiinnostusta herättää ainoastaan se, ovatko estimoidut mallit 

todellisuudessa kaoottisia vai eivät. Tämä tieto on tärkeää ennustemalleja tehtä­

essä. Kantaa ei oteta siihen, noudattavatko jotkin taloudelliset muuttujat teoreet­

tisesti jotain kaoottista mallia.

Kaoottisuuden ongelmat

Kaoottisuus ei ole toivottu ominaisuus stokastisiksi oletetuissa taloudellisissa 

aikasaijoissa. Myös ennustemalleja laadittaessa pitää huomioida, ettei ennusta­

misessa käytetty malli ole luonteeltaan kaoottinen ainakaan niillä parametreillä, 

jotka malliin on estimoitu. Kaoottisuus saattaa tehdä ennustemallista niin epästa­

biilin, että jo pelkkä mallin estimoiminen toisella tietokoneella saattaa muuttaa 

mallin selitysastetta merkittävästi.

Kaoottisia Saijoja pystytään muodostamaan, lähteestä riippuen, noin kahdellakym­

menellä erilaisella kaavaperheellä, jotka eroavat toisistaan huomattavastikin. Paitsi 

että kaoottinen saija on herkkä pienillekin muutoksille, myös sen havaintojen 

jakauma on herkkä minimaalisillekin muutoksille.

Kaoottisen saijan tunnistamiseen on kehitetty joitakin menetelmiä. Näiden käyttö 

on kuitenkin ongelmallista niiden vaatimien hyvin pitkien havaintosaijojen vuoksi, 

esimerkiksi yli 20000 havaintoa. Kohinaa sisältävän kaoottisen saijan (Noisy 

chaos) tunnistaminen on vieläkin vaikeampaa. Taloustieteellisissä aikasaijoissa, 

jotka yleensä ovat suhteellisen lyhyitä, ei juurikaan ole mahdollista tunnistaa
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kaoottisuutta havaintosaijasta testaamalla. (Cuthbertson 1996, 195). Estimoidusta 

mallista simuloimalla se saatetaan pystyä havaitsemaan.

Deterministiset kaaossarjat saattavat muodostaa useampihuippuisia jakaumia, jotka 

eivät ole millekään tietylle kaoottiselle prosessille kaikilla alkuarvoilla samanlaisia. 

Tällaisten monihuippuisten jakaumien erottaminen niistä useampihuippuisista 

jakaumista, joita tässä työssä halutaan mallintaa epälineaarisilla malleilla, on erittäin 

vaikeaa.

Taloudellisia aikasarjoja mallinnettaessa usein tyydytään siihen, että riittää kun 

testataan onko virhetermi normaalisti jakautunut. Mikäli normaalisuusoletus on 

voimassa, ei mahdollisesta kaoottisuudesta välitetä.

Esimerkki kaoottisesta sarjasta

Yksinkertaisimpia kaoottisia malleja on seuraava yhtälö, jonka R M. May esitteli 

1976 (Tong 1990, 60):

Y, =ЛГМ(1-УН) (1.9)

missä Я > 0 on yhtälön parametri.

Parametrin Я arvo vaikuttaa huomattavasti yhtälön muodostaman sarjan kaoot­

tisuuteen. Tässä yhteydessä käsitellään vain tapauksia, joissa lähtöarvo 0 < Y0 < 1. 

Esimerkiksi arvolla Я = 2, sarja konvergoituu arvoon 0.5. Itse asiassa yhtälö 

konvergoituu johonkin tiettyyn arvoon kaikilla 0 < Я < 4. Sarja räjähtää mikäli Я > 
4. Mikäli parametri Я = 4, sarja on kaoottinen ja se saa arvoja välillä 0 < Yt < 1.

Jotta yhtälön sensitiivisyys alkuarvon pienelle muutokselle tulisi ilmi, vertaillaan 

saman yhtälön, joka on muotoa (1.9), muodostamaa aikasarjaa kahdella eri
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alkuarvolla Yo. Olkoon molemmissa yhtälöissä l = 4. Olkoon saidan A Yo(A) - 0.36 

ja Saijan В Yo® = Y0(A)+ 10*8.

Kuva 1. Saman kaoottisen yhtälön tuottamat aikasarjat kahdella eri 
alkuarvolla.

Jotta Saijojen eroavuus ja epäsäännöllinen käyttäytyminen tulisi selvemmin esille, 

on kuvassa 2 saijan A havainnosta vähennetty saijan В saman hetken havainnon 

arvo.

Kuva 2. Kaoottisten sarjojen A ja В erotus.
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2. Epälineaariset mallit

2.1 Erilaisia epälineaarisia malleja

”Heti kun jätämme taaksemme suhteellisen mukavan lineaaristen mallien maailman, 

eteemme paiskautuu mahdollisten yleisten epälineaaristen mallien G (generic 

models) äärettömyys” (Tong 1983, 34).

Monet kansantaloustieteen tutkijat esittävät mielellään malleja, joissa on ylä- ja 

alarajat (floors and ceilings), puskurivarastoja ja vaihtuvia tiloja (Granger & 

Teräsvirta 1993, 1). Nämä seikat huomioivia lineaarisia malleja on erittäin hankala, 

ellei mahdoton, rakentaa.

Usein oletetaan, että markkinat ovat täysin tehokkaat ja että ne noudattavat 

satunnaiskulkua (Random Walk). Tällaisen oletuksen todistaminen on osoit­

tautunut lähes mahdottomaksi. Paljon todennäköisempi oletus markkinoille on, että 

ne ovat ajoittain tehokkaat ja noudattavat satunnaiskulkua mutta osan ajasta jotain 

muuta mallia. Tällaiseen oletukseen päätyi mm. Pfann tutkimuksessaan 19965.

On todisteita, että koroissa on epälineaarista dynamiikkaa sekä odotusarvoissa että 

varianssissa (Pfann et ai 1996, 150). Varianssin mallintamisessa käytetään usein 

ARCH -mallia tai sen laajennuksia. Epälineaarisuuden huomioiminen varianssin 

ohella myös keskiarvon/odotusarvon mallintamisessa on sen sijaan suhteellisen 

uutta taloustieteessä. Ensimmäiset tällaiset tutkimukset ilmestyivät vasta 1980 - 

luvun loppupuolella6.

5 Tarkemmat tiedot tutkimuksesta lähteestä Pfann et ai (19%) sivu 151.
6 Esimerkiksi Hamilton(1998) ja Grangerin (1993) tutkimukset yhdysvaltain lyhyistä koroista. 
Muita vastaavia tutkimuksia mainitaan artikkelissa Pfann et ai (1996), sivulla 150.
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Tong7 luokitteli epälineaarisia malleja seuraaviin ryhmiin:

Luokka Malli Esimerkki8
Piecewise linear models Self-exciting threshold models SETAR

Open- and Closed loop threhold 
autoregressive systems

TARSO
TARSO

Eksponential autoregressive model EAR
Markov-chain-driven models
Asymmetric moving-average models ASMA

Piecewise polynomial models Hard- and soft censoring
Smooth threshold autoregressive 
models

STAR LSTAR
ESTAR

Amplitude-dependent exponential 
autoregressive models

EXPAR

Fractional autoregressive models FAR
Product autoregressive models PAR
Random coefficient autoregressive 
models

RCA

Never exponential autoregressive 
models

NEAR

Autoregressive models with 
discrete state space
Bilinear models
Non-linear movin-average models NEAR
Autoregressive conditional 
heteroscedasticity models

ARCH
GARCH

Taulukko 1. Erilaisia epälineaarisia malleja.

Seuraavat esiteltävät mallit eivät ole työn kokonaisuuden kannalta keskeisiä, mutta 

ne antavat vertailupohjan muiden epälineaaristen mallien käsittelylle. Kyseiset 

mallit esitellään vain pintapuolisesti, esim. jokin yksittäinen malli kokonaisesta 

malliperheestä.

7 Poimittu long (1990) sivuilta 96-116.
8 Nämä esimerkkimallit on esitelty tässä työssä. Osa malleista, jotka on jätetty esittelemättä, on 
luonteeltaan sellaisia, että niille on vaikea keksiä käyttöä taloustieteessä. Työ keskittyy erityi­
sesti tummennettuihin malleihin.
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2.2 EAR-malH

EAR-malli (Exponential autoregressive model) on myöhemmin esiteltävien kyn- 

nysmallien erikoistapaus. Esimerkkinä tästä mallista on EAR(2)-malli, jossa tila St 

on riippumaton muuttujasta Xt. Tällöin yhtälö saa muodon:

(2.1)Xt - a^ Xt_x +bs X,_2 +st

missä fit ~nid ja missä St on tilan ilmoittava satunnaismuuttuja, joka saa arvoja 

seuraavasti:

1 todennäköisyydellä 1 -a2
2 todennäköisyydellä a2

Yleensä malliin vielä liitetään ehto:

«1*0 bx = 0 
a2 = 0 b2 ^0

(long 1990, 101-102)

2.3 ASMA-malli

ASMA-malli (Asymmetric moving average) eli epäsymmetrinen hukuvan keski­

arvon malh on tyypillisesti seuraavaa muotoa:

Xt=et+\e,_i (2-2)

missä

1 jos < 0
2 jos £,_¡ > 0

ja fit ~ iid.



Malliin voi lisätä pidemmänkin liukuvan keskiarvon rakenteen kuin mitä esimer­

kissä näytetään. Huomaa ero myöhemmin esiteltävään normaaliin kynnysmalliin, 

jossa kynnykset liittyvät muuttujan X,-i arvoihin. (Tong 1990, 103)

2.4 ARCH- ja GARCH -mallit

(2.3)

missä

Cov(e„e,_s) = 0 (2.4)

Tästä seuraa että & ei ole ennustettavissa.

Mikäli jakaumassa on havaittavissa paksut hännät (leptokurtosis), toisin sanoen 

kuriositeetti > 0 ja jos vielä havaitaan että fit:t ovat keskenään riippuvia eli

Cov(sf,els) * 0

mistä seuraa että fit ~ nid ei päde, ja että £t2 on ennustettavissa.

(2.5)

Tällaisessa tapauksessa voidaan olettaa ARCH (Autoregressive conditional hetero- 

scedasticity)- ja GARCH (Generalized ARCH) -mallien toimivan volatiliteetin 

ennustamisessa.

ARCH-malli

Noudattakoon yt AR(p) prosessia:

Yt - Фо + <t>\Yt-y +<f>2Y,-2 + — + ФрУ,-р+и,

missä ut on mallin virhetermi, joka määräytyy seuraavasti:

(2.6)
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missä v, ~nid ja E(v,) = O ja E(vt2) = 1, ja missä ht saa muodon

K =a0+2«,“r-,
i=l

(2.8)

Tällöin sanotaan että ut ~ARCH(m), jonka Engle alunperin esitteli vuonna 1982.

Koska ht2 on oltava kovarianssistationaarinen, on sen juurien oltava yksikköym- 

pyrän ulkopuolella. Koska ht2 ei myöskään voi olla negatiivinen millään reaalilu­

kujen joukolla {ht-i, ht-2, tästä seuraa että kaikki o¡ > 0, i e {0, 1, m). Kun

molemmat edelliset ehdot yhdistetään saadaan a¡:tá sitova ehto9:

¿a,< 1 (2-9)
1=1

Huomaa että AR-mallin ei-ehdollinen odotusarvo voidaan sovittaa ARCH-malliin, 

jolloin saadaan laskettua mallin ei-ehdollinen varianssi E(u2).

GARCH-malli

GARCH(r, m) -mallissa ht:n yhtälö muuttuu seuraavasti: 

ht = a o + ¿«, + É ßjKj
»=i >i

(2.10)

Jotta GARCH-mallilla pätisivät vastaavat stationaarisuusehdot kuin ARCH- 

mallilla, on seuraavien ehtojen täytyttävä: 

ai >0, ie {0,1,m) ja $ > 0, j e {1, ...,r} ja

+ Д) < 1 (2Л!)
i=l

Max(m.r)

9 Nämä, samoin kuin GARCH-mallin, ehdot ovat riittäviä mutta eivät välttämättömiä. Katso 
tarkemmat tiedot välttämättömistä ehdoista ARCH-kirjallisuudesta, tai esimerkiksi Hamilton 
(1994) sivut 657-676.
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3. Kynnysautoregressiiviset mallit

3.1 Yleistä kynnysautoregressiivisistä malleista

TAR-mallit (Threshold autoregressive models) eli kynnysautoregressiiviset mallit 

ovat paloittain eli aliotoksittain lineaarisia (Piecewise linear) AR-malleja. Saijaa ei 

ole kuitenkaan jaettu aliotoksiin ajan perusteella vaan kynnysmuuttujien (threshold) 

arvojen perusteella. Jakaminen aliotoksiin ajan perusteella tarkoittaa tilannetta, 

jossa aikasarja ennen mallin estimointia jaetaan esimerkiksi dummy muuttujilla 

erilaisiin aliotoksiin. Tästä poiketen kynnysmuuttujien avulla aikasarjaa jaettaessa 

valitaan ensin mahdollinen mallissa muutoksen aiheuttava muuttuja (leading 

indicator), jolle estimoidaan aineistosta arvo tai arvot, joiden ylitys aiheuttaa 

siirtymisen toiseen tilaan (state, regime) ja toisiin mallin parametreihin. On myös 

mahdollista, että kynnysmuuttujia ei estimoida aikasarjasta, vaan niille asetetaan 

tietyt ennaltamäärätyt arvot. (Tiao & Tsay 1994, 111)

TAR-mallissa kynnysmuuttuj ana voi toimia mikä tahansa havainnoitu eksogeeninen 

tai endogeeninen muuttuja, niiden viivästetty arvo tai useampi muuttuja yhdessä. 

Tapausta, jossa kynny smuuttuj ana on selitettävän viivästetty arvo, kutsutaan 

SETAR-malliksi (Self Exciting Threshold Autoregression).
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3.2 SETAR-maUi

3.2.1 Mallin perusoletukset ja mallin esittely

Kynnysautoregressiivisissa malleissa vaihtuvat käytettävät parametrit aina, kun 

tietyt selitettävälle tai sen viivästetylle arvolle annetut rajat ylitetään johonkin 

suuntaan.

Tällaiselle prosessin käyttäytymiselle löytyy paljon perusteluja käytännöstä, esimer­

kiksi korkojen noustessa tai valuuttakurssin muuttuessa keskuspankki puuttuu 

toimillaan asiaan tai esimerkiksi inflaation muuttuessa kaksinumeroiseksi (double 

digit inflation) saattaa markkinoiden käyttäytyminen muuttua.

Seuraavissa yhtälöissä J kertoo eri mallien määrän, d on parametri, joka kertoo 

viivästyksestä (lag parametri) ja c:t ovat kynnyksiä eli rajoja mallien välillä. 

Selitettävä Yt voi olla myös esim. ду,.

K" + Z/f+ S,® jos c, s Y,.„ < c,
H v‘ 5 (31)

/Г +1 ß!j) * s!J> jos c,_, £ r,.t < c,i=l
missä X voi olla joko jokin eksogeeninen muuttuja tai Y:n viivästetty arvo ja ß:X 

ovat yhtälön parametreja, e ~ nid ja Co = -<» ja Cj = oo. Vielä yleisemmässä 

muodossa malli on alla, missä eri tilojen yhtälöt on kirjoitettu vektorimuotoon. 

Tässä ß on parametrivektori ja X on vektori, joka koostuu vakiosta, viivästetyistä 

Y:n arvoista ja muista selittäjistä.
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Y' =

ßm'Xt + C7(ï)€, jos c0 < Yt_d < Cj

ß(J),Xt+a(J)et jos Cj_x <Yt_d <cs 

Huomaa, että eri tilojen varianssit voivat poiketa toisistaan.

(3.2)

SETAR-malli esitetään usein kirjoituksen seassa muodossa10 SETAR( J; li, ..., lj ), 

missä J kertoo tilojen määrän ja lj, missä j = 1, J, sen kuinka monta viivästettyä 

termiä siinä on mukana (vertaa AR(p)). Joissakin teoksissa on luku J jätetty pois 

sulkujen sisältä, sillä vastaavan tiedon näkee muiden parametrien määrästä.

Kynnysten olemassaolosta

Mielenkiintoinen oletus SETAR-malleissa on diskreetit kynnykset tilojen välillä. On 

perusteltua miettiä, onko tällaisia kynnyksiä todellisessa prosessissa vai ovatko ne 

vain mallin yksinkertaistamiseksi asetettuja keinotekoisia ja estimoituja rajoja. 

Mallin spesifioinnissa on ongelmallista myös se, ellei teoriaa asiasta ole, kuinka 

monta erillistä tilaa malliin pitäisi ottaa.

Tutkimuksissa11 on havaittu, että esimerkiksi double-digit rajat todella aiheuttavat 

käyttäytymisen muutosta markkinoilla. Samoin aikasarjat, joilla selvästi on kaksi tai 

useampia toisistaan poikkeavia tasapainoja, ovat luonteeltaan kynnysmalleja.

10 Myös muotoa SEATR(d; lb ... ,lj), missä d on kynnysmuuttujan viivästys, on käytetty joissain 
teoksissa.
11 Tällainen esimerkki löytyy lähteestä Pfann et ai (1996).
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SETAR-mallin stationarisuus

Oman ongelmansa tuo tietysti sen määrittely, onko käytettävä SETAR-malli 

stationaarinen12 vai ei. Koko mallin stationaarisuuteen liittyvät ainoastaan kahden 

uloimman tilan parametrit ja sisemmät tilat saavat olla vaikkapa räjähtäviä.

Vuonna 1985 Chan, Petruccelli, long ja Woolford määrittivät SETAR(J, 1, ..., 1) 

-malline, jossa d = 1 eli malliUe jossa jokainen tila on AR(1) -prosessi, ergodisuus- 

ehdot13. Ehdot kohdistuvat mallin kahteen laitimmaiseen tilaan. Seuraavat ehdot 

pätevät siis ainakin SETAR(J, -malliUe14:

A(1) < i, А® < i, А®А® < i
A® -1, А® < i,

оЛ<

A® < i, А® = i, А® < о
A® - i, А® = i» А® < о < А(1)
A® A®- i, А(1) < i, а®+а®а®

Näiden ehtojen lisäksi SETAR-PH15-mallilta vaaditaan, että volatiliteetin elastisuu­

den parametri y < 1 (Pfann et ai 1996, 159).

12 Kann. Schotman ja Tschering (1996) esittävät joitakin stationaarisuuteen liittyviä ehtoja 
artikkelissaan. Ehdot eivät kuitenkaan ole täysin kattavia, ja tarkemmin stationaarisuuden 
määrittämisestä voi lukea lähteestä Chang et ai (1985).
13 Nämä ehdot liittyvät ns. mallin Lagrange stabiiliuteen (Lagrange stability), joka on selitetty 
tässä työssä esiteltyjen mallien soveltajille riittävällä tarkkuudella lähteessä Tong (1990), 
sivuilla 64-76. Ehtojen todistus löytyy lähteestä Chan et ai (1985), sivuilta 270-276.
14 Lagrange stabiilisuus yleisemmin pätee myös muille malleille.
15 Malli esitellään myöhemmin kohdassa 3.2.2.
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3.2.2 Versioita SETAR-mailista

SETARMA-malli

Self Exciting Threshold Autoregression Moving Average, merkitään usein 

SETARMA(J; lb ..., b; ki, ...,kj), on muuten samanlainen kuin SETAR-malli (3.1), 

paitsi että siihen on lisätty MA eli liukuvan keskiarvon osuus. Yhtälönä kyseinen 

тяШ kirjoitetaan seuraavaan muotoon:

r,=a»+¿a“rM+‘fV4-, <33>
1=1 ¡=0

missä a0 ovat tilojen j mukaan muuttuvia vakioita ja h0 tilojen j mukaan muuttuvia 

virhetermin e kertoimia.

TARSO- ja TARSC -mallit

TARSOksi (Open-loop threshold autoregression) kutsutaan malUa (X,, Yt), jossa 

X, on havaittu selitettävä (output) ja Yt havaittu sehttäjä (input). Itse malli on

muotoa:
*i-i

Xt = a0O) + 2>,0)Y,_, +2>,°X. +£,(O)
i=l i=0

(3.4)

missä £t(i) kaikilla j = (1, on heterogeenista valkoista kohinaa keskiarvolla 0 

ja äärellisellä hajonnalla siten, että kaikki £t0 ovat riippumattomia Ytstä.

TARSC (Closed-loop threshold autoregression) malliksi kutsutaan malha, jossa 

sekä (Xt, Yt) että (Yt, Xt) ovat TARSOja. (long 1983, 61-62)
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SETAR-TWO -malli

Yleisessä muodossaan yhtälö on seuraavanlainen:

ßxXt jos c(1) < Y < cm 1C0 - 1 t-d ^ LI a,et jos c(2) < Y < c(2) 1C0 — 1 t-d ^ U1

►+" : >
ßj'X, jos Cö) <Y <cmCJ-1 — 1 t-d — _ jos c(2) < Y < c(2)cJ-\ — 1 t-d —CJ

missä pätevät samat ehdot kuin yhtälössä (3.1). Ainoana erona on, että c¡(1) ja c/2) 

voivat olla joko samoja tai niiden arvot voivat poiketa toisistaan. (Pfann et ali 

1996)

Malli koostuu siis kahdesta osasta, joista ensimmäinen kertoo tilassa vallitsevan 

mallin ja toinen ottaa huomioon mahdolliset erilaiset varianssit eri tiloissa. 

Kummallekin osalle on omat kynnyksensä.

SETAR-PH -malli

SETAR-PH, missä PH tarkoittaa suhteellista heteroskedastisuutta (proportional 

heteroscedasticity), ottaa huomioon mallin varianssin muutoksen kertomalla 

virhetermin varianssin lisäksi Y:n viivästetyllä arvolla, joka korotetaan potenssiin y.

rt=<

ßi'Xt+oYtr_x£t jos c0 < Yt_d < cx

ßj'Xr + oYj__xet jos Cj_x<Yt_d<Cj
(3.6)

Malli vaihtaa siis tilaa vain keskiarvon muutoksen perusteella ja varianssin muutos 

huomioidaan muulla tavalla (vit. 3.5). Varianssin muutos huomioidaan suhteel­

lisena eli mitä suurempi viivästetyn muuttujan arvo sitä suurempi varianssi. (Pfann 

et ali 1996)
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SETAR-LOG -maUi

Logaritmisessa mallissa käytetään selitettävänä logaritmia. Esimerkkinä mallista 

SETAR-LOG(l, 1), joka on muotoa:

(3.7)

Tässä erikoistapauksessa ei ole muita parametreja kuin ßo, joka siis kertoo 

kasvunopeuden. (Gerard et ai 1996).

Tiao & Tsayn malli

Tiao ja Tsay esittelivät yhteisessä tutkimuksessaan 1994 SETAR-mallin, jonka 

avulla he tutkivat Yhdysvaltojen BKT.n kehitystä toisen maailmansodan jälkeisenä 

aikana. Erityisesti suhdannekäänteet ja mallit suhdanteiden eri vaiheissa olivat 

tutkimuksen kohteena.

Tutkittavaksi aikasarjaksi valittiin BKT:n kasvunopeus. Malliksi valittiin 

SETAR(4; 2, 2, 2, 2) ja viiveparametriksi d = 2. Normaalista SETAR-mallista 

Tiaon ja Tsayn malli poikkesi valittujen kynnysten osalta. Kynnykseksi valittiin 

apumuuttuja A, joka vaikutti malliin seuraavasti:

(3.8)

ja missä A sai arvonsa seuraavasti:

1 jos yt_x < y,_2 ja yt_2< 0
л _ 2 jos yt_x > y,_2 ja yt_2 < 0

3 jos yt_x<yt_2 ja yt_2>0

4 jos >y,_2 ja JV2 > 0

(3.9)
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Yhtälön (3.8) ehdoista nähdään näiden neljän tilan taloudelliset merkitykset, jotka 

ovat järjestyksessä seuraavat (vertaa kuva 3):

1. Taantuma, jossa taloudellinen tilanne huononee kiihtyvällä vauhdilla

2. Käänne taantumasta parempaan (taantuminen hidastuu tai kääntyy nousuun)

3. Käänne nousukaudesta huonompaan (nousu hidastuu tai kääntyy laskuun)

4. Nousukausi kiihtyy

Tila 4Tila 3

y(t-2) 0

Tila 2Tila 1

Kuva 3. Tiao & Tsayn malliin valitut tilat.

TVECM-maUi

Hieman erilaisen kynnysmallin esittelivät Martens, Kofman ja Vorst (1998) 

tutkimuksessaan, joka käsitteli indeksifutuurien arbitraasihinnoittelua. Käyttä­

määnsä mallia he kutsuivat TVECM (Threshold vector error-correction model) 

-malliksi.

дл-, = 4" +ix’AifM +£,UI
Jt=l

(3.10)



24

missä AX on differenssi selitettävästä muuttujasta, A^o tilasta j riippuvainen (2x1) 

vakiovektori, Ati)k ovat K kappaletta tilasta j riippuvaisia (2 x 2) parametrimat- 

riiseja, on tilasta j riippuvainen (2x1) parametrivektori, Eä)t tilasta j riippuvai­

nen (2x1) jäännöstermivektori. K on viivästettyjen selittäjien määrä ja zm betalla 

painotettu virheenkoij austermi.

Tässä esitellyssä tutkimuksessa kynnyksiä ei estimoitu aineistosta, vaan tilojen kyn­

nysten arvot laskettiin käyttämällä futuurien arbitraasiehtoja ja leventämällä tätä 

arbitraasivapaata tilaa kaupankäyntikustannuksien verran. Näin saatiin kaksi arbit- 

raasin mahdollistavaa aluetta, joissa mallin parametrit poikkesivat arbitraasivapaan 

alueen parametreista.

Yhteenveto SETAR-versioista

Seuraava taulukko on lyhyt yhteenveto erilaisista self-exciting threshold 

autoregressive -malleista.

Malli Kynnys Erityistä Yhtälö
SETAR Y,.!<C

Yt-i > c
(3-D

SETARMA Kuten SETAR Lisätty liukuvien keskiarvojen ominaisuus 
malliin

(3.3)

TARSO ja 
TARSC

Kuten SETAR Muitakin selittäjiä kuin selitettävän viivästetty 
arvo.

(3.4)

SETAR-
TWO

Kertoimille (ß): 
Yt.i <, > Ci 
Hajonnalle (a): 
Y,.i <, > c2

Eri kynnykset keskiarvolle (parametreille ß) ja 
varianssille.

(3.5)

SETAR-PH Yt-i < c
Yt_i ^ c

Virhetermissä on kertoimena varianssin lisäksi 
selitettävän viivästetty arvo korotettuna 
potenssiin y.

(3.6)

SETAR-LOG Ln(Yt.,)<ln(c) 
Ln(Yt-i) > ln(c)

Logaritminen malli. (3.7)

Tiao & Tsay Apumuuttuja Apumuuttujaan vaikuttavat y,_i ja yt.2 arvot ja 
keskinäiset suhteet.

(3.8) ja
(3.9)

TVECM Kuten SETAR Vektori virheenkorjaus malli (ECM) sm___
Taulukko 2. SETA R-m allin versioita
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3.3 STAR-maUit

STAR-malleissa (Smooth transition autoregressive models) on kaksi tilaa, joissa 

mallilla on eri muoto. SETAR-malleissa tilasta toiseen siirtyminen tapahtuu, kun 

kynnysmuuttuja ylittää sille määrätyn arvon. STAR-malleissa tällaista kynnystä ei 

ole, vaan malli siirtyy tilasta toiseen liukumalla.

Esimerkkinä STAR-mallista voitaisiin pitää säännösteltyä valuuttakurssia. Kun 

valuuttakurssi on lähellä haluttua tasapainopistettä, se noudattaa RW hypoteesia. 

Mitä pitemmälle tästä tasapainopisteestä ajaudutaan sitä enemmän keskuspankki 

puuttuu avomarkkinaoperaatioiden kautta valuuttakursseihin, jolloin valuuttakurssi 

alkaa lähestyä haluttua tasapainotasoa. Kaukana tasapainotilasta valuuttakurssi 

saattaisi siis noudattaa esimerkiksi suppenevaa AR-mallia.

Siirtymistä tilasta toiseen liukumalla, perustellaan usein sillä, että se vastaisi 

paremmin todellisuutta kuin kiinteä porras. Liukuma onkin helposti perusteltavissa 

markkinoilla, jossa on paljon toimijoita. Jokaisella toimijalla saattaa olla oma 

kynnyksensä, jolloin markkinat kokonaisuutena toimivat kuin jatkuva kertymä- 

funktio. Vaikka kaikilla markkinoilla toimijoilla olisikin sama kynnys, ja päätös olisi 

diskreetti, saattaa toimijoilla kuitenkin olla erilaiset viiveet tapahtumiin reagointiin. 

Myös tällaisessa tilanteessa koko markkinoiden siirtymä näyttää jonkinlaiselta 

jatkuvalta kertymäfunktiolta.
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3.3.1 Mallin perusoletukset ja mallin esittely

STAR(p) -malli esitetään yleensä muodossa:

y, = AmX, HAmX,)F<y,_d)+e, (3.11)

missä St ~ nid^o2), Ati) = (ati)o, aö)p)\ j = 1,2, Xt = (1, yt-i,• Уи>)\ P on AR-

mallin viivästettyjen termien määrä ja F on siirtymäämktio (transition function), 

joka saa arvoja nollan ja yhden väliltä. (Teräsvirta & Anderson 1992,120)

Mikäli puhtaasta AR-oletuksesta malleissa luovutaan, voidaan yhtälöihin ottaa 

mukaan myös muita selittäjiä kuin viivästetyt selittäjän arvot.

Tärkeä tekijä mallissa on siirtymäfunktion muoto. STAR-mallit nimetäänkin usein 

juuri siirtymäfunktionsa mukaan.

STAR-mallit eivät pysty ennustamaan shokkeja, jotka tulevat mallin kannalta 

eksogeenisista muuttujista (Teräsvirta & Anderson 1992, 128). Taloudellisissa 

aikasarjoissa tällaisia ovat esimerkiksi öljykriisit. STAR-mallit pystyvät kyllä 

mallintamaan näiden kriisien aiheuttamat muutokset aikasarjassa, mutta uusia 

mahdollisia öljykriisejä tai muita eksogeenisia shokkeja mallit eivät pysty 

ennustamaan.

Mallin juurien laskenta

STAR-mallin juuret kiinnostavat, kun halutaan tietää, miten malli käyttäytyy 

pitkällä aikavälillä. Juurten laskenta samoin kuin koko prosessin käyttäytymisen 

määrittäminen on hankalaa, koska siirtymäfunktion äärilaitojen välillä, eli kun 0 < 

F(yt_a) < 1, on oo määrä erilaisia mahdollisia parametrien arvoja. Yleisesti 

tutkitaankin vain tapausten F (ум) = 0 ja F(yt-d) = 1 juuret.
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Siirtymäfunktion äärilaitojen juuret kertovat mallin tekijälle huomattavasti enem­

män kuin siirtymäfunktion muiden arvojen juuret, koska ne yleensä edustavat 

nimenomaan niitä tiloja, joita halutaan tutkia ja yritetään mallintaa, esimerkiksi 

taantumaa ja kasvuvaihetta.

STAR(p)-mallin juuret saadaan ratkaistua seuraavasta yhtälöstä:

(3.12)

missä 0 < F < 1, a:t ovat mallin parametreja tiloissa (1) ja (2) ja p kertoo mallin 

parametrien määrän. Yhtälön ratkaisevat z:t ovat mallin juuret. Yleensä siis 

tutkitaan juuret vain arvoilla F e {0,1}. (Teräsvirta & Anderson 1992, 125)

3.3.2 Erilaisia siirtymäfunktioita

Siirtymäfunktiolle F ei ole asetettu mitään muita ehtoja kuin että 0 < F($) < 1 

кяИНПя в e Rk missä в = (xb ..., Xk) ja k on funktion F parametrien lukumäärä. 

Funktion arvoon voivat siis vaikuttaa paitsi endogeenisen muuttujan viivästetty 

arvo myös eksogeeniset muuttujat ja niiden viivästetyt arvot. Kaikki tässä työssä 

esiteltävät mallit riippuvat vain endogeenisen muuttujan d periodia viivästetystä 

arvosta.

Logistinen siirtymäfunktio

STAR-mallia, jonka siirtymäfunktio on logistinen, kutsutaan LSTAR-malliksi. 

Logistinen siirtymäfunktio on muodoltaan paljolti samanlainen kuin 

normaalijakauman kertymäfunktio. Siirtymäfunktio F(yt4¡) on jatkuva ja jatkuvasti 

derivoituva koko alueellaan.
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Matemaattisesti funktio on seuraavanlainen:

F(yt_d) = (1 + exp[-r(yt-d - С)1Г' (313)
missä parametri y > 0 ja parametrille c ei ole rajoituksia. Parametri d on viivästys- 

termi, y kertoo siirtymäfunktion jyrkkyydestä siten, että mitä suurempi y sitä 

nopeampi on siirtymä tilasta toiseen ja parametri c kertoo kohdan, jossa F(c) = 0.5. 

(Teräsvirta & Anderson 1992, 120)

Kuvassa 4 on esitetty kolme logistista siirtymäfunktiota F(y, c) siten, että x- 

akselilla on havainnon arvo ja у-akselilla siirtymäfunktion arvo.

-1.0 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Kuva 4. Logistisia siirtymäfunktioita.

Logistinen funktio on siis ainoastaan yksisuuntainen eli jos perusmallina pidetään 

mallia (1) jossa F(yt-d) = 0 pitää havaintojen arvojen kasvaa, jotta siirryttäisiin 

toiseen tilaan (2) jossa F(y,^) = 1. Vaikka aikasarjan havainnot laskisivat huomat­

tavasti alle perusmallin tasapainotilan, ei siirtymäfunktion arvossa tapahdu

muutoksia.
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Eksponentiaalinen siirtymäfunktio

STAR-mallia, jonka siirtymäfunktio on eksponentiaalinen kutsutaan ESTAR- 

malliksi. Myös tämä siirtymäfunktio F(yt-d) on jatkuva ja jatkuvasti derivoituva 

koko alueellaan. Matemaattisesti funktio on seuraavanlainen:

F{yt.d) = 1 - exp(-y(y,_d - c)2) (3.14)

jonka parametreille on olemassa samat rajoitukset kuin yhtälössä (3.13). Parametri 

у kertoo yhä mallin jyrkkyydestä ja d on viivästystermi (Teräsvirta & Anderson 

1992, 120). Logistisesta mallista poiketen eksponentiaalinen malli käyttäytyy 

seuraavasti:

lim F{yt_d) = \ (3.15)

samoin

lim F(yt_d) = 1 (3.16)
Ov-rf-ö-*®

ja nollakohdan funktio saavuttaa, kun yt_d = c eli F(c) = 0.

Kuvassa 5 on esitetty kolme eksponentiaalista siirtymäfunktiota F(y, c) siten, että 

x-akselilla on havainnon arvo ja у-akselilla siirtymäfimktion arvo.

-1.0 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Kuva 5. Eksponentiaalisia siirtymäfunktioita.
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Kuten kuvista 4 ja 5 voidaan päätellä, on näiden siirtymäfimktioiden käyttäy­

tyminen selvästi erilaista. Yhtälön (3.14) funktio painottaa tilan (2) parametreja sitä 

enemmän mitä kauemmaksi tasapainotasosta, jossa vallitsee tilan (1) parametrit, 

poiketaan olipa poikkeama sitten positiivista tai negatiivista.

Normaalijakauman kertymäfunktio siirtymäfunktiona

Siirtymäfunktio voi olla myös muotoa:

(3.17)

missä Ф on standardi normaalijakauman N(0, 1) kertymäfunktio. Kertymäfunktio 

on muotoa:

(3.18)

(long 1990, 108)

Muodoltaan normaalijakauman kertymäfunktio noudattaa paljon logistista funk­

tiota. Kuvassa 6 on vaaleammalla viivalla piirretty normaalijakauman kertymä- 

funktio N(0.05, 0.17) ja logistinen siirtymäfunktio F(10, 0) tummemmalla. 

Normaalijakauman kertymäfunktiota on siirretty 0.05 yksikköä oikealle, jotta se ei 

peittyisi logistisen siirtymäfunktion alle.
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— Log
— Norm

0.50 •

0.20 ■

-1.0 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -Oí -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Kuva 6. Normaalijakauman kertymäfunktio verrattuna logistiseen 

siirtymäfunktioon.
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4. Markovin tilaavaihtavat mallit

TAR-malleissa oletuksena on, että siirtymä tilasta (state, regime) toiseen voidaan 

päätiellä joko selitettävän itsensä arvosta tai että jokin eksogeeninen muuttuja, joka 

on havaittavissa, määrää muutoksesta. Usein ei kuitenkaan voida päätellä, mikä 

tekijä saa aikaan muutoksen mallin tilassa. Muutos on kuitenkin havaittavissa aika­

sarjassa ja voidaan olettaa, että tilojen muutosten todennäköisyys saattaisi olla 

laskettavissa.

Monissa taloudellisissa aikasarjoissa nousu- ja laskukaudet seuraavat toisiaan. 

Vaikka kausien kestoa ei pysty tarkasti ennustamaan, on monissa tutkimuksissa 

havaittu, että laskukaudet ovat nousukausia lyhyempiä ja jyrkempiä16. Tällai- 

sestakin aikasarjasta on vaikea löytää niitä muuttujia, jotka aiheuttavat muutoksen 

nousukaudesta laskukauteen ja päinvastoin. Yleensä syyt tähän käännökseen 

vaihtelevat tapauskohtaisesti. Koska kyseiset tilat eivät myöskään toistu säännöl­

lisesti, on nousu- ja laskukaudet totuttu käsittelemään omilla malleillaan ja 

mahdollisesti ennustettu suhdanteen taitetta vielä erikseen. Varsinkaan lineaariset 

mallit eivät pysty käsittelemään tällaisia asymmetrisiä kausivaihteluita (Goodwin 

1993,331).

Tapahtumien toistumisen rakentaminen mallin oletuksiin tuntuu joskus liian rohke­

alta ajatukselta. Esimerkiksi malli, joka on luotu käyttäen aikasarjaa, johon mahtuu 

mukaan ensimmäinen tai toinen maailmansota, olettaa vastaavien tapahtumien tois­

tuvan tulevaisuudessakin. Toisaalta ennustaminen ja tieteelliset mallit olettavat, että 

tulevaisuus on jollain tapaa samanlainen kuin menneisyys (Hamilton 1994, 690).

16 Asymmetriaa suhdanteiden välillä on tutkittu ja myös todisteita raportoitu Keynesin ajoista 
lähtien. Tässä työssä viittaan kuitenkin Goodvvinin (1993) Hamiltonin mallilla tehtyyn 
tutkimukseen, joka löysi merkittävää epäsymmetriaa, yhtä maata lukuunottamatta, kaikista 
seitsemästä tutkitusta maasta.
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Tätä oletusta ei voi ohittaa, mikäli halutaan ennustamisen olevan järkevää ja 

perusteltua.

4.1 Markovin ketju

Markov-matriisin esittely

Olkoon St diskreetti satunnaismuuttuja, joka voi saada vain kokonaislukuarvoja {1, 

..., N}, missä N on mahdollisten tilojen (state, regime) määrä. Oletetaan, että vain 

edellisen tilan St-i arvo vaikuttaa hetken t tilan toteutumisen todennäköisyyteen p. 

Esimerkkeinä tiloista voisivat olla BKT:n kasvu ja lasku. Tällaisessa tilanteessa 

vain edellisen vuoden BKT:n muutoksen suunta vaikuttaisi siihen todennäköi­

syyteen, millä seuraavan vuoden BKT kasvaisi tai laskisi.

Käyttämällä matemaattista merkintätapaa saadaan edellisessä kappaleessa 

mainituille satunnaismuuttujille pÿ seuraava merkintä:

P{st = yjs(_j = i,s,_2 = k,...} = P{st = j st_ j = /} = pÿ (4.1)

missä St on satunnaismuuttuja, joka voi saada vain kokonaislukuarvoja (1, ..., N} 

ja 0 < pÿ < 1. Koska oletuksena on, että vain hetken t-1 arvo vaikuttaa hetken t

arvoon, voidaan kaikki hetkeä t-1 edeltävät arvot jättää pois yhtälöstä.

On huomattava, että siirtymätodennäköisyyksien (transition probability) summa, 

kun hetkellä t vallitsee tila i, on yksi eli

Í>„=1 (42)

7=1

Edellä mainittujen seikkojen perusteella voidaan muodostaa siirtymämatriisi 

(transition matrix) P, joka on (N x N) neliömatriisi.
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Pn Pl\ **• Pn i

p =
Pn Pn Pn2

_P\N P2N Pnn.

(4.3)

Ottamalla käyttöön satunnaisvektori &, jonka koko on (N x 1) ja jonka j:s alkio saa 

hetkellä t, jolloin tapahtuman tila tiedetään eikä kyseessä ole enää todennäköisyys, 

arvon 1 ja kaikki muut vektorin alkioiden arvot ovat nollia. Vektori £t siis sisältää 

hetkellä t vallitsevat todennäköisyydet eri tiloille. Hetken t+1 eri tilojen 

todennäköisyydet saadaan helposti kertomalla matriisi P ja £t keskenään. Eli:

£(5,ilä) = i>5 <44>
mistä seuraa

Pn

£(4+1|s,=i) =

LAvJ

(4.5)

Voidaan todistaa17, että m periodia eteenpäin olevan todennäköisyysvektorin 6+m 

laskeminen onnistuu kertomalla matriisi P itsellään m kertaa ja kertomalla & näin 

saadulla matriisilla.

Щ.„15 ) = /""£ <4'6)

Mainittakoon, että myös matriisin P™ sarakkeet summautuvat arvoon yksi, joka 

voidaan myös ilmaista muodossa

(Pm)'l = l (4.7)

missä 1 tarkoittaa (N x 1) suuruista vektoria, jonka kaikki alkiot ovat ykkösiä ja m 

on mikä tahansa positiivinen kokonaisluku.

17 Todistus löytyy lähteestä Hamilton (1994), sivuilta 678-682.



35

Siirtymämatriisin suppeneminen

Oletetaan, että matriisin P jokin diagonaalilävistäjän alkio pü = 1. Mikäli prosessi 

jollakin hetkellä t päätyy tilaan s¡, voidaan huomata, että tila on pysyvä. Tällaista 

tilaa kutsutaan absorbtiotilaksi ja koko matriisia P suppenevaksi (Reducible).

Yleisemmin voidaan huomata, että mikäli matriisi P (N x N) voidaan kirjoittaa

muotoon

P =
В C 
0 D

(4-8)

missä B on (K x K) matriisi ja 1 < K < N, niin päädyttäessä tilaan j, missä j < K, 

niin tiloihin K+l, ..., N palaaminen on mahdotonta. Myös tällaista matriisia

kutsutaan suppenevaksi.

Ergodisuus Markovin ketjussa

Kaava (4.2) voidaan kirjoittaa myös muotoon

P\ = 1 (4-9)

missä P on transitiomatriisi ja 1 on (N x 1) vektori, jonka kaikki alkiot ovat 

ykkösiä. Kaavasta (4.9) on helpompi huomata, että yksi matriisin ominais- 

arvovektori on juuri 1. Mikäli muut ominaisarvot ovat yksikköjuuren sisäpuolella, 

sanotaan Markovin ketjun olevan ergodinen.

Merkitään ergodisen matriisin ominaisarvovektoria n. Olkoon n lisäksi normali­

soitu eli sen alkioiden summa on 1. Olkoon P ergodisen Markov-ketjun siirtymä- 

todennäköisyysmatriisi. Voidaan todistaa, että samoin kuin vektori 1 myös vektori 

n toteuttaa yhtälön:

Pk = к (4.10)
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mistä seuraa

lirnP” =ttY (4.11)

Kaavan (4.11) kautta voidaan päätyä tulokseen, että hetken t+m tilojen todennä­

köisyydet eivät ole riippuvaisia siitä, mikä oli ennustushetkellä t vallinnut tila. Tämä 

pitää siis paikkansa, kun m on riittävän suuri. Sama voidaan esittää myös 

matemaattisessa muodossa:

5«-=->*• i'£ =*• <412>

Ominaisarvot matriisille P voidaan ratkaista kaavasta

\P-M„ ¡ = 0 (4.13)

Esimerkiksi P (2 x 2) matriisille ominaisarvot ovat Ai = 1 ja l2 ~ -1 + Pii + P22 •

I2 on yksikköympyrän sisäpuolella, jos 0 < pn + pzz < 2. Jotta matriisi olisi 

suppenematon, edellytyksenä on pu < 1 ja P22 < 1. Matriisi on ergodinen, jos 

edellisen ehdon lisäksi juuri on yksikköympyrän sisäpuolella eli рп + P22 > 0. 

Normalisoitu ominaisarvovektori (2 x 2) matriisille ominaisarvolla Ai on

1 Pn

1- Pll-Pxi 
1-Ai

2- A1--P22.

(4.14)

ja ominaisarvolla A2

7Г = (4.15)

Tämä ei ratkaisuna ole yhtä mielenkiintoinen kuin kohta (4.14), josta saadaan 

laskettua todennäköisyys sille, että hetkellä t ollaan tilassa 1 eli

= 1}= 1 P22
2 — Pn ~ P22

(4.16)

Todennäköisyys St = 2 saadaan yksinkertaisesti

/>{$,= 2}= !-/>{$, =1} (4.17)
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Käyttämällä Jordanin decompositiota (Hamilton 1994, 730-731) kaavaan (4.10) 

voidaan transitiomatriisi P ilmaista muodossa

P = TAT~' (4.18)

missä T on (N x N) matriisi, jonka sarakkeet ovat matriisin P ominaisarvovektorit 

ja Л diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkioiden arvot ovat vastaavat ominais­

arvot. Matriisilaskennan teorian mukaan saadaan laskettua edellisen kaavan avulla 

myös P™.

pm = TAmT~l (4.19)

Tämän kaavan avulla voidaan laskea todennäköisyydet hetken t+m tiloille, mikäli 

hetken t tila on tiedossa.

(2 x 2) siirtymämatriisin siirtymätodennäköisyyksien laskenta

Matriisi Л on siis muotoa: 

Л =
Л, o
О Л,

(4.20)

Korvataan X\ aiemmin ratkaistulla arvollaan 1. Yhtälön yksinkertaistamiseksi 

merkitään toista ominaisarvoa fa = -1 + pn + P22 vielä tässä vaiheessa vain Å2- 

Sijoitetaan aikaisemmin ratkaistut ominaisarvot ja ominaisvektorit yhtälöön (4.18), 

jolloin saadaan

pm _

1-P22

2~Pu -P22

1-P11

-1

1

0

%
-0-Ai)

_2~Pn~Pn 2~P\\~Pn,

1
1-Pn

pm _

2 P\\ P'22

\\-pn) + r2{y-pu) (1 -А^-ЯГа-Аз)
2~ Pu- Pi2 2~Pw ~Pn

(i-Pn)+w-Pn)
2 ~ Pu ~ Pn 2~'Pw~Pn

(4.21)

(4.22)

missä ¿2” — (-1 + Pii + P22)™11.
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Näin saadaan laskettua esimerkiksi todennäköisyys sille, että hetkellä t+m tila on 2, 

mikäli ennustushetken t tila on 1 eli P{st+m = 2|st = 1}.

0 Ai) ( ^^Рп+Ртг) 0 Ai)

2 — Ai ~ Pv
(4.23)

Yhtälö (4.22) toteuttaa yhä transitiomatriisin ehdon, joissa sarakkeet summautuvat 

arvoon 1 eli

¿4™=M=i}= <1~^)Р+Л7'(’~р")
M 2-Pn-Pv
_ 0 ~ Pv ) (1 ~ Pw ) _ 2 ~Ai ~ Pv _ j 

2 — Ai ~ Pv 2 — Pu — Pv

, O-aO-^O-Ph)

2-Pu-Pv (424)

Samalla kun m —► oo, kaavan (4.22) rivien alkioiden arvot lähestyvät toisiaan.

lim /1” = 0m-» со

missä A2 = (-1 + pu + P22).

Kun kyseistä tulosta hyödynnetään kaavaan (4.22), saadaan

lim Pm
m-> »

1 Pv_____ I Pv
2 ~ P\ 1 ' Pv 2 ~~ Ai — Pv 

l~Ai l~Ai
2 — Ai — P22 2 ~ Ai — Pv. _

(4.25)

Toisin sanoen lähtötilalla St ei ole enää merkitystä tilan St+m todennäköisyyteen.

Tilojen todennäköisyyksien tulkinta

Siirtymätodennäköisyysmatriisin tulkinta Markovin ketjussa liittyy myös tilojen 

odotettuihin kestoihin. Odotusarvona päädyttäessä tilaan i on, että sen kesto D on 

kausina:

£(£><»)= —
1 ~P„

eh esim. jos pu = 0.9 niin tilan 1 keston odotusarvo on 10 havaintokautta.

(4.26)
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4.2 Monihuippuiset jakaumat

Oletetaan, että selitettävä muuttuja yt noudattaa jakaumaa N(ul5 aï2), kun St = 1 ja 

N(u2,a22), kun St = 2 jne. Mallissa on N mahdollista tilaa eli viimeisen tilan mukai­

nen jakauma on N(un,<7N2). Normaalijakauman tiheysfunktiosta johtamalla saadaan 

yt:n noudattama jakauma, joka on muotoa:

f(y,\s,=m = -¡==e^ <4-27)

42mjj

missä в on vektori, joka pitää sisällään alkiot (ji\, 0\, <7n2)- Lisäämällä

vektoriin в eri tilojen todennäköisyydet n saadaan lopullinen vektori в, joka 

tarvitaan yt:n ja St:n yhdistetyn jakauman tiheysfunktion (Joint density-distribution 

function, JDDF) muodostamiseksi.

в = («i, ai2,..., on2, tti, ..., ttn). Tämän jälkeen JDDF saa muodon:

=y';ö)
2oje 1 (4.28)

Mikäli kohdan (4.27) jakaumaoletusta ei ohsi tehty, yhtälö saisi yleisemmän 

muodon:

p(yt,st =j,0) = f(yt\st =j,0)P{s, (4-29)

Nyt voidaan laskea yt:n tiheysfunktio summaamalla yli j:n kohdan (4.28) funktiot, 

tai yleisemmin kohdan (4.29) funktiot.

f(yt,0) = lLP(yt’st = J’ 0) (430)
/=i

Tällainen tiheysfunktio on monihuippuinen, mikäh fi:t poikkeavat riittävästi 

toisistaan. Kuvissa 7 ja 8 esitetään kaksi esimerkkiä mahdollisista tiheysfunk- 

tioiden muodoista, joista ensimmäisessä huiput erottuvat selvästi ja toisessa
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huippuja ei näy. Kuvassa 8 on lisäksi vertailukohtana normaalijakauma, jotta 

JDDF:n paksut härmät erottuisivat.

0.5000

0.4500 ■■

0.4000 ■■

0.3500 ••

0.3000 --

0.2500 - ■

0.2000

0.1500 -■

0.1000 -•

0.0500 - ■

0.0000
-3.00 -2.60 -2.20 -1.80 -1.40 -1.00 -0.60 -0.20 0.20 0.60 1.00 1.40 1.80 2.20 2.60 3.00

Kuva 7. Kaksihuippuinen jakauma, jossa huiput erottuvat.

0.6500

0.6000 -■

0.5500 - ■

0.5000 ■■

0.4500 ••

0.4000 -■

0.3500 --

0.3000 -■

0.2500 • ■

0.2000

0.1500

0.1000 ■■

0.0500 • ■

0.0000
-3.00 -2.60 -2.20 -1.80 -1.40 -1.00 -0.60 -0.20 0.20 0.60 1.00 1.40 1.80 2.20 2.60 3.00

Kuva 8. Kaksihuippuisen jakauman, jossa huiput eivät erotu ja vertailu 

normaalijakaumaan (merkitty katkoviivalla).
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Havainnon tilan todennäköisyyden laskenta JDDF:n avulla

Kun mallin kaikkien tilojen hajonnat ja hajonnan parametrit sekä tilojen todennä­

köisyydet on estimoitu tai tiedetään, pystytään muodostamaan JDDF. JDDF:n 

avulla voidaan päätellä, minkä tilan St parametreillä malh on todennäköisesti tuotta­

nut havainnon yt. Päättely tapahtuu maksimoimalla tilojen todennäköisyyttä 

P{st = j|y,; в) eli laskemalla kaikille mahdollisille tiloille todennäköisyydet ja valit­

semalla se tila, jonka antama todennäköisyys on suurin. Tämä tapahtuu käyttämällä 

kaavaa:

=j\ytf}= Xj-f(yt\s, =f>0)
(4.31)

missä в on populaation parametrivektori ja f on jakauman todennäköisyysfunktio.

Mikäli otoksen kaikille havainnoille lasketaan yhtälön (4.31) mukainen todennä­

köisyys, voidaan piirtää käyrät tiloittain, jolloin käy ilmi millä todennäköisyydellä 

kukin havainto kuuluu kyseiseen tilaan. Koska tilojen todennäköisyydet summau­

tuvat aina arvoon yksi, riittää kun lasketaan N-l tilan todennäköisyydet, N: n 

ollessa kaikkien mahdollisten tilojen määrä.

Seuraavassa testiaineistosta lasketut ja piirretyt todennäköisyydet mallille, jossa N 

= 3 ja tilat ovat valkoista kohinaa seuraavilla parametreillä N<1)(-2, 2), N*2)(l, 1.5) 

ja №'(5, 3) ja siirtymätodennäköisyydet noudattavat Markovin matriisia P.

P =

0.8 0.07 0.09
0.15 0.9 0.03
0.05 0.03 0.88

Testiaineisto on muodostettu yllä olevia määrityksiä noudattaen. Kuvioissa on 

merkitty harmaalla ne alueet, joissa havainto on todellisuudessa muodostettu 

käyttäen kyseisen tilan parametreja.
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Havaintosarja

te 31 31 n 46 51 56 61 71 76 81 86 91 -96-111 16--21

Kuva 9a. JDDF test ¡aikasarja.

Tilan 1 todennäköisyys

- 0.9
- 0.8
- 0.7
-- 0.6
-- 0.5
- 0.4
- 0.3

- 0.1
|Ш 111111111 uin

1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66 71 76 81 86 91 96

Kuva 9b. Tilan 1 todennäköisyydet testiaineistossa.
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Tilan 2 todennäköisyys

1
0.9 
0.8 
0.7 
0.6 
0.5 
0.4 
0.3 
0.2 
0.1 
0

1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66 71 76 81 86 91 96

0.9 -
0.8 -
0.7 -
0.6 -
0.5 --
0.4 -
0.3 -
0.2 -
0.1 --

Kuva 9c. Tilan 2 todennäköisyydet testiaineistossa.

Tilan 3 todennäköisyys

- 0.90.9 --
- 0.80.8 --
- 0.70.7 --

0.6 -
-- 0.50.5 -
- 0.40.4 --
-- 0.30.3 -
- 0.20.2 --
<- 0.10.1 - ■tn 111111 гшп rfitf n mttfíír11111111 н Hw

1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66 71 76 81 86 91 96

Kuva 9d. Tilan 3 todennäköisyydet testiaineistossa.

4.3 Hamiltonin tilaavaihtava malli

Hamilton yhdisti vuonna 1989 Markovin ketjun ja AR-mallin. Nykyisin tästä 

mallista käytetään artikkeleissa ja kiijallisuudessa nimitystä Hamilton switching 

(regime) model tai mikäli malliin on tehty yleistyksiä, puhutaan Markov switching
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-mailista. Tässä työssä käytetyt suomennokset ovat Hamiltonin (tilaavaihtava) malli 

ja Markovin (tilaavaihtava) malli.

Hamiltonin mallilla voidaan mallintaa Saijoja, joissa tilat vaihtelevat ja vuorottelevat 

kuten nousu- ja laskusuhdanne. Myös sellaisten Saijojen, jotka absorboituvat 

johonkin tilaan, mallintaminen onnistuu käyttämällä suppenevaa matriisia. Tärkein 

syy käyttää näitä tilaavaihtavia malleja on kuitenkin se, että niillä on mahdollista 

tehdä järkeviä ennusteita siitä, mitä mallia aikasaija todennäköisesti tulee kullakin 

hetkellä noudattamaan. Tällaisia ennusteita ei pystyttäisi tekemään, jos otos pilkot­

taisiin vain aliotoksiinsa esimerkiksi dummy muuttujien avulla.

4.3.1 Normaali Hamiltonin malli

Hamiltonin mallissa aikasaija noudattaa erilaisia malleja eri aliotoksissa 

(subsample), joissa seuraavan havainnon prosessia ennustetaan Markovin siirty- 

mätodennäköisyyksien avulla. Käytetyt aliotosten AR(1) -mallit ovat seuraavan­

laisia:

y, - Ms, = <t>s, 0,-i - Ms,)+£t (4-32)

missä Et ~ iid N(0, aj ) ja sekä taso ¡i että AR-mallin parametri ф muuttuvat tilan 

s, mukaan.

Mallin ei tarvitse olla AR(1) kuten yllä, vaan se voi olla mikä tahansa muukin 

lineaarinen tai epälineaarinen malli. Kirjallisuudessa mainitaan usein termi switching 

regression, joka viittaa siihen, että yt.i korvataan tiliä yt:n selittäjänä.
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4.3.2 Malli jossa vaikuttavat muutkin kuin edellisen kauden tila

Hamiltonin malli sisältää paljon rajoitteita, joita Hamilton on itsekin lähtenyt 

purkamaan. Yksi rajoitteista on se, että vain hetken t tila St vaikuttaa ennusteeseen. 

Rajoitteiden purkamisesta esimerkkinä on modifikaatio, joka mahdollistaa hetken 

t-1 tilan St-i ottamisen maihin mukaan.

Olkoon tiloja edelleen vain kaksi. Oletetaan, että sekä hetken t tila St että hetken t-1 

tila Sm vaikuttavat yt:n ennusteeseen. Muodostetaan uusi muuttuja St* jonka mah­

dollisia arvoja ovat

St* = 1 jos St = 1 ja Sm = 1

St* = 2 jos St = 2 ja St-i = 1

St* = 3 jos St = 1 ja Su = 2

St* = 4 jos St = 2jast-i = 2

Muodostetaan nyt siirtymätodennäköisyysmatriisi, joka noudattaa uusia muuttujia 

ja missä todennäköisyydet p¡j tarkoittavat P{st = j | St-x = i). Matriisi saa tällöin 

muodon:

Pu 0 Pu 0 

Pu 0 рп О 

О р21 0 рп

О рп 0 рп

(4.33)

Nolla-alkiot tarkoittavat matriisissa mahdottomia tapahtumia. Vastaavasti apu- 

muuttujia muodostamalla voidaan purkaa muitakin siirtymätodennäköisyyksiin 

liittyviä rajoitteita.
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4.4 Muut switching-mallit

4.4.1 Simple switching -malli

Simple switching -malli on yksinkertaistus Hamiltonin mallista siten, että siinä ei 

oleteta hetken t-1 tilan St-i vaikuttavan hetken t tilan St todennäköisyyteen. Tällöin 

tilojen vaihtelu olisi satunnaiskulkua mahdollisten tilojen välillä, kun taas normaali 

Markovin kelju voidaan purkaa vektori AR -muotoon18. Simple switching -mallin 

siirtymämatriisin muodosta voidaan havaita, että

Pm = P (4.34)

missä m e Z+.

4.4.2 Periodic Markov -malli

Mikäli Markovin matriisi on suppenematon, matriisilla on vain yksi ominaisarvo 

yksikköympyrällä ja muut ominaisarvot ovat ympyrän sisäpuolella. Mikäli kaikki 

ominaisarvot ovat yksikköympyrällä, puhutaan Periodic Markov -ketjuista eli 

jaksollisesta Markovin ketjusta (Hamilton 1994, 685). Tällöin P™ ei konvergoidu 

mihinkään tilaan^ kun m —* oo, vaan mallin tilat toistuvat samanlaisina. 

Yksinkertaisena esimerkkinä voidaan pitää siirtymätodennäköisyysmatriisia, jossa 

tilaa 1 seuraa aina tila 2 ja tilaa 2 aina tila 1 eli

P =
0 1 
1 0

(4.35)

Matriisin (4.35) muotoisten matriisien parilliset potenssit P2*, missä k e Z+ 

tuottavat tulokseksi yksikkömatriisin I ja parittomat potenssit P^"1 alkuperäisen

18 Katso vektori AR-mallin muodostus Hamilton (1994), sivuilta 678-684.
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matriisin P. Hetken t+m tila saadaan kertomalla vektori , missä tilaa s, vastaava 

alkio on arvoltaan yksi ja muut alkiot ovat nollia, matriisilla P™. Tuloksena on 

vektori £t+m, joka kertoo hetken t+m tilojen todennäköisyydet. Periodic-matriisin 

ollessa kyseessä on tilaa St+œ osoittava alkio arvoltaan yksi ja muut alkiot ovat 

nollia.

4.4.3 Transitiomatriisin siirtymätodennäköisyyksien muuttaminen 

funktioiksi

Yksi paljon mallien kehittelijöitä mietityttänyt rajoite Hamiltonin mallissa on 

siirtymätodennäköisyyksien pysyminen vakiona yli ajan. Vaikka suoranaisesti 

mikään eksogeeninen muuttuja ei aiheuttaisikaan siirtymistä tilasta toiseen, voi 

jonkin niistä muutos nostaa tai pienentää siirtymän todennäköisyyttä. Seuraavissa 

malleissa on pyritty poistamaan tämä rajoitus.

Diebold, Lee & Weinbachin malli

Diebold, Lee ja Wembach olettavat 1994 julkaistussa mallissaan siirtymätoden­

näköisyyksien olevan määrättyjen eksegeettisten muuttujien, joita tutkijat itse 

kutsuivat talouden fimdamenteiksi, logistisen funktion tulos. Hamiltonin oletus 

siirtymätodennäköisyyksien endogeenisuudesta siis puretaan.

Yleisessä muodossaan mallin siirtymätodennäköisyysmatriisi on seuraavanlainen19:

p_ P(st =1|sm P(st = 1st-i = x(_i,ß2) (4 36)
P(st = 2|sM = 1, x,_i j ß\ ) P(st = 2|ít_i = 2, xr_,, ß 2 )

19 Matriisi on transponoitu alkuperäiseen esitykseen verrattuna, jotta se noudattaisi samaa 
logiikkaa, kuin tässä työssä aikaisemminkin esitetyt siirtymätodennäköisyysmatriisit.
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missä x’t-i on niiden eksogeenisten muuttujien (k x 1) vektori, joiden oletetaan 

vaikuttavan siirtymätodennäköisyyteen siten, että vektorin х’ц ensimmäinen alkio 

= 1. Olkoon ßA tilasta St riippuvainen (k x 1) parametrivektori.

Kun todennäköisyysfunktioille annetaan niiden logistinen muoto, muodostuu 

matriisista seuraavanlainen:

P =

e(4-.A)

e(4-iA) 
l + e(4-iA)

e(4Vi)
l + e(4-iA> 
e(4-iA)

1 +e(4-‘A>

(4.37)

Siirtymätodennäköisyyksiin vaikuttava funktio siis muuttuu tilan St mukaan. Mikäli 

vektorin Xt.i funktion к-l viimeistä alkiota saavat arvon nolla, palautuu funktio 

takaisin Hamiltonin mallin alkuperäiseen endogeeniseen muotoon.

Ghyselsin malli

Ghysels halusi luoda mallin, joka ottaa huomioon sekä suhdanne- että vuoden­

aikavaihtelut aikasarjassa. Koska normaaliin Markovin malliin ei pystytä luomaan 

minkäänlaista dummy-muuttuja rakennetta vuodenaikavaihtelujen huomioimiseen, 

piti tämä ominaisuus saada sisällytettyä itse malliin.

Käytetään esimerkissä neljää vuodenaikaa, puuttumatta siihen mitkä kuukaudet 

mihinkin vuodenaikaan katsotaan kuuluviksi. Olkoon tiloja St kaksi 1 = nousukausi 

ja 2 = laskukausi. Matriisin sarakkeet tarkoittavat hetken t vuodenaikoja ja rivit 

hetken t+1 vuodenaikoja.

P =

0 0 0 p*
P* 0 0 0
o p; o o
0 0 P3* o

(4.38)
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Missä alimatriisit P¡* ovat muotoa

P* = Pn
LI-A?

1 -P$
p%

(4.39)

missä p(,)n on vuodenajan i todennäköisyys

vuodenajan i todennäköisyys sille, että pysytään tilassa 2 siirryttäessä seuraavaan 

vuodenaikaan. Matriisissa P siirrytään automaattisesti aina seuraavaan 

vuodenaikaan.

Matriiseilla (4.38) ja (4.39) saadaan mallinnettua se, että suhdanteen taitteella on 

eri todennäköisyys eri vuodenaikoina. Mikäli P*¡ = P*¡ V i, j sisältää matriisi turhaa 

päällekkäisyyttä, koska silloin eri vuodenaikojen siirtymätodennäköisyyksillä ei ole 

eroja ja P voitaisiin korvata yhdellä (2 x 2) matriisilla.

Kertomalla matriisi P neljä (vuodenaikojen määrä) kertaa itsellään saadaan matriisi 

P4.

P*

Rx 0 0 0
0/^00 
0 0 Яз 0
0 0 0 Л4

(4.40)

missä matriisit R¡ ovat muotoa

*i = 9n (O
(O

1 -rö (4.41)

missä q(,)n tarkoittaa sitä vuodenajan i todennäköisyyttä, joilla pysytään samassa

tilassa 1 hetkellä t+4 kuin hetkellä t. Tässä esimerkissä t+4 tarkoittaa yhtä vuotta. 

Todennäköisyydet q(1)n ja q(l)22 ovat todennäköisyyksien p(l)n ja p(l)22 imphsiittisiä 

funktioita, ja ne voidaan laskea algebralhsesti auki20. (Ghysels 1994, 290-291)

20 Koska aukilasketuilla tuloksilla q(l)n ja qW22 ei ole merkitystä tämän työn kannalta, niitä ei 
tässä yhteydessä ole laskettu auki. Aukilasketun tuloksen löytää alkuperäisestä lähteestä 
Ghysels (1994), sivulta 291 ja 292.
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Durland & McCurdyn aikariippuvaiset todennäköisyydet

Durland ja McCurdy muuttivat alkuperäistä Markovin matriisia siten, että toden­

näköisyydet muuttuvat riippuen siitä, montako periodia on jo pysytty samassa 

tilassa. Tämä aikariippuvainen (duration dependent) funktio riippuu myös prosessin 

tilasta. Esimerkiksi tilassa yksi pysymisen todennäköisyys saattaa pysyä jatkuvasti 

lähes samana, mutta tilassa kaksi pysymisen todennäköisyys saattaa laskea nopeas­

tikin ajan myötä. Funktio, jota käytettiin siirtymätodennäköisyyksien laskentaan 

muistutti paljon Diebold, Lee & Weinbachin mallia sillä erotuksella, että eksogee- 

nisten muuttujien tilalla on muuttuja Du = d. Tässä d tarkoittaa sitä lukumäärää 

periodeja, joka on jo pysytty samassa tilassa. (Durland & McCurdy 1994,279-282)



51

5. Tilaavaihtavat ARCH-sovellukset

Malleja, joissa yhdistetään useampia epälineaarisia malleja tai ARCH-malleja 

kynnys- tai Markovin malleihin, kutsutaan usein toisen sukupolven malleiksi 

(Second-generation models). Tällaisissa malleissa pyritään hyödyntämään kynnys- 

ja Markovin mallien siirtymiä tilasta toiseen alkuperäisen mallin ARCH-ominai- 

suutta mallinnettaessa. Toisaalta voidaan myös yrittää parantaa esimerkiksi 

kynnysmallia siten, että sen virhetermiä mallinnetaan vielä jollain ARCH-mallilla.

Erilaisten rahoitustuotteiden hinnoittelussa on assetin riski merkittävä tekijä. 

Samoin volatiliteettia tarvitaan tehtäessä tuotteiden hinnoista ekonometrista 

analyysiä ja ennusteita. Jos volatiliteettia pystytään mallintamaan ja ennustamaan, 

tuotteille saadaan todenmukaisemmat teoreettiset hinnat sekä paremmat ennusteet 

hinnan käyttäytymiselle. Lisäksi pystytään laskemaan tuotteille paremmin niiden 

todellista riskiä kuvaavia lukuja.

ARCH-malleista erilaiset tilaavaihtavat ARCH-mallit poikkeavat sikäli, että 

normaalissa ARCH-mallissa ei-ehdollinen varianssi on muuttumaton, kun taas 

jälkimmäisessä malliluokassa myös ei-ehdollinen varianssi muuttuu (Kim 1993, 

343).

Seuraavien mallien lisäksi on tutkimuksia tehty käyttäen ainakin G-QTARCH21 

(Generalized qualitative threshold ARCH) -mallia, joka on Markovin ketjua

21 Malli on liian laaja käsiteltäväksi tässä työssä. Lukija voi tutustua malliin lähteestä 
Gourieroux & Monfort (1992).
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hyödyntävä vektori GARCH-malli ja DTARCH22 (Double threshold ARCH) 

-mallia, joka taas hyödyntää SETAR-tyyppistä lähestymistapaa.

SWARCH -malli

Hamilton ja Susmel esittelivät vuonna 1994 oman SWARCH-mallinsa (Markov- 

switching ARCH). Mallin ideana oh jakaa aikasaija pidempikestoisiin, matalamman 

ja korkeamman volatiliteetin kausiin, joissa volatiliteettia mallinnettiin normaahsti 

ARCH-mallilla. Siirtymistä eri volatilitettikausien eh tilojen välillä mallinnettiin 

Markovin matriisin avulla. SWARCH(K, q)-malh, missä K kertoo mallinnettavien 

tilojen määrän ja q viivästettyjen virhetermien määrän varianssin selittäjinä, on 

seuraavanlainen:

yt =Фо+'ЕФ-У‘-+и‘i=\
missä n on mallin viivästettyjen selittäjien määrä ja

A = A,v,

(5.1)

(5.2)

(5.3)

missä vt ~ iid ja E(v,) = 0 ja E(vt2) = 1 ja g* on tilan St estimoitava volatiliteetin taso

ja

ja

<?
K =ao+Za.“r-.

i= 1

Ai Pk\

PlK ... p1 KK

(5.4)

(5.5)

22 Tämän mallin kehittäjinä mainitaan Lunberg ja Teräsvirran (1998) mukaan Li & Li vuonna 
1996. Valitettavasti kyseistä lähdettä ei ollut saatavilla, joten mallin muotoa ei ole päästy 
tarkistamaan Jääköön tämä malli vain esimerkiksi toisen sukupolven mallien laajoista 
sovellusmahdollisuuksista.
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missä P on se Markovin matriisi, joka kertoo siirtymätodennäköisyydet tilasta St 

tilaan St+i. ARCH-malli parametreineen pysyy muuttumattomana tilasta St 

välittämättä, ainoastaan volatiliteetin taso muuttuu parametrien g* mukaan.

STAR-STGARCH -maUi

Lundberg ja Teräsvirta julkaisivat vuonna 1998 tutkimusraportin, joka käsittelee 

STAR-STGARCH(p, q) -mallia ja sen käyttöä taloustieteellisessä aineistossa. 

Kuten mallin nimi jo kertookin, käytetään liukuvaa siirtymäfunktiota (Smooth 

transition function) sekä selitettävää että varianssia mallinnettaessa. Funktio saa 

muodon:

yt =AmXt +(AwXt)F1(y,_t,)+ut (5.6)

missä Ati) = (a0)o, ..., афк)’; j = 1, 2; X = (1, yt-i, yt-k)\ k on AR-mallin 

viivästettyjen termien määrä ja Fi siirtymäfunktio. Lisäksi

ut=htvt (5.7)

missä vt - iid ja E(vt) = 0 ja E(vt2) = 1 ja

h] = BmU'+CmHt + F2(u t_g)(BmU t +CmHt) (5.8)

missä Bti) = (A ..., Cti)= j = 1, 2; Ut = (1, u2,.,, ..., u2,p);

Ht = (ht-i,..., ht-q) jaF2 siirtymäfunktio.

Siirtymäfunktioiden Fi ja F2 ei tarvitse olla samaa muotoa. Myös funktioiden 

parametrien viivästykset d ja g voivat olla toisistaan poikkeavat. Käytettävät 

siirtymäfunktiot on mahdollista liittää mallin nimeen, esimerkiksi LSTAR- 

ESTGARCH(p, q).
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6. Mallien eroavuudet ja yhtymäkohdat

Kaikilla edellä mainituilla malleilla on omat erikoispiirteensä, oletuksensa ja 

määrätynlaiset aikasaijat, joita niiden avulla voidaan mallintaa. Mallit ovat 

kuitenkin hyvin joustavia. Tietyillä oletuksilla ja joillakin parametrien arvoilla ne 

kuitenkin ovat rinnakkaisia keskenään ja antavat samansuuntaisia tuloksia. Vaikka 

mallit eivät olisikaan täysin päällekkäisiä, voidaan niiden parametrejä oikein 

tulkitsemalla päätyä samaa tarkoittaviin tuloksiin.

Seuraavissa kappaleissa käsitellään mallien eroavuuksia ja yhtymäkohtia sekä 

mainitaan joitakin mallien parametreihin liittyviä tulkintoja.

6.1 Mallien eroavuudet

Tilojen rajat ja siirtyminen tilasta toiseen

Kaikissa esitellyissä malleissa aikasaija jaetaan aliotoksiin, joissa mallien parametrit 

poikkeavat toisistaan. Tällainen paloittelu aikasaijoissa hoidetaan tavallisesti 

dummy-тсшйХщilla (esimerkiksi kausi eli seasonal dummyt). Z>um/wy-muuttujat 

jakavat aikasaijan paloihin eli aliotoksiin yleensä jonkin tunnetun ja symmetrisen, 

aikaan perustuvan tekijän perusteella. Esimerkkeinä tällaisista aikaan perustuvista 

symmetrisistä aikasaijan paloitteluista voidaan mainita viikonpäivä- ja kuukausi- 

dummyt. Tällaisen aikasaijan ennustaminen onnistuu helposti syklien ollessa 

symmetrisiä.

Toinen perinteinen tapa käsitellä aikasaijaa, jossa on selkeästi toisistaan erottuvia 

kausia, on pilkkoa se jonkin eksogeenisen muuttujan mukaan. Esimerkkinä
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tällaisesta on nousu- ja laskukausien tai eri valuuttaregiimit erottaminen toisistaan 

ja käsitteleminen eri malleilla. Mikäli pilkkomisessa käytetty eksogeeninen muuttuja 

ei ole ennustettavissa, ei tällaiselle aikasaijalle voi tehdä ennustetta muuten kuin 

olettamalla tilan säilyvän muuttumattomana.

Kaikissa esitellyissä malleissa pilkkominen aliotoksiin on suoritettu jollain muulla 

kuin yllä mainituilla periaatteilla. Näin on pyritty lisäämään mallin ennustuskykyä ja 

selittää itse siirtymää tilasta toiseen

SETAR-malleissa on aikasarja jaettu aliotoksiin jonkin havainnoitavan eksogee- 

nisen23 muuttujan tai viivästetyn endogeenisen muuttujan arvon tai niiden funktion 

perusteella. Tilat näissä malleissa erotetaan toisistaan diskreetillä rajalla eli siirtymä 

tilasta toiseen on täysin deterministiseksi kuviteltu ja diskreetti. SETAR-mallit 

sopivat hyvin sellaisten aikasarjojen kuvaamiseen, joissa raja tilojen välillä on on 

luonteeltaan jyrkkä. SETAR-mallit sopivat erinomaisesti myös aikasarjoihin, joihin 

halutaan estimoida jokin jyrkkä raja, jossa esimerkiksi markkinoiden käyttäyty­

misen oletetaan muuttuvan. Myös kyseisten rajojen olemassaolon testauksessa 

SETAR-mallit ovat käyttökelpoisia. Esimerkkinä tällaisesta diskreetistä rajasta on 

jo aikaisemminkin mainittu korkojen tai inflaation kaksinumeroisuuden raja.

STAR-malleissa siirtyminen tilasta toiseen ei ole yhtä selkeää kuin SETAR- 

malleissa. Siirtymisen tilasta toiseen saa aikaan siirtymäfunktio, joka on jatkuva ja 

saa arvoja nollan ja yhden väliltä. Surtymä ei siis tässäkään tapauksessa ole stokas­

tinen. Muuttamalla siirtymä portaattomaksi puretaan SETAR-mallien rajoite 

diskreetistä siirtymästä tilojen välillä. Liukuvaa ja jatkuvaa surtymäfunktiota 

perustellaan usein taloustieteellisissä tutkimuksissa sillä, että markkinat eivät reagoi 

tapahtumiin samalla tavalla eivätkä täysin samanaikaisesti. Lama vaikuttaa eri

23 Tässä yhteydessä käytetään näistä TAR-malleista hieman virheellisesti SETAR nimitystä.
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yrityksiin eri tavalla samoin kuin laman vaikutukset alkavat purra yrityksiin eripitui­

sella viiveellä.

Hamiltonin ja Markovin malleissa siirtyminen on jälleen diskreettiä, mutta edel­

lisistä poiketen stokastista. Seuraavaa tilaa ei enää määrääkään mikään havaittu 

eksogeeninen tai endogeeninen muuttuja, vaan muutoksen ajatellaan johtuvan 

jonkin havaitsemattomissa olevan muuttujan muutoksista. Tällaisessa tilanteessa 

yritetään laskea todennäköisyyttä mahdolliselle tilojen väliselle siirtymälle ja mallin­

taa sitä prosessia, millä tila vaihtuu toiseksi.

Parametrit eri tiloissa

Kaikissa esitellyissä malleissa on alun perin lähdetty liikkeelle ajatuksesta, että 

vaikka aikasarja ei kokonaisuudessaan olisikaan lineaarinen, niin se olisi aliotok- 

sittain lineaarinen (Piecewise linear)24. Tosin tätä rajoitusta on purettu uudemmissa 

ja toisen sukupolven malleissa.

Jotta jako eri tiloihin olisi järkevää, on parametrien poikettava riittävästi toisistaan. 

Tämä on myös perusedellytys sille, että raja eri tilojen välillä voidaan estimoida. 

SETAR-mallilla pystytään määrittämään ne tilasta riippuvat parametrit, joita 

käytetään kunkin tilan mallintamiseen. STAR-malleissa on kahden äärilaidan, 

siirtymäfimktion arvojen, nollan ja yhden, välissä alue, jossa vaikuttavat molemmat 

äärilaidan prosessit. Parametrien arvot näille havainnoille riippuvat siirtymäfimktion 

saamasta arvosta ja sillä painotetusta äärilaitojen parametrien summasta. Näin ollen 

mahdollisia tiloja eli aliotoksia ja näiden tilojen parametreja on äärettömästi.

24 Käytetään myös termiä paloittain lineaarinen.



57

Hamiltonin ja Markovin mallit muistuttavat osittain SETAR- ja STAR -malleja. 

Vaikka tiloja on rajoitetusti, ja jokaiseen tilaan on estimoitu omat, toisistaan 

poikkeavat parametrit, käytetään tulevien havaintojen ennustamisessa siirtymä- 

todennäköisyysmatriisin todennäköisyyksillä painotettuja tilojen parametrien 

keskiarvoja. Ennustettaessa tilojen todennäköisyydet siis muuttuvat periodista 

toiseen eli P(st+n = 1) ei ole sama kuin P(st+T+i = 1). Näin ollen malli saa uusia 

todennäköisyyksillä painotettuja parametreja sitä mukaa mitä pidemmälle 

ennustetaan.

6.2 Mallien yhtymäkohdat 

STAR-mallit

Liukuvan siirtymäfunktion malleissa olevilla transitiofunktioilla on toisistaan 

poikkeavat ominaisuudet ja muodot. On kuitenkin tapauksia, joissa eri funktiot 

käyttäytyvät samalla tavalla ja antavat samankaltaisia tuloksia. Logistisen ja 

normaalijakauman kertymäfunktion kohdalla ei tästä yhteneväisyydestä liene 

epäselvyyttä, kts. kuva 6.

Logistisella ja eksponentiaalisella siirtymäfunktiolla voidaan saada yhtä hyvät 

selitysasteet, vaikka tulkinnat poikkeavat selvästi toisistaan. Kuva 10 esittää tällai­

sen tilanteen. Vaikka aikasaijan tiedettäisiin noudattavan logistista funktiolla, on 

estimointialgoritmi löytänyt sellaisen eksponentiaalisen mallin, joka antaa 

paremman selitysasteen. Tämä saattaa johtua niistä pienemmän odotusarvon 

omaavan tilan alapuolella olevista harvoista outliereista, jotka sattumalta on 

paremmin mallinnettavissa eksponentiaalisen funktion vasemmanpuoleisen hännän 

määrittämillä parametreillä.
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Kuva 10. Logistisen ja eksponentiaalisen siirtymäfunktion yhtyminen.

STAR-mallissa on myös muita siirtymäfunktiosta ja sen parametreista riippuvia 

erikoistapauksia. Mikäli logaritmisessa mallissa (LSTAR) mallin jyrkkyyteen 

vaikuttava parametri y —>■ со, niin malli lähestyy SETAR-malli a, jossa kynnys on 

kohdassa c.

lim F(x,c) =/-KO

0 kun x < c 
-1/2 kun x = c 

1 kun x>c

(6.1)

Kun vielä todetaan, että yksittäisen pisteen todennäköisyys lähestyy nollaa, P(x=c) 

= 0, malli muuttuu SETAR-malliksi. Vastaavasti kun paramen у —*• 0, muuttuu 

LSTAR-malli tavalhseksi AR-malliksi, jonka parametrit ovat muotoa ai(1)+(Oi(2)/2), 

ja missä i e (0, 1,..., k} ja k on mallin selittäjien määrä.

Eksponentiaalinen malli (ESTAR) lähestyy AR-mallia, mikäli у -*• со samoin kuin 

tilanteessa jossa у —► 0. Mikäli ESTAR-mallissa oo<2) = c = 0, päädytään kappa­

leessa 2.2 esiteltyyn EAR (Eksponential autoregressive) -malliin. EST AR-malli itse 

asiassa on yleistys EAR-mallista. Yleistyksen syynä on ollut halu koijata EAR-
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malli muuttujien tasosta riippumattomaksi (Location invariant). (Teräsvirta 1994, 

209)

SETAR-maUi

Mikäli SETAR-mallissa päädytään kolmeen (tai useampaan) tilaan siten, että 

keskimmäisen tilan parametrit ovat reunatilojen parametrien painotettuja 

keskiarvoja, voidaan epäillä aikasaijan olevan luonteeltaan LSTAR-tyyppinen. 

Vastaavasti päädyttäessä tilanteeseen, jossa reunimmaiset tilat muistuttavat toisiaan 

ja keskimmäinen tila poikkeaa näistä huomattavasti, saattaa aikasaija olla 

luonteeltaan ESTAR-tyyppinen.

Tällaisissa tapauksissa kannattaa miettiä niitä tekijöitä, jotka todellisuudessa 

aiheuttavat muutoksen eli ovatko tekijät luonteeltaan kynnyksiä vai liukuvia. 

Tämän jälkeen voidaan valita todellisuutta paremmin vastaava malli estimoitavaksi. 

Mikäli todellisuus puoltaa selkeitä kynnyksiä tai muuten ollaan kiinnostuneita 

mahdollisten kynnysten arvoista, on tulkinnan helpottamiseksi syytä pysyä SETAR- 

mallissa.

Markovin matriisiin perustuvat mallit

Koska Markovin tilaavaihtavissa malleissa muutos tilasta toiseen on stokastista ja 

perustuu eksogeeniseen havaitsemattomaan muuttujaan, ei täyttä päällekkäisyyttä 

kumpaankaan edellä mainittuun malliin saada aikaiseksi. Samansuntaisia tuloksia 

sensijaan on mahdollista saada käyttämällä muita kynnysmalleja, esimerkiksi 

syklisyydestä.



60

7. Mallien estimointi ja testaus

Kun mallin lineaarisuusoletuksesta on luovuttu, on edessä epälineaarisen mallin 

valinta, spesifiointi, ilmiön ominaisuuksien tutkinta, estimointi ja hypoteesien 

testaus. Mallia valittaessa törmätään useisiin vaihtoehtoisiin malleihin, jotka 

saattaisivat sopia testattavaan aineistoon. Mitään yksiselitteistä teoriaa siitä, mikä 

epälineaarinen malli kulloinkin pitäisi valita, ei ole olemassa (Luukkonen et ai 1988, 

161). Itse asiassa, kun lineaarisuus on hylätty, on mallin valinta yleensä ad hoc 

(Luukkonen et ai 1988, 161). Vaikka teoriaa mallin valinnasta ei olekaan olemassa, 

pitää mallin valintaan kiinnittää paljon huomiota. Erityisesti on lähdettävä liikkeelle 

siitä, mitä ja kuinka pitkälle tulevaisuuteen haluaa ennustaa. Ei ole kyse niinkään 

siitä, että valittaisiin oikean ja väärän mallin välillä, vaan ennemminkin siitä, onko 

valitulle mallille olemassa talousteoreettista perustelua ja sillä estimoidulle 

tulokselle teoriaan pohjaavaa tulkintaa (Koop et ai 1996, 121).

Kun malli tai malliryhmä on valittu, on vuorossa estimointi ja testaus. Kumpikaan 

ei epälineaaristen mallien kohdalla ole niin yksiselitteistä kuin lineaarisessa maail­

massa. Seuraavissa kappaleissa käydään läpi yleisellä tasolla joitain esiteltyjen 

mallien estimoinnissa ja testauksessa käytettyjä menetelmiä. Lähinnä keskitytään 

esiteltyjen mallien käsittelyn erityispiirteisiin ja kyseisten mallien vaatimiin harvem­

min käytettyihin ja vähemmän tunnettuihin menetelmiin.

Mallien filtteroinnista puhutaan yleensä paljon epälineaarisia menetelmiä hyödyn­

täneissä tutkimuksissa25, koska outlierit ovat todellinen ongelma malleja estimoi- 

taesssa. Vaikka outlierit ovatkin merkittävä ongelma tilaa vaihtavissa malleissa, 

kuten kappaleessa kahdeksan tullaan tarkemmin esittämään, ei niiden suodattami­

seen eli filtterointiin kiinnitetä tässä työssä huomiota.
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7.1 Mallien spesifiointi, estimointi ja testaus

Lineaarisuuden testaus on paljon tutkittu ja runsaasti keskustelua herättänyt aihe 

epälineaarisia malleja käsittelevissä tutkimuksissa. Epälineaaristen mallien kohdalla 

onkin erittäin tärkeää ensin tutkia, kannattaako ylipäätään hylätä helpompia lineaa­

risia malleja ja siirtyä herkempiin ja hankalampiin epälineaarisiin malleihin. Lineari- 

suuden testaus on kuitenkin hankalaa. Erilaisia testimenetelmiä löytyy lähes jokai­

sesta tässä työssä käytetystä lähteestä. Nämä menetelmät voidaan jakaa karkeasti 

kahteen luokkaa joista ensimmäisessä testataan lineaarisuutta tiettyä epälineaarista 

mallia vastaan, toisessa sensijaan ei ole mitään spesifioitua mallia.

Tässä työssä ei ole tarkoituksenmukaista käsitellä erilaisia testausmenetelmiä yksi­

tyiskohtaisesti. Tarkoituksena on esittää jokin esimerkki menetelmästä, valintaa 

perustelematta, jolla haluttu testi voidaan suorittaa. Mahdollisuuksien mukaan on 

testien yhteydessä mainittu myös muita vaihtoehtoisia testejä ja lähteitä, joista 

lukija löytää tarkempia tietoja niistä.

7.1.1 SETAR-malli

Ensimmäinen testattava asia SETAR-mallia valittaessa on, onko aikasaija lineaari­

nen vai ei. Yksinkertaisin ajateltavissa oleva tapa testata lineaarisuutta olisi testata 

eri tilojen parametrien poikkeavuutta toisistaan. Mallin lineaarisuutta puoltava 

nollahypoteesi olisi siis:

H o : A(,) = Ä(2) = * e {o,. ..., &/)}

25 Katso esimerkiksi lähde Chan & Cheung (1994), sivulla 37.
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Valitettavasti tämä ei kuitenkaan onnistu26, koska nollahypoteesin ollessa voimassa, 

ei koko mallin estimointi ole mahdollista. On siis käytettävä jotain muuta menetel­

mää.

Tsayn menetelmä

Tsay esitteli seuraavan nelivaiheisen metodin SETAR-mallien spesifiointiin ja 

estimointiin27:
1 Vahtaan AR(p)-malliin sopiva p käyttäen osittaisautokorrelaatiofunktiota 

(Partial autocorrelation fimction, P ACF). Vaihtoehtoisesti voidaan käyttää 

myös muita menetelmiä, esimerkiksi AIC (kehittänyt Akaike 1974).

2. Verrataan F-testiä käyttäen eri kynnysmuuttujan viipeitä d ja vahtaan mistä

testisuureen maksimoiva d.
3. Etsitään sopivat kynnykset tutkimalla erilaisia aineistosta piirrettyjä käyriä.

4. Estimoidaan eri tilojen AR-malht käyttäen normaaleja lineaarisia menetelmiä.

Aineiston lineaarisuuden testaus SETAR-malha vastaan perustuu jäijesteltyihin 

havaintoihin ja ennustaviin residuaaleihin ja on siis läheistä sukua Petruccelh et ai 

(1986) esittämän portmanteau-epälineaarisuustestin kanssa. Mallin viivästystermin 

d valinta ja mallin lineaarisuustestaus tapahtuvat seuraavasti28.

Vahtaan joukko S siten, että kynnysmuuttujan viivästysten^ d e S. Yleisenä rajana 

voidaan pitää Max(S) < p tai mikäh tämä raja ylitetään, on sille oltava jokin erityi­

nen syy. Mitä suurempi joukko S on, sitä suurempi määrä estimointeja joudutaan 

suorittamaan.

26 Katso selitys long (1990), sivut 233-234.
21 Tsay (1989) ja selitetty myös Martens et ai (1998).
28 Menetelmä on esitelty perusteellisemmin lähteessä Tsay (1989), joka käsittelee yksinomaan 

tätä menetelmää.
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Merkitään muuttujan Yt havaintoja siten että pienin havainto on Y„i seuraava Y„2 ja 

suurin on Y„„. Olkoon h = Max(l, p + 1 - d) ja tutkittava aikasarja {Yh,Y^}.

Jotta ensimmäistä tilaa estimoitaessa olisi riittävä määrä havaintoja, pitää valita b 

pienintä havaintoa ja estimoida AR(p) -malli näillä havainnoilla. Mitään menetel­

mää tai erityistä kriteeriä joukon b valitsemiseksi ei ole, vaan se riippuu täysin 

esimerkiksi havaintojen määrästä n ja havaintojen jakauman muodosta. Sopiva b on 

noin 20 havainnon ja 20% havaintojen lukumäärästä välillä.

Olkoon m = b. Lasketaan seuraavalla yhtälöllä joukolle m+1:

(7.1)

missä x’m+i on m+1 pienimmän havainnon Yt joukko ja ßm m pienimmän havainnon 

joukkoon estimoidun AR(p)-mallin parametrivektori ja â on jäännöstermi. 

Lasketaan vielä:

missä e on havainnon 7rm+i standardoitu virhetermi ja s2m+i on m+1 pienimmän 

havainnon varianssi. Otetaan estimoitu ja standardoitu virhetermi talteen ja 

kasvatetaan m:n arvoa yhdellä. Estimoidaan uudelleen yhtälö (7.1) ja jatketaan 

kunnes koko aineisto on käyty läpi.

Kun kaikki virhetermit on saatu talteen, estimoidaan kaikille e,¡+d, i— { b+1, ..., n- 

d-h+1} seuraava yhtälö:

@tc,+d — &0 +5jG7v^tí+d~v ^ ^v=l
ja lasketaan arvo seuraavalle funktiolle:

(7.4)
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Tätä arvoa verrataan F-jakauman arvoihin vapausasteilla (p + 1) ja (n - d - b - p 

h). Mikäli kohdassa (7.4) laskettu arvo ylittää F-jakauman kriittisen arvon, 

lineaarisuus voidaan hylätä. Kun kohdan (7.4) arvo on laskettu kaikilla d e S, 

valitaan se d, jonka laskettu testisuure antaa suurimman F-jakauman arvon.

Kun kynnysmuuttujan viivästystermi on näin saatu valittua, valitaan seuraavaksi 

sopivat kynnysten kohdat aineistosta. Samalla kun kohdassa (7.1) otetaan talteen 

residuaalit, otetaan talteen myös parametrivektori ß.n arvot ja parametrien t-testi 

arvot. Piirtämällä käyrä, jossa x-akselilla on kynnysmuuttujan Уи arvot ja y- 

akselilla kynnysmuuttujaa vastaavan parametrin ßd:n t-arvo, voidaan käyrän 

käännepisteistä päätellä mahdolliset kynnysten kohdat. Tarkastelemalla t-testiä 

havaitaan, että samankaltaiseen tulokseen päädyttäisiin myös, jos у-akselilla t- 

arvojen sijasta käytettäisiin suoraan ßd:n arvoja. Tosin pelkkä parametri ßd y- 

akselilla ei paljasta sitä, jos kaksi eri tilaa poikkeavat toisistaan pelkän varianssin 

osalta, mikä t-arvoja tarkasteltaessa saattaa näkyä. Myös standardoitujen tai 

standardisoimattomien ennustavien virhetermien esittäminen Yt4i arvoja vastaan on 

hyödyllinen päätettäessä kynnyksistä. Tämä helpottaa kynnysten löytymistä erityi­

sesti silloin, kun tilojen varianssit poikkeavat toisistaan.

Kohdassa neljä estimoidaan normaalien lineaaristen menetelmien avulla eri tilojen 

parametrit käyttäen valittuja kynnyksiä ja kynnysmuuttujan viivästettyä arvoa. Eri 

tilojen parametreja voidaan vielä testata ja päätyä esimerkiksi erilaisiin parametrien 

määriin eri tiloissa.

Pienimmän neliösumman menetelmä

Toinen tapa spesifioida ja estimoida SETAR-malli, on estimoida se käyttämällä 

järjestelmällisesti erilaisia parametreja (multidimensional grid search) ja vertailla eri
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tilojen yhteenlaskettuja RMSE (Root mean squared errors) -arvoja keskenään 

Lopuksi valitaan ne parametrit, joilla mallin RMSE on pienin.

Tässä menetelmässä on ongelmana estimoitavien yhtälöiden suuri lukumäärä. 

Estimoitavien yhtälöiden lukumäärää nostaa erityisesti kynnysten estimointi, koska 

malli joudutaan estimoimaan uudelleen aina, kun kynnystä siirretään. Ongelmia 

ilmenee varsinkin jos malliin halutaan kokeilla useampaa kuin kahta tilaa.

7.1.2 STAR-m alli

Kun aikasaijan mallintamiseen on valittu STAR-malli, joudutaan vielä miettimään 

ja testaamaan, millaiseksi ja millaisilla parametreillä malli rakennetaan. Mikäli 

aikaisemmissa tutkimuksissa on päädytty johonkin lineaariseen malliin, kannattaa 

valita kyseinen malli lähtökohdaksi epälineaarisen mallin rakentamisessa. Toisaalta 

jos on olemassa teoreettista perustaa valitun aikasaijan rakenteelle, on syytä tutkia 

mahdollisuuksia rakentaa oma malli olemassaolevan teorian mukaiseksi. Molem­

missa tapauksissa mallin estimoiduille tuloksille on helpompi saada tulkinta ja 

teoreettista tukea.

Usein joudutaan kuitenkin vain käyttämään mallia, ilman teorian tukea, joka parhai­

ten tuntuu istuvan aikasaijaan. Tällaisia tilanteita varten on seuraavassa lueteltu ne 

askeleet, joita noudattamana voidaan spesifioida aineistoon sopiva STAR-malli.

29 Tätä menetelmää on suppeammassa muodossa käytetty mm. Dacco & Satchellin (1999) 
tutkimuksessa, jossa tilojen määrä tosin oli rajattu kahteen ja sekä d että p oli oletettu 
tiedetyiksi, jolloin estimoitujen mallien määrä pysyi suhteellisen pienenä.
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Mallin spesifiointi jakautuu seuraaviin kolmeen osaan:

1. Estimoidaan AR-malli ja testataan lineaarisuus.

2. Testataan lineaarisuus parametrin d eri arvoilla (kts. Yhtälö 3.11) ja valitaan 

sopiva d.

3. Valitaan sopiva siirtymäfimktio.

(Teräsvirta & Anderson 1992, 121)

Aloitetaan mallin spesifiointi etsimällä aineistoon parhaiten sopiva AR(p)-malli. 

Sopivan parametrien määrän p valinnassa voidaan käyttää mm. AIC- (kehittänyt 

Akaike 1974) tai SBIC (kehittänyt Rissanen 1978 ja Schwartz 1978) -menetelmiä. 

Myös muita vastaavia menetelmiä voidaan käyttää. Seuraavaksi estimoidaan valittu 

AR(p)-malli. Samalla on syytä tutkia, ettei jäännöstermeihin jää korreloituneisuutta

(serially correlated errors).

STAR-mallin lineaarisuutta voitaisiin tutkia myös hypoteesilla Но: y = 0 olettaen, 

että saija on stationaarinen ja ergodinen kyseisellä y:n arvolla. Elleivät oletukset 

päde, ei kyseessä ole standardi testausongelma. Varmempaa on käyttää STAR- 

mallin lineaarisuustestaukseen Lagrangen kerroin (Lagrange multiplier, LM) 

-tyyppistä testiä. LM-testauksessa oletetaan viivästystermi d tiedetyksi. Testi sopii 

sekä LSTAR- että ESTAR-malleille.

Olkoon LM-testin mukainen hypoteesi:

Ho: ßj{2) = ßi{2) = ßi{2) = 0 kaikilla j = 1,...» P

Hi: ’Ho ei päde’

Estimoidaan ß:t malha approksimoivasta keinotekoisesta yhtälöstä:

=ßw +/)•<■>„, +±pf>y„yL +zffV- <7'5)
;=1 M >=1

missä wt = {yt-i, ..., yt.P}, Д’(1) on näitä vastaava p alkioinen parametrivektori ja vt 

on mallin virhetermi. (Teräsvirta & Anderson 1992,122)
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Vhvästystermin d valintaan voidaan käyttää samaa yhtälöä (7.5). Estimoidaan 

yhtälö käyttämällä d arvoja d e {1, ..., D}, missä D on jokin riittävän suuri luku, 

yleensä kuitenkin D = p. Vahtaan se parametri d, jolla lineaarisuushypoteesi ei 

päde. Mikäli lineaarisuus hylätään useammalla d arvolla, vahtaan se d:n arvo, jonka 

testin p-arvo on pienin. (Teräsvirta & Anderson 1992, 122)

Viimeiseksi määritellään, minkä siirtymäfunktion oletetaan sopivan parhaiten 

aineistoon. Tässä työssä oletetaan, että valittavana ovat vain eksponentiaalinen ja 

logistinen funktio. Siirtymäfimktionkin valinnassa käytetään apuna yhtälöä (7.5). 

Testataan seuraavat hypoteesit:

H04: ßjW = 0 kaikilla) = 1,..., p 

Hq3: ß™ = 0 I ßr = 0 kaikiUaj = 1,..., p 

Ho2: ßj{2) = О I ßj0) = ßiW = 0 kaikillaj = 1,...» p 

(Teräsvirta & Anderson 1992, 122)

Yllämainittujen hypoteesien hyväksymisen ja hylkäämisen perusteella voidaan 

määrittää todennäköisesti sopiva siirtymäfunktio. Hypoteesien perusteella 

valittavaksi suositellut siirtymäfunktiot on lueteltu seuraavassa taulukossa:

Ho4 Ноз Ho2 Siirtymäfunktio
Hylätään - Logistinen
Hyväksytään Hylätään - Eksponentiaalinen
Hyväksytään Hyväksytään Hylätään Logistinen
Hyväksytään Hylätään Hylätään Ei selvyyttä mallista30

Hyväksytään Hyväksytään Hyväksytään Lineaarinen malli eli Ho hyväksytään

Taulukko 3. Siirtymäfunktion spesifiointi testauksen tulemat.

Edellämainitut vaiheet voidaan siis tehdä estimoimatta STAR-mallia. Teräsvirta 

suosittelee kuitenkin parhaiten sopivien ESTAR- ja LSTAR-malhen estimointia ja

30 Testausta voidaan jatkaa, mutta testaus ei enää niin yksiselitteistä. Lisätietoja esimerkiksi 
lähteestä Teräsvirta & Anderson (1992), sivuilla 122-123.



68

mallin lopullista valintaa vasta tämän jälkeen. Ylläolevat valintatestit eivät siis 

mitenkään estä kummankaan mallin estimointia, olipa testin tulos mikä tahansa. 

(Teräsvirta 1994, 212)

Vaikka lineaarisuushypoteesi hylättäisiinkin virheellisesti, ei se ole vaarallista 

tutkimuksen kannalta^ koska kyseinen virhe tulee esille mallin estimoinnissa. 

Lineaariselle mallille ei löydy STAR-mallia, jonka parametrit voitaisiin hyväksyä tai 

estimointialgoritmi ei konvergoidu. (Teräsvirta & Anderson 1992,124)

Teräsvirta esittelee myös toisen LM-tyyppisen testin mallin spesifiointiin ja 

lineaarisuuden tutkintaan. Kyseisestä menetelmästä voi lukea h sää lähteestä 

Teräsvirta (1994, 208 - 210). Eitrheim mainitsee, että yllä esitetyt testit toimivat 

myös ns. STR (Smooth transition regression) -malleille. (Eitrheim 1996, 75)

Estimointi

Mallin estimoitavuudessa on rajana havaintojen lukumäärä. Hyvin pienillä otoksilla 

ei saada estimoitua mallia, joka kykenisi ennustamaan riittävällä tarkkuudella. 

STAR-mallit ovat usein estimoitavissa suhteellisen pienestä aineistosta, esimerkiksi 

100 havaintoa saattaa olla riittävän pitkä aikasarja mallin estimoimiseksi (Teräsvirta 

1994,213 ja 217). Aikasarjan pituusvaatimukseen vaikuttaa myös se, kuinka paljon 

siirtymiä tilasta toiseen on, ja kutnka paljon aikasarja sisältää havaintoja itse 

siirtymävaiheesta.
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ST дк-mallit voidaan estimoida käyttämällä epälineaarista pienimmän neliösumman 

menetelmää31 (Nonlinear least-squares) (Teräsvirta & Anderson 1992, 124). 

Yleensä mallia ei kuitenkaan saada aivan näin yksinkertaisesti estimoitua. Syy tähän 

on siirtymäfimktioissa.

ESTAR-mallilla ongelmana estimoinnissa on y:n ja tilan 2 parametrien voimakas 

negatiivinen korrelaatio, mikä aiheuttaa sen, ettei optimointialgoritmi konvergoidu 

(Teräsvirta 1994, 213). Eräs tapa ratkaista ongelma on estimoida malli muutta­

malla y vakioksi ja etsimällä sille paras estimaatti vaihtelemalla y.n arvoa (gnd 

search). Mikäli malli on huonosti spesifioitu, saattaa ilmetä ongelmia myös muiden 

parametrien, yleensä c:n, estimoinnissa.

LSTAR-mallilla sekä y että c ovat ongelmallisia estimoitavia. Etenkin, jos y on 

suuri, jolloin siirtymäfimktio on jyrkkä, y:n estimoimiseksi tarvitaan paljon havain­

toja lähellä parametrin c arvoa. Yleensä edes suhteellisen suuret y:n arvon vaihtelut 

eivät muuta siirtymäfunktion muotoa oleellisesti. Ongelmaa vielä pahentaa se, ettei 

parametrin c arvoa tiedetä.(Teräsvirta 1994, 213) LSTAR-mallia estimoitaessa 

voidaan käyttää samaa menetelmää kuin ESTAR-mallin estimoinnissakin eli määrit­

tää y ja c vakioiksi, ja käyttää niiden estimaattien etsimiseen grid search -menetel­

mää ja iterointia.

Estimoidun mallin testaus

Heti estimoinnin jälkeen on syytä tehdä silmämääräinen tarkastelu estimaattien 

järkevyydestä. Mikäli esimerkiksi c on selvästi yt:n arvoalueen ulkopuolella, on 

malli konvergoitunut globaalin maksimin sijasta paikalliseen maksimikohtaan.

31 Teräsvirta (1994) käyttää Conditional least-squares menetelmää. Katso NLS menetelmän 
selostus lähteestä Greene (1993), sivuilta 316-321.
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Tutkimuksissa32 on käytetty ainakin seuraavia testejä:

1. Residuaalin normaalius ja mahdollisten outliereiden olemassaolo, käyttäen 

Jargue-Bera -testiä.

2. Residuaalin ARCH-ominaisuus käyttäen Englen LM (Lagrange multiplier) 

-testiä.

3. Huipukkuus (Excess Kurtosis) ja vinous (Scewness).

Jotta mallin pitkän aikavälin käyttäytyminen saataisiin selville, kannattaa 

estimoidun mallin juuret laskea ja miettiä, ovatko juurten osoittamat prosessit 

järkeviä havaituissa tiloissa. Mikäli molemmat juuret ovat yksikköympyrän 

sisäpuolella, on malli stationaarinen ja ergodinen. Molempien juurien sijainti 

yksikköympyrän sisäpuolella on riittävä ehto, ei välttämätön ehto eli vaikka 

molemmat sarjat divergoituisivat, voi koko sarja konvergoitua.

Pitkän aikavälin käyttäytymistä voidaan vielä tutkia käyttämällä numeerista 

menetelmää, jossa mallin33 alkuarvoja muutetaan esimerkiksi grid search - 

periaatteella34, ja katsotaan millaista mallin käyttäytyminen on. Mikäli malli 

divergoituu jollain alkuarvolla, se hylätään (Teräsvirta 1994, 213). Vain konver- 

goituvat ja sykliset mallit voidaan hyväksyä. Samalla on syytä kiinnittää huomiota 

mallin mahdolliseen kaoottiseen käyttäytymisen. Mikäli kaoottista käyttäytymistä 

ilmenee, pitää sen merkitystä miettiä koko mallin ja sen ennustuskyvyn karmalta.

32 Teräsvirta & Anderson (1992) ja Teräsvirta (1994).
33 Mallista on poistettu virhetermi.
34 Testattavan alueen on oltava riittävän laaja, vähintäänkin havaintoaineiston minimi- ja 

maksimihavainnon välin suuruinen.
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7.1.3 Markovin tilaavaihtava malli

Markovin tilaavaihtavien mallien estimointi ja testaus on vielä huomattavasti 

hankalampaa kuin edellämainittujen mallien. Ongelmalliseksi estimoinnin tekee se, 

että havaintojen kuulumista tiettyyn tilaan ei voida pitää varmana, tilojen malleja, 

mallien parametreja eikä eri tilojen jakaumia tiedetä. Jos tiedettäisiin, mihin tilaan 

jokin havainto kuuluu, olisi tilojen parametrit helppo estimoida. Jos taas tiedettäi­

siin eri tilojen mallit ja niiden parametrit, olisi havainnoille mahdollista laskea mihin 

tilaan ne todennäköisemmin kuuluvat.

Koska estimoinnissa ja testauksessa käytettävät menetelmät ovat vaikeaselkoisia ja 

niiden yksityiskohtainen esittely veisi liikaa tilaa, tässä työssä esitellään vain 

Markovin mallin estimoinnissa käytettävän EM-algoritmin perusperiaate. Sekä 

EM-algoritmiin että testausmenetelmiin tarkempi tutustuminen on rajattu tämän 

työn ulkopuolelle35.

EM-algoritmi on iteratiivinen menetelmä, jossa E (expectation) ja M (maximi­

sation) vaiheet vuorottelevat, kunnes parametrivektori konvergoituu valitun kritee­

rin mukaisesti. Periaatteena on, että aloitusparametrien perusteella laskettuja 

todennäköisyyksiä käyttämällä lasketaan uudet aloitusparametrit ja tätä jatketaan, 

kunnes parametrit ovat saaneet lopulliset arvonsa.

Olkoon parametrivektori в = (u(1),..., <r(1), o^, n( \ ...,n **), missä k on

mahdollisten tilojen lukumäärä ja тг® tilan i ei-ehdollinen todennäköisyys. Asetetaan 

algoritmille aloitusvektori во. Alkuarvot kaksitilaisen mallin aloitusvektoriin saa­

daan esimerkiksi seuraavasti:

35 Hyviä lähteitä EM-algoritmista ovat Hamilton (1994) sivuilta 688-702 sekä Diebold et ai 

(1996) ja testauksesta mm. Psaradakis et ai (1998).
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1 Estimoidaan haluttu AR(p)-malh otokselle.

2. Jaetaan otos kahteen ryhmään sen mukaan, onko virhetermi negatuvmen vai

positiivinen.
3 Estimoidaan näihin kahteen ryhmään uudet AR(p)-mallit.

4. Käytetään näiden kahden tilan keskihajontaa ja parametria ц aloitusparamet­

reinä.
5. Lasketaan kohdan 2 ryhmien koot jaettuna havaintojen koko lukumäärällä, ja 

käytetään näitä lukuja тг:п alkuarvoina.

Alkuarvovektoria käyttämällä ratkaistaan seuraavat yhtälöt:

6O) _m+1

í>,-4v

È4,=
i=i_________

r=1

=J\ytA)

(1.6)

(7.7)

kaikilla j = 1, k, missä T on otoksen havaintojen määrä ja m kertoo 

iteraatiokieiTOSten määrän.

Ensimmäisellä kierroksella, kun m = 0, käytetään aloitusvektoria 6». Muodostetaan 

ensimmäisen kierroksen jälkeen yhtälöiden (7.6) - (7.8) tuloksista uusi parametri- 

vektori в! ja suoritetaan uudelleen sama laskenta. Tätä toistetaan kunnes paramet­

rien arvot eivät enää muutu asetettua rajaa enempää tai kunnes jokin muu konver- 

genssiehto täyttyy. Mikäli вт = on löydetty parametrivektori, joka on mallin 

Maximum likelihood -estimaatti.
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7.2 Mallien vertailu keskenään ja lineaarisiin malleihin

Eri mallien välinen vertailu on vaikeaa, koska mallit ovat hyvin erityyppisiä 

lähtökohdiltaan ja koska mitään yleisesti hyväksyttyä vertailumenetelmää ei ole 

olemassa. Mallin hyvyys riippuu siksi pitkälti siitä, miten sillä tehtyjä ennusteita 

pystytään hyödyntämään ja toisaalta siitä, miten hyvin mallia voidaan tulkita.

Yksi tapa verrata malleja on otosperiodin ulkopuolinen ennustaminen (Post sample 

forecasting! (Teräsvirta & Anderson 1992, 133). Tässä menetelmässä jaetaan ole­

massaoleva aikasaija eli otos kahteen osaan, joista ensimmäisellä estimoidaan malli 

ja toista käytetään mallin ennustuskyvyn testaamiseen. Epälineaariset mallit ja 

erityisesti tilaavaihtavat mallit ovat hyvin herkkiä valitulle testiotokselle. Mikäli 

otos ei sisällä vaihtelua eri tilojen välillä, on vaikea saada eroja lineaaristen ja epäli­

neaaristen mallien välille (Teräsvirta & Anderson 1992, 133). Ikävän yllätyksen voi 

aiheuttaa pienikin epälineaarisen mallin väärä spesifiointi. Tätä käsitellään tarkem­

min kappaleessa kahdeksan.

Post sample -vertailussa yleisesti käytetty menetelmä on verrata RMSEiia, mikä 

varsinkin lineaarisissa malleissa on helposti perusteltavissa. Kuten lineaarisissa 

myös epälineaarisissa malleissa MSE kertoo sen, kuinka lähelle ennustettu arvo on 

todellista havaintoa osunut. Estimoidun mallin käyttötapa vaikuttaa paljon siihen, 

onko MSE optimaalisin tapa arvioida mallia. Usein käyttötarkoituksen kannalta 

olisi tärkeämpää pystyä ennustamaan muutoksen suunta eikä niinkään kiinnittää 

huomiota siihen yli- tai aliarvioiko malli kyseistä muutosta. Paras tapa arvioida 

mallin tuottamia ennusteita ei siis ole yksiselitteinen.
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Monet tutkijat56 ovat väittäneet, että mikäli epälineaarisella mallilla ei saavuteta 

selvästi parempaa ennustetta kuin lineaarisella, kannattaa valita ennustajaksi lineaa­

rinen malli. Tämä on varmasti ainakin osittain totta. Tehtäessä valintaa lineaarisen 

ja epälineaarisen mallin välillä on kuitenkin erittäin tärkeää miettiä ennen kaikkea 

mallilla tuotettujen ennusteiden käyttötarkoitusta, kuinka pitkiä ennusteita tarvitaan 

ja mikä on ennusteen tärkein ominaisuus: muutoksen suunta vai ennusteen mahdol­

lisimman pieni varianssi.

Vaikka RMSE ei kaikissa tilanteissa puoltaisikaan epälineaarisen mallin käyttöä, 

sitä ei kannata hylätä suoralta kädeltä, vaan miettiä ensin ainakin seuraavia 

seikkoja:

1. Onko valittu testiotos tarkoitukseen sopiva.

2. Onko estimointiin käytetyssä aikasaijassa selkeitä outliereita, jotka saattavat 

pilata estimoidun mallin.

3. Onko malli spesifioitu väärin joltain osin.

4. Testataanko sen aikavälin ennusteita, joita tullaan käyttämään.

5. Onko valittu käyttötarkoitukseen sopiva vertailumenetelmä.

Vasta tämän jälkeen on aiheellista miettiä, onko alunperin valittu väärä epälineaa­

rinen malli tai tulisiko luopua epälineaarisuudesta. 36

36 Esimerkiksi Guo et ai (1997), sivulla 492.



8. Mallien ongelmat

8.1 Yleisiä ongelmia

Kaikilla mallityypeillä ja malleilla on omat ongelmansa ja rajoitteensa, niin myös 

epälineaarisilla tilaa vaihtavilla malleilla. Lineaaristen mallien ongelmana on 

esimerkiksi niiden sopimattomuus asymmetrisiin sykleihin. Toisaalta ne ovat 

kuitenkin yleensä hyvin robusteja ja eivätkä niin herkkiä pienille estimointivirheille, 

väärille oletuksille tai esimerkiksi heteroskedastisuudelle tai outliereille.

Epälineaariset mallit sen sijaan ovat hyvin herkkiä estimoitavan aineiston 

outliereille ja väärille spesifioinneille (Chan & Cheung 1994, 48). Mikäli jokin 

havainto tulkitaan virheellisesti kuuluvaksi toiseen tilaan kuin mihin se todellisuu­

dessa kuuluu, se saattaa sotkea niin mallin virheellisen kuin oikeankin tilan para­

metrit, samoin kuin siirtymätodennäköisyydet ja kynnyksen estimaatin.

Outliereihin liittyy myös toinen ongelma. Miten käsitellä aikasarjan jaksoja, jotka 

käyttäytyvät selvästi erilailla kuin ne selkeät tilat, jotka tunnistetaan. Käsittely 

riippuu paljolti siitä, oletetaanko kyseisen käyttäytymisen toistuvan tulevaisuudessa 

tai löytyykö kyseiselle havainnolle tukea teoriasta tai muista tutkimuksista. Mikäli 

ei löydy syytä spesifioida uutta tilaa malliin ja ottaa tätä ajanjaksoa mukaan, 

kannattaa kyseiset havainnot merkitä outliereiksi ja jättää pois estimoinnista. (Pfann 

et ai 1996, 150)

Tilaa vaihtavilla malleilla on myös mahdollisuus kaoottisuuteen. Mikäli malli joutuu 

jostain syystä tilaan, jossa se käyttäytyy kaoottisesti, on sen selityskyky hyvin arve­

luttava ja sen antamat ennusteet vähintäänkin epäluotettavia. Samantyyppisistä
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kaoottisuuksista aikasaijoissa, joita käsiteltiin kappaleessa 1.2.6, on raportoinut 

ainakin Teräsvirta ja Anderson37 tutkiessaan STAR-malleilla BKT:n kasvua. 

Kaoottisuuden ongelmallisuus vain kasvaa STAR-malleissa, joissa mallin paramet­

rit eivät saa kiinteitä arvoja, vaan arvoja joltakin määrätyltä arvoalueelta. Kaootti­

suuden testaaminen kun on jo sinälläänkin vaikeaa.

Myös mallien estimointi tuottaa ongelmia. Estimointi on tehtävä käyttäen numee­

risia ratkaisumenetelmiä, eikä malleille yleensä ole saatavissa vainulta estimointi- 

ohjelmia. Mikäli vielä estimoitaessa löytyy useita paikallisia minimi- tai maksimi- 

kohtia, asettaa se sekä estimomtialgoritmille että estimoijalle paljon haasteita.

Mallien spesifiointi ja testaus ovat asiaan perehtymättömälle ongelmallisia, koska 

tieteellisistä artikkeleista ja aiheeseen liittyvästä kirjallisuudesta löytyy useita 

erilaisia tapoja testata mallia ja aikasarjaa. Keskustelua käydään paljon nimenomaan 

sen ympärillä, mitkä ovat kullekin mallille sopivimmat menetelmät ja mitkä testit 

pätevät ja millä oletuksilla. Monille asioille, esimerkiksi kynnysten määrälle (TAR) 

tai siirtymäfunktion valinnalle (STAR), ei ole olemassa mitään testiä, vaan estimoi- 

ja joutuu itse päättelemään millaista mallia käyttää. Vaihtoehtoisesti estimoija voi 

valita suuremman joukon malleja estimoitaviksi, ja valita näistä parhaan. Ongel­

mana mallia valittaessa on vielä se, ettei päätöksenteon tueksi ole yleensä mahdol­

lista löytää taloudellista teoriaa.

8.2 Miksi monitilaiset mallit ovat niin huonoja ennustajia

Useimmat epälineaariset mallit antavat hyviä tuloksia sopivuudestaan otokseen, 

mutta testiaineistossa (out-of-sample) RW ja RW-D näyttävät ennustavan parem­

min kuin epälineaariset mallit. Tilaa vaihtaville malleille on mahdollista saada

37 Lähde: Teräsvirta & Anderson (1992), sivulla 122.
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teoreettinen selitys tälle ilmiölle eli sille miksi todelliseen malliin perustuville 

ennusteille MSE (mean squared errors) on suurempi kuin satunnaiskulkuun 

perustuvalle ennusteelle.

Jo lähes kahden vuosikymmenen ajan on työskennelty sen ongelman parissa, että 

suurin osa hyvin aineistoa kuvaavista malleista näyttää vertailuaineistossa jäävän 

satunnaiskulun ennustuskyvyn jalkoihin, varsinkin käytettäessä MSE-menetelmää 

näiden vertailussa.

Ennusteiden laatijoiden ja tulkitsijoiden kannattaa miettiä tarkkaan onko epälineaa­

risissa malleissa MSE oikea kriteeri tulkita mallin ennustuskykyä. Varsinkin 

erilaisia kurssisarjoja mallinnettaessa ja ennustettaessa on huomattu, ettei MSE ole 

sopivin kriteeri taloudellisten voittojen kannalta, vaan ennenkaikkea suurempia 

voittoja saadaan mikäli pystytään ennustamaan tarkemmin tulevien muutosten 

suuntaa. Juuri muutoksen suunnan ennustamisessa epälineaariset mallit38 osoittavat 

paremmuutensa satunnaiskulkuun ja lineaarisiin malleihin nähden. Tämä seikka 

kyseenalaistaa MSE kriteerin oikeana vertailumenetelmänä, erityisesti taloudellisia 

aikasaijoja ennustettaessa.

On erittäin vaikeaa verrata lineaaristen ja epälineaaristen mallien ennustuskykyä 

taloudellisissa aikasaijoissa. Yksi syy tähän on aineiston syklisyys. Mallien 

paremmuuteen vaikuttaa selvästi se, sattuuko testiaineistoon mukaan vain syklin 

jokin vaihe, säännöllinen sykli vai huomattavia epäsymmetrisiä syklisiä vaihteluita.

Käytetään esimerkkimallina TAR-mallin erästä yksinkertaistusta, jota kutsutaan 

segmentoidun trendin malliksi (Segmented trend model). Selitettävä % kuvaa 

muuttujan muutosta:

38 Dacco & Satchell (1999), sivulla 3 mainitsivat erityisesti Markovin tilaa vaihtavat mallit ja 

TAR-mallit.
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X^a^+e. (81)

missä St kuuluu joukkoon {1, 2} ja kertoo mallin tilan, fit ~ iid(0, o2).

Mallissa (8.1) on siis kaksi tilaa, joissa vallitsee RW-D erilaisella drift parametrilla.

(8.2)

Merkitään hetken t tilan St todennäköisyyttä seuraavasti:

P(St = 1) = n 

P(st = 2) = 1 - я 

Xt+i ennuste on siis seuraava:

[a, jos = 1 
,+1 k jos St+1 = 2

Mallin MSE riippuu todellisen tilan t+1 ja tilan t+1 ennusteiden yhdistetyistä 

todennäköisyyksistä, eli merkitään:

P(St+, = i,st+x = j) = p,j (8J)

missä i kuuluu joukkoon (1, 2} ja missä i kuuluu joukkoon (1,2} ja

2 2

E2>»=l¿=i j=i
(8.4)

Todennäköisyydet pnja p2i ovat siis todennäköisyydet sille, että on ennustettu tila 

väärin.

Oletetaan että malli (8.2) on oikea eli se, jota aikasarja noudattaa. Merkitään 

oikean mallin MSE:tä MSEvllä. Yllämainittujen tietojen pohjalta voidaan laskea:

MSEy = a2 + (a, - a2)2(pn + p2x) (8-5)

Otetaan vertailukohdaksi kaksi ’väärää’ oletusta markkinoiden muodosta. Oletta­

koon malli 2, että markkinat noudattavat mallia RW-D ja malli 3 markkinoiden 

olevan pelkkää satunnaiskulkua.
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Malli 2 on siis muotoa:

X,=a + s, (86>

Tässä tapauksessa ennuste hetkelle t+1 on siis

= « (8/7) 

Voidaan havaita, että a on sama kuin koko saijan havaintojen keskiarvo. Edelleen 

voidaan huomata, että havaintojen määrän ollessa riittävän suuri, a lähestyy arvoa 

oo, joka on kahden todellisen tilan havaintojen keskiarvojen todennäköisyyksillä 

painotettu arvo, eli:

a0=a1*+a2( l-я) (8-8)

Tästä seuraa, että mallin 2 MSE on

MSE2 = E[(Xt+l - а,л - a2 (1 ■- л))]2
= cr2 +я-(1-я-)2(а, -a2)2 +(1-я-)л-2(а, -a2)2

= <т2 +я(\-я)(а1 -a2)2

ja mallille 3

Xt=8t

saadaan MSE

MSE 3 = a 2 + a\n + a 2 (1 - я)

Eri mallien MSE:t saavat järjestyksen

MSE, <MSE2 <MSE3 joss тг(\-л)> pn + p2,
MSE2 < MSE3 < MSE, joss л(\ -n)< pn + p21

mikä voidaan havaita seuraavista epäyhtälöistä.

(8.10)

(8.11)

(8.12)
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Epäyhtälö 1:

MSE2 < MSEX joss л{\ -я)< pn + p2 (8 13)

mikä voidaan todistaa

MSE, -MSE2 =a2 +(a,-аг)2{рп+ргх)-ст2 -я(1-я)(ах-аг f

= (Ol2 +Pll)~ *0--«2)2 (814)
> 0 /OS Л"(1 - Я-) < /7,2 + p2

Epähtälö 2:

МЖ2 <MSE3 (815)

mikä voidaan todistaa

MSE3 -MSE2 = с2 + a2;r + a2(I-tt)-o-2 -тг(1 -7г)(а, -a2)2

= а2 я2 + cc¡ (1 - я) + 2а1а2я(1 -я) (8 1б)

= (а1я + а2(1-я))2 
>0

Epäyhtälö 3:

MSEX < MSE3 joss я(\-я)> pn+ p2l (8.17)

mikä voidaan todistaa: 

olkoon /? = (pi2+p2l)

MSE3 -MSE, =a2 +а2я + а2(1-я)-а2 +(a,-a2)2ß
= а\(я - р) + а\(\-я-ß) + 2axa2ß (8.18)

> 0 joss ß <я{ 1 - я)

Epäyhtälöistä on helppo todeta, että väärät mallit 2 ja 3 eli RW ja RW-D päihittä­

vät oikean mallin 1, mikäli tilojen ennustusvirhe on suuri eli pi2 + p2i on suuri ja jos 

n on lähellä arvoja 0 tai 1.



81

Todennäköisyydet Markovin mallissa

Kaksitilaisesta Markovin mallista, jossa P(st+i - l|st - 1) - p ja P(St+i - 2|st - 2) q 

(kts. yhtälö 4.16) saadaan seuraavat yhtälöt:

1 -Pn -------------
2-p-q

(8.19)

ja

= (8.20)
2-p-q

Kuten kuvasta 11 nähdään, mitä lähempänä p ja q ovat toisiaan, sitä suurempi on 

7t(l - ti). Mitä suurempia p ja q ovat sitä todennäköisempää on, että pi2 ja P21 ovat

pieniä.

Kuva 11. Yhtälön k(1 - n) arvo akseleilla p ja q.
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Toistaiseksi ei ole huomioitu a:n estimointivirhettä, koska a on oletettu tiedetyksi. 

Myös tilojen 1 ja 2 varianssit on oletettu yhtäsuuriksi. Molemmat yksinkertaistuk­

set on kuitenkin mahdollista purkaa39 ja saada paljolti samanlaiset, joskin huomat­

tavasti monimutkaisemmat, ehdot siitä milloin ’oikea’ malk 1 päihittää väärät 

mallit 2 ja 3.

SETAR-mallin ennusteet

Otetaan toiseksi esimerkiksi SETAR-malli ja tutkitaan millaisilla ehdoilla se päihit­

tää satunnaiskulut MSE menetelmää käytettäessä.

On osoitettu40, että kynnyksen estimointi on erittäin vaikea tehtävä useista paikalli­

sista minimikohdista johtuen. Samoin on osoitettu, että kynnyksen pienimmän 

neliösumman estimaattori on superkonsistentti. Vaikka normaalissa SETAR

-mallissa voitaisiin pitää

*r+l ~ ^r+i (8.21)

niin edellämainituista tekijöistä johtuen on mahdollista, että kynnys, jota käytetään 

estimoitaessa mallia, on virheellinen eli

<822>

Esimerkkinä oleva SETAR-malli on muotoa:

k+s, jos AX,.,>c 
' }a2+s, jos АХ, йс

oletetaan, että kynnyksen virheellinen estimaattori on c = Ci, kun todellinen kyn­

nyksen arvo on c = Cq. Oletetaan vielä että Ci > Co, tällä ei kuitenkaan ole loppu­

39 Kyseiset yksinkertaistukset on purettu liitteessä 1. Tarkemmat selitykset löytyvät kuitenkin 
lähteestä Dacco & Satchell (1999), sivuilta 3-6.
40 Mm Tong (1990), sivuilta 306-308.
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tuloksen kannalta merkitystä. Lasketaan nyt väärien luokitusten todennäköisyydet 

P12 ja P21:

Pn =W >с„АЛГ, <c0)

= 0
(8.24)

(8.25)
/721 = P(AX, < Cj,AX, >c0)

= P(c0 <AXt < Cj)

Todennäköisyyden p2i laskeminen on hieman ongelmallista, mutta joidenkin väli­

vaiheiden jälkeen päädytään seuraavanlaiseen tulokseen41. Oletetaan että muuttujat 

ovat normaalisti jakautuneita. Merkitään AX,: n jatkuvaa jakaumaa F(x) ja et ~ 0(z) 

ja merkitään ф2 = ф(с - dj), missä j e (1, 2}

= Ф(х-а})ф1+ф(х-а2)(1-ф2)
l-02 +h

(8.26)

Lasketaan tulos (8.25) käyttämällä nyt todennäköisyyttä p2i kohdasta (8.26).

Pn =^(ci)-^(co)
^ ф(сх-a, tø +ф(сj -a2)(l-02) (0,2 + 02(l-02)) (8 27)

1-02 + 01 1-02+0
Merkintä ø(ci - ai) tarkoittaa siis samaa kuin N(ci - ah a2) missä o on et:n 

keskihajonta.

Vastaavasti kuin kohdissa (8.19) ja (8.20) voidaan laskea arvot тг ja (1 - n), joita 

tarvitaan todistamaan epäyhtälön MSEi < MSE2 < MSE3 ehtoa n{\ - n) > pi2 + 

P21. Tämä ehto saadaan muotoon:

я-(1-л-)>(р12+/>21)
[(I-Ø2)2 +Øi(l-Øi)Iøi2 + Ø20-Ø2)]^ 0(gi -g,)0i +0(c! -Qf2)-Ø2 (* 8-28) 

(I-Ø2+Ø1)2 I-Ø2+Ø1

41 Välivaiheet ja todistukset löytyvät Tong (1990), sivu 212 ja Dacco & Satchell (1999), sivut 6-
8 ja 13-15.
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Tämän tuloksen perusteella ovat Dacco ja Satchell (1999) tehneet tutkimuksia 

siitä, millaisilla ai, 02, a, Co ja Ci arvoilla SETAR-malli ennustaa paremmin kuin 

yksitilaiset satunnaiskulkumallit.
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9. Tilaavaihtavilla та11еШа tehtyjä taloustieteellisiä tutkimuksia

9.1 SETAR-maUit

Kräger & Kugler (1993) vertailivat tutkimuksessaan SETAR- ja GARCH -malleja 

sekä näiden yhdistelmiä. ARCH-ominaisuus valuuttakursseissa oli jo aikaisemmin 

havaittu ja todistettu. Aikaisemmat tutkimukset olivat myös antaneet vihjeitä siitä, 

että valuuttakursseista mahdollisesti löytyisi epälineaarista riippuvuutta myös 

havaintojen ehdollisessa keskiarvossa. Aineistona heillä oh viiden eri valuutan42 

viikoittaiset valuuttakurssit ajanjaksolta 1980-90, mikä tarkoittaa noin 500 havain­

non pituisia aikasarjoja. Selittävät mallit sisälsivät kolme eri tilaa, joiden 

merkitykset olivat:

1. Valuutan vahvistuminen USD nähden.

2. Lievää heikkenemistä USD nähden.

3. Voimakasta heikkenemistä USD nähden.

Myös tilojen varianssit poikkesivat toisistaan. Käytetyt mallit ovat AR(p) -malleja. 

Tutkimuksessa todettiin, että kaikilla valuutoilla voitiin kyseinen kynnysrakenne 

havaita ja todistaa testaamalla. Tosin myös todettiin, ettei SETAR tai GARCH 

yksistään pysty tarjoamaan riittävän hyvää mallia selittämään valuuttakurssien 

epälineaarista käyttäytymistä.

9.2 STAR-mallit

Mahdollisesta talouden syklien epälineaarisuudesta on keskusteltu jo pitkään. 

Tämän suuntaisia lausuntoja antoivat jo Mitchell vuonna 1927 ja Keyness vuonna 

1936. Perinteisten lineaaristen mallien ongelmana on, että ne pystyvät kuvaamaan

42 Valuuttakurssit olivat: DEM/USD, FRF/USD, ITL/USD, CHFAJSD ja JPY/USD
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vain aikasaijan symmetrisiä vaihteluita. Kuitenkin on havaittu, että nousukaudet 

ovat kestoltaan pidempiä kuin laskukaudet. Joidenkin teorioiden kannalta lineaari­

suudesta luopuminen on kiusallista, koska monet teoriat perustuvat juuri lineaari- 

suusoletukseen. Mikäli lineaarisuusoletuksesta joudutaan luopumaan, joudutaan 

hylkäämään myös sen taustalla olevat teoriat todellisuutta vastaamattomina. Teräs- 

virta ja Anderson (1992) tutkivat juuri tätä syklien epälineaarisuutta käyttäen 

hyväkseen STAR-malleja. Tutkimuksessa löydettiin epäsymmetrisyyksiä sykleistä 

ja todettiin että nousu- ja laskukausina pätivät erilaiset mallit. Tutkijat törmäsivät 

myös mallien kaoottiseen käyttäytymiseen. Tosin tutkimus ei pystynyt osoittamaan 

syklien ehdotonta epälineaarisuutta. (Teräsvirta & Anderson, 1992)

9.3 Markovin tilaavaihtavat mallit

Hamilton (1989) on käyttänyt Markovin tilaavaihtavaa mallia tutkiessaan USA:n 

reaalisen BKT:n kehitystä vuosilta 1952 - 84. Malli, jota hän käytti on seuraava:

У.-^А ~»±) + Фг O',-2 -M,;J (gl)
+ Ф1(У,-,-Мс)+Ф,

missä yt on reaalisen BKT: n kasvuvauhti neljännesvuosittain. Aikasaijassa 

oletetaan olevan kaksi tilaa ja s, ~ i.i.d. N(0, o*). Tutkimuksessa huomattiin, että 

kymmentä nopeamman kasvun vuotta (pn = 0.90) seurasi keskimäärin neljä 

hitaamman kasvun vuotta (p22* = 0.75). Vastaavat kasvuprosentit olivat noin 1.2 % 

pq ja-0.4 % pq.
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10. Loppuyhteenveto

Kuten malleja esittelevistä kappaleista huomattiin, ovat itse mallit ja niiden perus­

teoriat suhteellisen yksinkertaisia. Todelliset ongelmat tulevat esiin vasta mallien 

estimoinnin ja testauksen yhteydessä.

Mallit joudutaan estimoimaan paljon laskentaa vaativilla numeerisilla menetelmillä, 

ja monilla laskenta-algoritmeilla on vaikeuksia löytää globaalia maksimikohtaa. 

Oikeastaan vasta 1980-luvulla tietokoneiden laskentateho on kasvanut sellaiseksi, 

että näiden mallien estimointia on mielekästä suorittaa. Nämä ongelmat ovatkin 

vähentäneet mallien kiinnostavuutta tutkijoiden keskuudessa, varsinkin kun 

monissa tapauksissa on lineaarisia menetelmiä käyttämällä päädytty lähes yhtä 

hyviin tai vertailumenetelmästä riippuen jopa parempiin tuloksiin ja tarkempiin 

ennusteisiin.

Nyt kun laskentateho ei enää ole esteenä mallien käsittelyyn, on epälineaarisia 

tilaavaihtavia malleja kohtaan alettu osoittaa kasvavaa kiinnostusta. Samalla kun 

malleja on käytetty apuna tutkimuksissa, on myös itse malleja ja niiden 

ominaisuuksia alettu tutkia kasvavassa määrin. Mitä enemmän tilaavaihtavia malleja 

tutkitaan, sitä paremmin pystytään niiden ongelmakohtia välttämään ja sitä 

paremmin niillä saatuja tuloksia pystytään tulkitsemaan.

Toivottavasti tämä työ antoi lukijalle riittävästi perustietoja, jotta näitä malleja 

käyttävien tutkimusten ymmärtäminen helpottuisi tai tämä työ jopa innostaisi 

lukijoita ottamaan tarkemmin selvää näistä malleista ja käyttämään niitä omissa

tutkimuksissaan.
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Liite 1. Laajennus segmentoidun trendin mallin ennusteen vertailuun.

Segmentoidun trendin mallin vertailu RW-D ja RW:iin, kun a ei ole tiedossa, eli 
estimointivirhe huomioidaan ja kun tilojen hajonnat voivat poiketa toisistaan.

Perusoletukset ja mallien selitykset löytyvät kappaleesta 8.2.

Olkoon tilojen 1 ja 2 varianssit toisistaan poikkeavat ja merkitään näitä a y ja af. 
Käytetään lisäksi kaavojen käsittelyä helpottavaa muuttujaa y = <722/ o\ ja 
J] = pil + P22 - n.

Mallin 1 eli segmentoidun trendin tapauksessa MSEi saa arvon:

MSEX
i=i >=i (Ll.l)

= <rÍPn +((«2 “«i)2 +°l)P21 +((«2 ~ai)2 + °\)Рп +<T22/?22

joka yksinkertaistuu yhtälöksi (8.5), kun o\ = 02 = o.

Mallin 2 eli RW-D tapauksessa MSE2 saa arvon:

MSE, =eIxm -a)2|s„, =ф + 4^,„=ï\l-x)

- ((a, + af + a\ )n + ((a2 + a)2 + a2)(1 - л-) (LI .2)

= (a, + a)2 я- + (a2 + ar)2 (l-;r) + (<r2^ +cr2 0 - я-))

Jos asetetaan a = 0, saadaan malli 3 eli normaali RW. Jos a oletettaisiin tiedetyksi 
eli a = a\K + a2(l - n), yksinkertaistuu malli MSE2 muotoon (8.9).

Uusille yhtälöille, joista yllämainitut rajoitteet on purettu pätevät yhä kohdan (8.12) 
epäyhtälöt:

MSE 2 <MSE3 

MSE, <MSE2

Triviaalisti
o\ (j>n+Pn) + &2 (P 21 + P22 ) + («2 + «1 )2 (Pn + P2 ) 

< tt(1 - тг)(а, -а2)2 + + a\ (1 - тг)

MSEi < MSE2 ehtolause saadaan supistettua yksinkertaisempaan muotoon eli 
kohdan (8.13) muotoon43.

43 Katso todistus lähteestä Dacco & Satchell (1999) sivu 5.



LÄHDELUETTELO

Cai, Jun (1994). A Maikov Model of Switching-Regime ARCH. Journal of Business & Economic 
Statistics. Vol. 12, 309-316.

Chan, K S. & Petmccelli, Joseph D. & Tong, H. & Woolford, Samuel W. (1985). A Multiple-Threshold 
AR(1) Model. Journal of Applied Probability. Vol. 22, 267 - 279.

Chan, Wai-Sum & Cheung Siu-Hung (1994). On Robust Estimation of Threshold Autoregressions. 
Journal of Forecasting. Vol. 13, 37-49.

Chan, W. S. & Tong, H. (1986). On Tests for Non-linearity in Time Series Analysis. Journal of 
Forecasting. Vol. 5, 217-228.

Chiang, Alpha C. (1984). Fundamental Methods of Mathematical Economics. McGraw-Hill. Singapore.

Cuthbertson, Keith (1996). Quantitative Financial Economics: Stocks, Bonds and Foreign Exchange. 
John Wiley & Sons. Chichester.

Dacco, Robert & Satchel!, Steve (1999). Why do Regime-switching Models Forecast so Badly?. Journal 
of Forecasting. Vol. 18, 1-16.

De Lima, Pedro J. (1998). Nonlinearities and Nonstationarities in Stock Returns. Journal of Business & 
Economic Statistics (A publication of the American Statistical Assosiation). Vol. 16,227-236.

Diebold, Francis & Lee, Joon-Haeng & Weinbach, Gretchen C. (1994). Regime switching with Time- 
varying Transition Probabilities. Kiijassa: Nonstationary Time Series Analysis and Cointegration. 
Koonnut: Hargreaves, Colin P. Oxford University Press. Great Britain.

Diebold, Francis X. & Rudebusch, Glenn D. (1996). Measuring Business Cycles: A Modem Perspective. 
The review of Economics and Statistics. Vol. LXXVIII, 67-77.

Durland, J. Michael & McCurdy, Thomas H. (1994). Duration-Dependent Transitions in a Markov Model 
ofU.S. GNP Growth. Journal of Business & Economic Statistics. Vol. 12,279-288.

Eitrheim, Øyvind & Teräsvirta, Timo (19%). Testing the Adequacy of Smooth Transition Autoregressive 
Models. Journal of Econometrics. Vol. 74, 59-75.

Famum, Nicholas К & Stanton, LaVeme W. (1989). Quantitative Forecasing Methods. PWS-Kenl 
Publishing Company. Boston.

Filardo, Andrew J. (1994). Business-Cycle Phases and Their Transitional Dynamics. Journal of Business 
& Economic Statistics. Vol. 12, 299-308.

Ghysels, Eric (1994). On the Periodic Structure of the Business Cycle. Journal of Business & Economic 
Statistics. Vol. 12,289-298.

Ghysels, Eric & Mcculloch, Robert E. & Tsay, Ruey S. (1998). Bayesian Inference for Periodic Regime­
switching Models. Journal of Applied Econometrics. Vol. 13,129-143.

Goodwin, Thomas H. (1993). Business-Cycle Analysis With a Markov-Switching Model Journal of 
Business & Economic Statistics. Voi. 11, 331-339.

Gourieroux, Christian & Monfort, Alain (1992). Qualitative threshold ARCH models. Journal of 
Econometrics. Vol. 52, 159 - 199.



Granger. Clive W. J. & Teräsvirta, Timo (1993). Modelling Nonlinear Economic Relationships. Oxford 

University Press. New York.

Greene, William H. (1993). Econometric Analysis. Macmillan Publishing Company. New York.

Guo, Meihui & Tseng, Y. К (1997). A Comparison between Linear and Nonlinear Forecasts for 
Nonlinear AR Models. Journal of Forecasting. Vol. 16,491-508.

Harmiton, James D. (1994). Time Series Analysis. Princeton University Press. New Jersey.

Hamilton, James D. & SusmeL Raul (1994). Autoregressive conditional heteroskedasticity and changes in 
regime. Journal of Econometrics. Vol. 64, 307-333.

Harmiton, James D. (1996). Specification testing in Markov-switching time-series models. Journal of 

Econometrics. Vol. 70, 127-157.

Hansen, B. E. (1992). The Likelihood Ratio Test Under Nonstandard Conditions: Testing the Markov 
Switching Model of GNP. Journal of Applied Econometrics. Vol. 7,61-82.

Hsieh, David A (1989). Testing for Nonlinear Dependence in Daily Foreign Exchange Rates. Journal of 

Business. Vol. 62, 339-368.

Kim, Chang-Jin (1993). Unobserved-Component Time Series Models With Markov-Switching 
Heteroscedasticity: Changes in Regime and the Link Between Inflation Rates and Inflation Uncertainty. 
Journal of Business & Economic Statistics. Vol. 11, 341-349.

Kim, Chang-Jin (1994). Dynamic linear models with Markov-switching. Journal of Econometrics. Vol. 

60, 1-22.

Koop, Gary & Pesaran, M. Hashem & Potter, Simon M. (1996). Impulse response analysis in nonlinear 
multivariate models. Journal of Econometrics. Vol. 74,119-147.

Krager, Horst & Kugler, Peter (1993). Non-linearities in foreign exchange markets: a different 
perspective. Journal of International Money and Finance. Vol. 12,195-208.

Lahiri, К & Wang, J. G. (1994). Predicting Cyclical Turning Points with Leading Index m a Markov 
Switching Model. Journal of Forecasting. Vol. 13, 245-263.

Lundbergh, Stefan & Teräsvirta, Timo (1998). Modelling economic high-frequency time series with 
STAR-STGARCH models. Department of Economic Statistics, Stockholm School of Economics.

Luukkonen, Ritva & Saikkonen, Pentti & Teräsvirta, Timo (1988). Testing Linearity in Univariate Time 
Series Models. Scandinavian Journal of Statistics. Vol. 15,161-175.

Martens, Martin & Kofinan, Paul & Vorst, Ton C. F. (1998). A Threshold Error-correction Model for 
Intraday Futures and Index Returns. Journal of Applied Economics. Vol. 13,245-263.

Petruccelli, Joseph D. (1990). A Comparison of Tests for SETAR-type Non-linearity in Time Series. 

Journal of Forecasting. Vol. 9, 25-36.

Petruccelli, Joseph D. & Davies, Neville (1986). A portmanteau test for self-exciting threshold 
autoregressive-type nonlinearity in time series. Biometrika. Vol. 73.687 - 94.

Pfenn, Gerard A & Schotman Peter C. & Tschering Rolf (1996). Nonlinear Interest Rate Dynamics and 
Implications for the Term Structure. Journal of Econometrics. Vol. 74, 149-176.

Psaradakis, Zacharias & Sola, Martin (1998). Finite-sample properties of the n™™1.^e.1^ood 
estimator in autoregressive models with Markov switching. Journal of Econometrics. Vol. 86, 369-386.



So, Mike K. P. & Lam, К. & Li, W. К. (1998). A Stochastic Volatility Model With Markov Switching. 
Journal of Business & Economic Statistics (A publication of the American Statistical Assosiation). Vol. 
16, 244-253.

Taylor, Stephen (1986). Modelling Financial Time Series. John Wiley & Sons. Chichester.

Teräsvirta, Timo (1994). Specification, Estimation, and Evaluation of Smooth Transition Autoregressive 
Models. Journal of the American Statistical Association. Vol. 89, 208-218.

Teräsvirta, T. & Anderson, H. M. (1992). Characterizing Nonlinearities in Business Cycles Using Smooth 
Transition Autoregressive Models. Journal of Applied Econometrics. Vol. 7, 119-136.

Tiao, George C. & Tsay, Ruey S. (1994). Some Advances in Non-linear and Adaptive Modelling in 
Time-series. Journal of Forecasting. Vol. 13,109-131.

Tong, Howell (1983). Lecture Notes in Statistics: Threshold Models in Non-linear Time Series Analysis. 
Springer-Verlag. New York.

Tong, Howell (1990). Non-linear Time Series: A Dynamical System Approach. Clarendon Press Oxford. 
New York.

Tsay, Ruey S. (1989). Testing and Modeling Threshold Autoregressive Processes. Journal of the 
American Statistical Association. Vol. 84. 231 - 240.

Wilmott, Paul (1998). Derivatives: The Theory and Practice of Financial Engineeing. John Wiley & 
Sons. Chichester.


