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���	��� ��	 � ����� 	��	 ���		�� ��
 �� ��	���� ��� ���	 	 �����	���	
	�� ��	���� ��
 	��� ����
�	��� ��� ���		����� ������ ��� �� ������	��
�� 	�� 	�
� �
���� �� ����� �� ���� ����� 	��	 ������ �� 	�
�� � �� 	��
��������� �
���� �� ����� 	�� ����� ���� � ���	��	 ����������

��� 
��� ��	����	 �� 	��� ��� �� 	 ������ � �����	���	�� 
�	�� 	��	
���� 	�
� �
��� ��	� �� 	�� �����	���	�� � 	�� ��	���� ����� �� ����
�������	� ����� 	 �� 	�� ����		������ ��� ������� �� 	 ��� 	�� ������
��������� ���	����	�� 
�	�� �� � ����� ��� 	��� 	 ��
 � 	�
� �
���

�	�� ��	� 	�� ���� � 	�� ���	��� ������������ 	 	�
�� ������ 	������ 

�	�� Fk→t� !� ���� 	 ������	�	� 	�� ��������� �������� � 	�� ���	����	��

�	��� �� ������� 	�� ���		���� 	 ���� 	�� "��� ������� ����	���

(∂ν − α(x)∂t + β(x))u = 0 #$�$%

��	� α(x) ≥ α0 > 0 ��� ��� 	�� &�������	 ������ ����� �����	�� ��
���
	��	 ����� 	�� &�������	 ������� ����	��� 	�� ����� ����� �'����	�����
�� 	�� ������	� � 	�� ���		�����

(���
��� 	���� ����	��� �� ������ � ���	����	�� 
�	�� ����� ����
�� ��� ���� ��
���� k ∈ R \ {0}� )� ��� �'���� �� 	�� 
�	�� ����
�� ������� ������ � 	�� ���� ��
���� ����� �� ������ �� �������� 	�� 	�
�
�
��� �����	���	���

!� *��	�� $�$ �� ������ � ���	 ��	����	�� 	 ������� �����
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��� ������ ��
����� ��� ���	����	�� 
�	��� �� ���	������� !� *��	�� $�+
�� ��	 ��	� � 
�� ��	����� ��	����	�� 	 	�� �	���	��� � 	��� ����
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 ��� ���������� � 
������
�������� ����� �� ��� ����������� � ��� �� ����� ���� ��� ��� ��� ����
������� ��� ���� �� ����� ����� ��� 	���� ��� �����
��� ��� ��
�� ���
����� 
��� ����� ����� �� �� ������ ������� ��� ����� �
 �������� ���	
������� �� ��� ��������� �
 �������� ��� �� ��� 
���� ���� � �������� ��
����� ��� �
 ��� ���� ��� ����� ��� 	����� ��� �� ���� �� 	��� ���
��� �
 ��� �����

� �� ������� �
 �� ������ ������� ��� � ��	� ��� ��������� �
 � ����
�������� ����� �� ��� ������� �� ���� � ��������� u(t, x) �� R4 ���� �
�������� �� ��� ���� ��������

�u = (∂2
t − Δ)u = 0, � �!"

����� Δ = ∂2
x1

+ ∂2
x2

+ ∂2
x3
� �� � ��������� ������� �� ���� �� ������������

������� D� ����� �� ������� �������� ��������� 
�� ��� ���� �� ∂D� #��
� ���� ���� �� ���� ��� $���� �������� ���������� ���� �

(∂ν − α(x)∂t + β(x))u = 0, � �%"

����� α, β ∈ C2(∂D)� α ≥ 0 ��� ν � ��� �������� ��
��� ������ �
 ∂D�

�� ����� �� ����
� ��� ��������� �
 ����� �� ��� ������� ��� ����������� �

��� ���� ���� �
��� � ������� ���� t = 0� ��� ������� ������� ��
��������
�� ��������� ��� ���� �� ��� ��� � ��� ����� �
 u ��� ∂tu = ut �� t = 0�
���������� �� ������� 
��� u ��� 
��������&⎧⎨⎩

�u(x, t) = 0 �� R+ × D+

(∂ν − α(x)∂t + β(x))u = 0 �� (R+ ∪ {0}) × ∂D
u|t=0 = f1, ut|t=0 = f2.

� �'"

(� ��
�� �� � �%" � ��� ���� ������ 	�
�� ���
��� ��� ������� �
����� 
�� ������� �� )'*� ������� +�,�!-� �� ��� ��� �
 � ���� ��������
���� u(t, x) = v(x)e−ikt� ��� ��������� � �!" ��� � �%" ������{

−(Δ + k2)u = 0,
(∂ν + ikα + β)u = 0.

.��� ���� �� �� ���� ������ ikα + β = λ�

��� ��������� ����� 
�� ���� �������� ���� � �������� � 
������ #��
� ����� ���� ����� � � 
��� ���� �������� ���� ui ���� ���/�

−(Δ + k2)ui = 0

�� R3� #�� � 
������ ����� ���� ��� ����� ���� utot �� D+ = R3 \ D

*



�������� �� ��	 ����
	�� ��	 ui ��
 � �����	�	
 ��	 usc� ����	 ��	 �����
��	 ������	�

(∂ν + λ)utot = 0

�� ∂D� ��	 �����	�	
 ��	 usc ������	�{
−(Δ + k2)usc = 0, �� D+

(∂ν + λ)usc = −(∂ν + λ)ui �� ∂D.

��	 ���	 �����	� ��� �������	 �������	 ��������� ��� usc� �	 ��	 ���	 ��
����	 �� � �����	� ���� �����	 �������� �� �	 
	���
 ���� usc ������	�
����	��	�
�� ��
������ ���
�����

lim
r→∞

r(∂r − ik)usc = 0 ��������� ������ x̂ ∈ S2,

��	�	 r = |x|� �� ��	 ��������� ���� ������� ����	��	�
�� ��
������ ���
������
��	 	�	��� ���� ������
��

�� ��	 ������
 �����	� �� ���	 �������� �����	���� �	  ��� ��	 �������	
D� ���	��	� ���� ��	 �����	�	� λ� ��
 ��	 ����
	�� ��	 ui ��
 ���� ��

	�	����	 ��	 �����	�	
 ��	 usc ���� ������	�⎧⎨⎩

−(Δ + k2)usc = 0 in D+

(∂ν + λ)usc = −(∂ν + λ)ui �� ∂D
limr→∞ r (∂r − ik) usc = 0 uniformly

!"�#$

%�	 �������	 ��	��	 �����	� ����
 �	 �� ��
 ��	 ����	 �� ��	 �����	�	�
��	� �	  ��� � ������ �� ����
	�� ��	� {ui(·, d)} := {eikx·d}d∈S2 ��
 ��	
��� �	�
 ����������� �� ��	 ����	����
��� �����	�	
 ��	� us(·, d)� �	 ��	
���	
 ���� �����	� �� �	����� &�"�

'���� ��	 ��

�	 �� ��	 ()�� �	������ ��	��	 �����	�� �	�	 ��� �����
	�	

�� �	 ���������	 �� �������� ����	������� ��������� ����	 ��	� ��	 ���*���	

�� ��	 �	��	 �� +� ,�
����
� ,�
����
�� ����	���� ��� � �����	� �� �	
�	��*���	
� �� ��� �	 ����
 	��� �� -(".� ��	

!�$ ��	 �����	� ��� � ���������

!��$ ��	 �������� �� �����	�

!���$ ��	 �������� 
	�	�
� ������������ �� ��	 
����

�� �	�	��� ��	�	 ���
������ ��	 ��� ������	
 �� ��	��	 �����	��� ���� ����	
�� �/���� ��� �	 �		� �� ������ ���� ��	 	�� �����	 �� ���� ����� �� �����	���
����	 ��
	�� 
�/	�	�� ����	� ��� �	�
 �� ������� 	/	���� ��	 ���� ���
�����
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�
 �
��
 �����
������ ��� ��� �

�
 ��� ������ ��� ���� �� ���� ���
� � ��
������� �� ��� 	
����� ���� ���� ����� ��
 ����	��� � ��� ����� ����
�� ��� ��
���� ������
�� �� ����� �����
� ������ �� ��� ������
�� ����
us(x, d) ��� ����� ��� ������ us(x, d)+ε(x)� ���� ����� ��� �������
�� ��
���	����� ��� ��� ������
�
 ��� ���� ������
� �������� ���������
�

�� ��� ������� � �
��� ����
����� ��� ���� �� ���� � ����� � ��
	�	�
 !"#$� %� ��� ��� �� 
�����
&� ��� 	
����� �� ������ �����
����
�� ����  �� �� �������� �
� �� �� ������
��� '� ��� �
���� ��(	����
	
����� ��
� �� ����� x � ��� �)����� Ax = y� �� ����� *�� ��� ���&�

�� ‖Ax − y‖2 + α‖x‖2� ���
� ��� 	�
�����
 α � �� �� ������ ���� ����
����������

��� 
�����
&�� 	
����� � � ���� ����(	���� ��� ��	�
���� ��� ����� ����
��� �������� �� � 	
���� 
������� ���
����� ����� ��� �
���� 	
������
�� ����	�� �� ���� ����� ����
��� ����
�� � ��� ����
 ���	��� �������
���� �� ������ �����

+���
 ���	��� ��� ������� �� ,� -����� ��� �� .
��� ��� 	������� �
��� �
���� !/0$� '� ����
 ���	��� ��� ���� ��� ��
 *��� ��	�����

us(x, d) =
eik|x|

|x|

(
u∞(x̂, d) + O

(
1

|x|

))
.

�� ��� ������
�� ����� �� 	
����� 1/�"2 ���� ���� 	���� ���� eikx·d �� ������
������ ��� ��
�� ��� ��
 *��� �	�
���
 F : L2(S2) → L2(S2) ��*��� ��

Fh(x̂) :=

∫
S2

u∞(x̂, d)h(d)dH2(d).

��� �	�
���
 ��� ��� 	
�	�
�� �� ��		�� ��� ������ h �� �� ������
%�
����& ����

uh =

∫
S2

eikx·dh(d)dH2(d)

�� ��� ��
 *��� �� ��� ��

��	����� ������
�� �����

��� ��
 *��� �� � 	��� ���
��

Φ(x, z) =
eik|x−z|

4π|x− z|

�
Φ∞(x̂, z) = e−ikx̂·z. 1/�32
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��� �����	
� Φ∞ 	� 	� ��� ���� 
� ��� ��� 
� �
��	��� �� ����� 
� ����
�������� ��
� D 	� �� 
��� 	� z ∈ D� ����� 	� ����� 	�  h ∈ L2(S2) ����
��� Fh = Φ∞(x̂, z) � �� ��� ��� z ∈ D� ��� �	��� ����	�� ����
�
���� ��� �	��
�
� ������	��	
� ����
� �
 �������  ������	��� ���
��
	��	
� �
 F−1Φ∞(x̂, z)� ���� z ∈ D ���
���� ��� �
������ ��� �
��

� F−1Φ∞(x̂, z) ���
���� 	���	�� �� ����� �� �� ��� �
 ������	�� ���
�
����� ∂D�

��� �	��� ����	�� ����
� �� ����  �	�� ���������� �� �� ���	��	
��
	� ��� ���� ��� ���� !"#� !$%#� !$&#� !''# �� !((#� )����������� 	� 	� ��	��
�
� �
�������� �������

� ��� ��� ����
� �
��� � ���� � 	� �
��� ��	�
����� �� ���� ����	�� �� *� ���� 	� !('#� �� +���� 	� !,# �� ��
 �� +�
-	���� ����	�� 	� ��� $&&./�� -	����/� ������� 
� ��� �
����	
�� �
� ���
�	��� ����	�� ����
� ��� �	� �
 	�����  ��	�� 
� ��� ����
�� �
����
��
�� � ��� ���
�	��	
� ����
�� ��	�� �� ���� ����	���� 	� ��� ��	���
!,'#�

0� ��� ���
�	��	
� ����
� 
�� ���� ��� 
����
� G ��	�� ��� ��� �
����
�� ����� 
� ��� �������� ��� �
 	�� �� ���� ��  ���
�	��	
� 
� ���
����

F = GAG∗ 1$�23

����� ��� �	���� 
����
� A ������� 
� ��� ��
�����

4�� ���� ��� ��
����	�� 
� ��� 
����
�� F � G �� A �
 	���� ���

Ran
(
F

1
2

)
= Ran (G)

�� ��� ����� ��	��� �
������ c �� C ���� ��� �
� ϕ ∈ Ran (G) 
�� ��

c‖G−1ϕ‖ ≤ ‖F− 1
2 ϕ‖ ≤ C‖G−1ϕ‖,

�	�� ���
��	�� �
����

����� 
�� 	����� ��� z ∈ D 	� �� 
��� 	� Φ∞(x̂, z) ∈ Ran
(
F

1
2

)
� ��	�

�
��	�	
� 	� ������ �
  �����	�� ������	
��

��� ���
�	��	
� ����
� �� ��
 �
��� ��� ���	��	
�� �� �� ����
���
���� 
� �	5����� ���� 0� ��	�	
� �
 ��� �������� 
� ��� 6	�	�����
�� )����� ������	�� ��
����� 
� ��� ��	��� !,'# +� -	���� �� ��
 ��
�
�	���  ���
�	��	
� �
���	
� �
 ��� �����	��	
� ��
����� !,,# �� !,$#7 	�
�	�� ���
�	� ������
�����	� ������	��� !,.#7 �� 	� ����	��� !,(#� 0� ��	�
�	
� )� 8�	����� �� +�-	���� ��� ���	�� ��� ���
�	��	
�� 	�  �
�	���
�
��� �
 ��� �	�� ���
�	� 9
�	� ������	��� !(.#�
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 ���	 �
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����� z �� �� ��� �	
������ D �� 
� ���� ��

lim
ε→0

∫
R×S2

(
(εI + L̂)−1ψ̂z

)
)(t, x̂)ψ̂z(t, x̂)tdH2(x̂) < ∞,

����� L : L2(R × S2) → L2(R × S2) �� ���� ��

Lu(k, x̂) := (kIm(Fk)u(k, ·)) (x̂),

L̂ := Fk→tLF−1
t→k 
� ψ̂z(t, x̂) := ψ̂(t + z · x̂)� ���� ψ �� ��� ������ ���	����

���� ���	� �� 	����� ��� �������	��� ��
� �� ��� �� ��� ��	������	���� 
�
ψ̂ = Fk→t{ψ}�
�� ��� ��� ��
���
�� �
�� Im(Fk) �� ���� �� �
�� 
 �����
����� ����
���

� 
��� �� ������ �������	� ������� �����
��� ��� ��� ����� ����
����
Im(Ak) �� ���
���� ��� !"�

#�� ���	���� ψ ∈ S(R) ���� �� �� ��	� ��
� ψ̂ ∈ C∞
0 (R) ����∫

R

ψ̂(t)t = 0. �$�!"

#�� ψ̂ ���	���� 	��������� ������� �� ��� ���� ������	� ������ �� ���
�
��� ��
� �� ��� �� ����� ��� ����
	��� %� �� ������ �� ��� 
� 
������������	
������ ψ̂(−t) = −ψ̂(t) �� ���� �� �
����� 	������� �$�!"�

&� �
	'����� ������
����( �� �
�� 
��
������ ������� 
 ��� 	�
�� ��
������������ S ′(R×U) ��� ��� �
���
� )������ ��
������
���� Fk→t : S ′(R×
U) → S ′(R × U)� #��� 	�
�� �� 	������	�� �� 
�����* + �� 
 �
� ��
�
��������� �������� ��� 	������	���� �� D′(U) �� ,--.� #�� 	����	���� Fk→t :
S ′(R × U) → S ′(R × U) �� ��� �
��	 ����� ������� ��� ���� 
� �������	�
��
���( ���	� �� 
������� ���� ��� /�	���� ������
�� �� 0�	���� 1�1�

$2



������� �

	��
��������

��� ������	
����� �� ��	���� �����

�� ���� �����	� 
� �� 	� �	����	� ��� ����	��� �	�� ����� �	������� ��
�	��	
 ���������� ��	���� ��� ����������	� 	� �	�	��� ������ �	�� �� �����

�� ���	�� ��� ��	��� 	� � ��� U 
��� U ��� ��� ������	� 	� � ��� U 
���
��� (U)� �� � ��� K �� � �	����� ����� 	� � ��� A 
� 
��� �� ��� �	����	�
K ⊂⊂ A�

��� x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ��� r > 0� �� �����

B(x, r) := {y ∈ Rn : |y − x| < r},


���� |x| := (
∑n

i=1 x2
i )

1
2 �

 � 	��� ��� U ⊂ Rn �� Ck ��		�� �� �	� ��� x ∈ ∂U ����� ������ rx > 0 ���
� Ck �����	� γ : Rn−1 → R ��� ���� ����� ����������! ��� ��"	�������! ���
�		������� ���� 
� ����

U ∩ B(x, rx) = {y ∈ B(x, r) : yn > γ(y1, . . . yn−1).

�� �	���� ���� ��� �		�������� ϕx : ∂U ∩ B(x, rx) → Rn−1 ������ ��

ϕx(y1, . . . , yn−1, γ(y1, . . . , yn−1)) = (y1, . . . , yn−1)

!��� ∂U � �����	�� �������# 
���� 
� 
��� �� ����� 	�� $	���� 
� 
���
�� ������! 
��� � �	����� ��� D ⊂ R3# 
���� �� � C2 �	����# ��� ��� 	���
�	�������� D+ = R3 \ D# 
���� �� ���	 C2�

��� U ⊂ Rn �� �� 	��� ���� %�� ���� �����	� ����� D(U) = C∞
0 (U) �	������

	� ��������� ��		�� �����	�� ϕ 
�	�� ���	�� supp(ϕ) �� � �	����� �����

&&



�� U � � �����	
� (ϕi)i∈N ⊂ D(U) �� ��� �� 
�	����� �� ϕ ∈ D(U) �� ����� ��
� 
����
� ��� K ⊂⊂ U ��
� ���� ��� ��� i ��� ������� supp(ϕi) ⊂ K �	 ���
��� ����� �	���� α ∈ Nn ��	
���	� ∂αϕi 
�	����� �� → ∂αϕ �	�������� ���
����������	� D′(U) ��� ��	��� ���� ���� D(U) �� C ���� ��� �����	������


�	��	�����

��� ���
� E ′(U) 
�	����� �� ����� ����������	� �� D′(U) ���� ���� � 
����
�
�������� ����� ����������	� 
�	 �� ���	 �� �� ��� ��� �� E(U) = C∞(U)�

��� ���
� �� ������� ��	
���	�� S(Rn)� 
�	����� �� �	�	����� ������ ��	
�
���	� ϕ ���� ���� ������� ��� ��� α, β ∈ Nn

sup
x∈Rn

|xα∂βϕ(x)| < ∞.

� �����	
� �� ������� ��	
���	� (ϕi) 
�	������ �� ϕ ∈ S(Rn) �� ��� ���
α, β ∈ N �� ����

lim
i→∞

sup
x∈Rn

|xα∂β(ϕi(x) − ϕ(x))| = 0.

��� ������� ����������	�� S ′(Rn)� ��� �����	������ 
�	��	���� ��	��� ����
���� S(Rn) �� C�

��� t ∈ R� 〈t〉 = (1 + t2)
1
2 �	 U ⊂ Rn−1 �� �	 ���	 ���� ��� �������

����������	� S ′(R×U) ��� ����� �	 ����� �	 ����	�� ��  � �����	� ����
�	�� ��� �������	� ���!�	� ��	����	� ���
� �� ��"
��	� ��� ��� ��������#

��� (Kj)j∈N �� � �����	
� �� ���� Kj ⊂⊂ U ��
� ���� Kj ⊂ �	� (Kj+1) �	
U =

⋃
j∈N

Kj �  � ��	� ��� 	����

‖ϕ‖k,i,j := sup
0≤|α|≤k

sup
t∈R

x∈Kj

|〈t〉i∂αϕ(t, x)|

�	 ��� ���

S(R×U) = {ϕ ∈ C∞(R×U) : ∃ j ���� supp(ϕ) ⊂ R×Kj , ∀i, k : ‖ϕ‖k,i,j < ∞}.

 � ��� ���� � �����	
� (ϕn) ⊂ S(R × U) 
�	������ �� 0 �� ����� ������ �
K ⊂⊂ U ��
� ���� ��� ��� n �� ���� supp(ϕn) ⊂ R×K �	 ��� ��� k, i, j ∈ N

lim
n→∞

‖ϕn‖k,i,j = 0.

��� ������� ����������	� S ′(R × U) ��� ��	��� ���� ���� S(R × U) �� C

���� ��� �����	������ 
�	��	�����

$%



��� S2 = {x ∈ R3 : |x| = 1}� �� ����� �	� �
��

‖ϕ‖k,i := sup
|α|≤k

sup
t∈R

x∈S2

|〈t〉i∂αϕ(t, x)|

��� �	� ����

S(R × S2) := {ϕ ∈ C∞(R × S2) : ∀k, i : ‖ϕ‖k,i < ∞}.

�� �� �	�� (ϕn) ⊂ S(R × S2) �
������ �
 0 �� �
� ��� k, i ∈ N �� 	���

lim
n→∞

‖ϕn‖k,i = 0.

�	� ���������
� S ′(R×S2) ��
� S(R×S2) �
 C ��� ����������� �
�����
�
������ ����

�� ���
�� �	� ����� 
� � ���������
� u �� �	� ��� ������
� ϕ ���	 (u, ϕ)dist� ��
�	��� � �
������� 
� �
����
� ��
�� �	� ���� 
� �	� ���������
�� �� ���
��
�	� ����� ���	 (u, ϕ)D′×D� (u, ϕ)S′×S � ���� �� ��� 
� �
���� �
����
� ��
��
�	� �
����� �� �� �
����
� (u, ϕ)D′×D(U)� (u, ϕ)S′×S(U)� ����

��� ���������� ������
� ��� �� ��� � ���������
� �� D′� 
� ��� �	� ������
��
� �
� u ∈ L1(U) �� �����

(u, ϕ)D′×D(U) :=

∫
U

u(x)ϕ(x)�x !"�#$

�	�
��	
�� �	� �
�% �	� ����%�� (·, ·) ���� �
� � �
����& �
�'������ ���
����� ��%� �	� 
�� �� !"�#$�

��� f ∈ D′(Rn) ��� g ∈ D′(Rm)� �� ����� �	� ���
� ��
���� f ⊗ g ∈
D′(Rn × Rm) ��

(f ⊗ g, ϕ)D′×D(Rn+m) :=
(
f(x), (g(y), ϕ(x, y))D′×D(Rn)

)
D′×D(Rm)

. !"�"$

(
� ������� �� 
������ ����� f ⊗ g = f(x) ⊗ g(y)�

�� ��&� ��%� 
�� �����% ��
�� �	� �
��
����
� 
� ���������
� ���� 
�
�	� �&�
���
� ����� �� )�*� )�������
� �� +,-.� /� +,-� *����
� ��0�1. �	�
�
��
����
� 
� f, g ∈ D′(Rn) �&�� �� �
� ��� R > 0 �	� ��

TR := {(x, y) ∈ R2n : x ∈ supp(f), y ∈ supp(g), |x + y| < R}

� �
������ �� �	� ��� �	� �
��
����
� ��� �� ������� ���	 ������
�
χf , χg ∈ C∞(Rn) ��	 �	�� χf ≡ 1 
� supp(f) + B(0, ε)� χf ≡ 0 
� Rn \

#1



(supp(f) + B(0, 2ε))� χg ≡ 0 �� supp(g) + B(0, ε) ��� χg ≡ 0 �� Rn \
(supp(g) + B(0, 2ε))� �� �	

��� �� ��� ϕ ∈ D(Rn)

(f ∗ g, ϕ)D′×D(Rn) := (f(x) ⊗ g(y), χf(x)χg(y)ϕ(x + y))D′×D(R2n) .

� ����
���� ���� 	��	������ ���
	� �� 
�	 ���	 	���
���� 
� ��	�� � 
�	 �	

TR �� �����	� �� �� ����� ���	�� � ���� �� � �	
 Ω ⊂ Rn ��
� 
�	 ����	�
�

��
 � x ∈ Ω 
�	� λx ∈ Ω �� ��� λ > 0� � ���� �� ���	� � 
�	�	 �� �� n− 1
���	������� ����	 �� Rn ���� 
��
 Ω �� �� ��	 ���	 � �
 ��� �
 ��
	��	�
� 
�	
������	 � 
�	 ����	� ���� � Ω ���� �
 0� ��	 ���
���	� �� � ���� Ω �� 
�	
�	


Ω∗ = {y ∈ Rn : y · x ≥ 0, ∀x ∈ Ω}.
�	
 Ω �	 � ����	� ���
	 ���	 ��� C = ��
 (Ω∗)� � �����	 S ⊂ Rn ��
���

�� 	��	 �� C����	 � �� ��� y ∈ Rn ��� x ∈ Ω 
�	 �
�����
 ���	 y + tx� t ∈ R

��
	��	�
� S �
 � �����	 ����
�  � !"#� �	��� $�%�%�"& �� ��� R > 0 
�	�	
	���
� � R′(R) > 0 ���� 
��


TR = {(x, y) ∈ R2n : x ∈ S, y ∈ Ω, |x + y| < R} '(�)*

�� ���
���	� �� B(0, R′)�

��	 �����	 S �� �	��	�� C����� � 
�	�	 ��	 ����
��
� a > 0 ��� ν ≥ 1
���� 
��
 �� ��� R > 0 
�	 �	
 TR � '(�)* ��
��+	� TR ⊂ B(0, R′(R)) ��
�
R′ < a(1 + R)ν �

������� ��� ��� ��� y ∈ Ω∗ \ {0} ��� 	��
� {x ∈ Rn : (y, x) = 0} �� �������
C����� ���� ν = 1���� ������� �
 ���� ����	��� �� ����� �� ���� �����
 �������

�	
 Ω �	 � ����	� ����	� ���
	 ���	� C = ��
 (Ω∗)� S � C����	 �����	 ��� S+


�	 �	���� �� 
�	 ���	 ���	 � S �� Ω�  � !"#� ,	�
��� $�%�"& 
�	 �������
���
� f, g ∈ D′(Rn) 	���
� � 
�	�	 �� � ������
 �	
 K ��� � ���	 Ω ���� 
��

supp(f) ⊂ Ω + K ��� supp(g) ⊂ S+� $ f, g ∈ S ′(Rn) 
�	 ���	 ���
	���� ��

�	 	���
	��	 � 
�	 �������
��� �� D′(Rn) �����	�� ��
 
�	�	 �� 
�	 ����
�����
��	�
��� � f ∗ g ∈ S ′(Rn)�  � !"#� ,	�
��� $�"�#'�*& 
��� �� 
�	 ���	 � 
�	
�����	 S �� �
���
�� C����	� -	 ���� ��	 
��� �	���
 �� Ω = {(t, x) ∈ R4 : t ≥
0, |x| ≤ t} ��� S = {(t, x) ∈ R4 : t = 0} �� 
�	 ���� � �	��� (�.�
$� ����
��� 
� 
�	 ���	 ���
	����� 
�	 �������
��� � ���
����
���� f, g ∈
S ′(Rn) 	���
� ��� f ∗ g ∈ S ′(Rn) � 
�	 ������
 � f �� g �� ������
� /�� 
���
�	���
 �	 �		� 
� !"#� ,	�
��� $�"�#'�*&�

/�� ϕ ∈ S(Rn) �	 �	+�	 
�	 ����� 	�������	���

F{ϕ}(ξ) := (2π)−
n
2

∫
Rn

e−ix·ξϕ(x)�x.

0%



��� ������� 	�
�����
	��� �
�� S(Rn) 	� �	��� �� 
 ������	�
��� ���	������

�
����� �� �� �
� ����� F : S ′(Rn) → S ′(Rn) 	������

(F{u}, ϕ)dist =
(
u,F−1{ϕ}

)
dist

.

��	 k ∈ N 
�� 1 ≤ p < ∞� �� ����� 	�� ������� ��	
�

W k,p(U) := {u ∈ D′(U) : ∀|α| ≤ k : ∂αu ∈ Lp(U)}.

��� ��
�� W k,p(U) �
� �� �������� ��	� 	�� ����

‖u‖W k,p :=
∑
|α|≤k

‖∂αu‖Lp(U)


�� 	�� �
�� (W k,p(U), ‖ · ‖(W k,p(U)) �� 
 �
�
�� ��
���

���	��� 
����
�� 	� 	�� ������ ��
��� �� 	������ 	�� ������� 	�
�����
!

	���� ��	 〈ξ〉 := (1 + |ξ|2) 1
2 � ��� s ∈ R 	�� ������ ��
�� Hs(Rn) ������	� �

u ∈ S ′(Rn) �� ����� 	�� ����� ������	

(u, u)Hs(Rn) :=

∫
Rn

〈ξ〉2sû(ξ)û(ξ)�ξ

�� ���	�� ��� �
�� (Hs(Rn), (·, ·)Hs(Rn)) �� 
 "�����	 ��
���

��� ��
� ��
�� � Hs(Rn) �� ���������� 	� H−s(Rn) 	������ 	�� ��
� �
�����

(u, v)H−s×Hs(Rn) :=

∫
Rn

û(ξ)v̂(ξ)�ξ.

��� 
 ������ ��	 A ⊂ Rn �� ����� 	�� �����
�� Hs
A ⊂ Hs(Rn) ��

Hs
A := {u ∈ Hs(Rn) : supp(u) ⊂ A}.

��� ��
�� Hs
A �� 
 ������ �����
�� � Hs(Rn)� �� �� �
 � 
� ��	�����
�

���#��	��� P : Hs(Rn) → Hs
A�

��� 
� ���� ��	 U ⊂ Rn �� �����

Hs(U) := {u ∈ D′(U) : u = v|U �� ���� v ∈ Hs(Rn)}.

��	� 	�� ��	�����
� ���#��	��� P : Hs(Rn) → Hs
Rn\U �� �
� �� � Hs(U)


� ����� ������	$ �� 
�� u1, u2 ∈ Hs(U) ��	 v1, v2 ∈ Hs(Rn) �� ���� 	�
	

v1|U = u1 
�� v2|U = u2� �� �����

(u1, u2)Hs(U) = ((I − P )v1, (I − P )v2)Hs(Rn),

%&



��� ���� (Hs(U), (·, ·)Hs(U)) �� � 	�
���� �����

��� ���� Hs
0(U) �� ��� 
����� �� D(U) �� Hs(U) ���� ������ �� ��� �����

��������� �� ��� ����� ������ (·, ·)Hs(U)�

��� k ∈ N ��� U � �������� ������ W k,2(U) = Hk(U) ���� ������
���
������ ��� �����
� �� ���� ����
� �� ����� �� ��� ������� !�"#$�

��� Γ ⊂ Rn �� � C2 ����� ���� ����� �%���� � C2 ��� γ : Rn−1 → R ���
����

Γ = {x ∈ Rn : x = (x1, . . . xn−1, γ(x1, . . . xn−1))}.
&� ������ ϕ(x1, . . . xn−1) = (x1, . . . xn−1, γ(x1, . . . xn−1)) ��� ��� '������ ��
ϕ ���� Jϕ� &� ��(�� ��� �

 s ∈ [−2, 2] ��� u, v ∈ C2

0(Γ) ��� ����� ������

(u, v)Hs(Γ) := (u ◦ ϕ−1 · J
1
2

ϕ−1 , v ◦ ϕ−1 · J
1
2

ϕ−1)Hs(Rn−1) )*��+

��� ��� ,���
�� ���� Hs(Γ) �� ��� ���
����� �� C2
0(Γ) ���� ������ �� ���

����
��� ������ �� ��� ����� ������ )*��+� -��� �����
� �� ��� '������
�� �� ����� ���� �� �"#$�

��� b(k) �� ��� ��
��� �� � k ����������
 ��

 �� ������ ���� ��� �

 A ⊂ Rn 
k ∈ N ��� δ > 0 �� ��(��

Hk
δ (A) := inf{

∞∑
j=1

b(k)rk
j : A ⊂

∞⋃
j=1

B(xj , rj), 2rj > δ}.

��� k ����������
 �������� 	
����
 Hk �� ��(��� ��

Hk(A) := sup
δ>0

Hk
δ (A).

��� p ∈ [1,∞) �� ��(�� ��� ����� Lp(Γ) �� � k ����������
 �������� �����
Γ ���� ��� ������� Hk� -��� �����
� �� 	������. �������� �� �� �����
���� �� �"#$�

��� Γ ⊂ Rn �� � C2/����� ��� s ∈ [0, 2] u ∈ H−s(Γ) v ∈ Hs(Γ) ���
(uk) ⊂ C2

0 (Γ) ��� ���� uj → u �� H−s(Γ)� &� ��(��

(u, v)H−s×Hs(Γ) := lim
j→∞

(uj, v)L2(Γ).

���� ����� �� �������� ���
������� �� ��� ���
 (Hs(Γ))∗�

��� D ⊂ Rn �� � ������� C2 ������ s ∈ [−2, 2] {(Ui, ϕi)}i∈{1,2,...,k} ��
�� ��
�� �� ∂D ��� {ψ2

i }i∈{1,2,...,k} � ������������ �� ����� ����������� �� ���

"0



����� {(Ui, ϕi)}� �� ��	
� ��� �

� ������ (·, ·)Hs(∂D) �� �����
� �� ���
u, v ∈ C2(∂D)

(u, v)Hs(∂D) :=
k∑

i=1

(ψiu, ψiv)Hs(Γi),

���� Γi �� � C2 ���� ���� ��
���
� ��� ���� Ui� �� 
����� ���� ����� ��
����� ψ2

i �� �� ��� �����
�� �� ��� �������
�
� �� ��� �
��� �
 ��� �� ���

(·, ·)H0(∂D) = (·, ·)L2(∂D).

��� ����� Hs(∂D) �� ��� ���������
 �� C2(∂D) ���� ������ �� ��� ��������
�
����� �� ��� �

� ������ (·, ·)Hs(∂D)� ��� ��� (Hs(∂D), (·, ·)Hs(∂D)) ��
� ������ ������ �� s �= 0 ��� �

� ������ �� ���� ����� ����
�� �
 ���
������ �� ��� ����� {(Ui, ϕi)} �
� ��� �������
�
� �� ��� �
��� {ψ2

i }� �������
�
� ��� ���� ������� ������ ��������
� ������� �� ��� ��� Hs(∂D) ���� 
��
����
� �
 ����� ��������

��� {Γi}� {ψi} �� �� ������ s ∈ [0, 2] �
� Ψi ∈ C2
0(Ui) �� ���� ���� Ψi ≡ 1

�
 supp(ψi)� �� ��	
� �� ��� u ∈ H−s(∂D) �
� v ∈ Hs(∂D) ��� ���� �����


(u, v)H−s×Hs(∂D) :=

k∑
i,j=1

(ψiu, Ψiψjv)
H−s×Hs(Γi)

.

��� ��� j : H−s(∂D) → (Hs(∂D))∗ ��	
�� ��

j(u)(v) := (u, v)H−s×Hs(∂D)

�� �
 �������� �� u ∈ L2(∂D) ���


(u, v)H−s×Hs(∂D) = (u, v)L2(∂D).

��� U �� � �������� �����
� �� ���� ��� ��� ����� �������� tr ���� ����
�
 �����
� u ∈ C∞(U) �� ��� ���
��� ����� tr u = u|∂U ∈ C(U)� !� "#$�

������ %�%&' ���� ������ ��
 �� �(��
��� �� tr : Hs(U) → Hs− 1
2 (∂U) ��

s ∈ (1
2
, 3

2
)� �� U �� � Ck �����
� ���
 ��� ���� ��
 �� ��	
�� �
 Hs(U) ��

s ∈ (1
2
, k]� �� ���� �� ��������� ����� ��� �����
 U �� ���� ��� 
������
 tr ∂U

�� tr : Hs(U) → Hs− 1
2 (∂U)� �� u �� ��	
�� �
 ���� ����� �� ��� ���
���

∂U � �� ��
��� tr −u �� tr ∂U(u|U) �
� tr + �� tr ∂(Uc)(u|Uc)�

��� ���� ������ �� ��)������� �� �� ��
 ��	
� �
�*����� �
���� �����
�
tr −1 ���� ��� ������ tr tr−1ϕ = ϕ� ���� ������ �� 
�� �
������ ��	
���
��� �� ��� ����������
� �
 ����� �� ��� �� ���� ���� 
�� �� � �������

+,



�� ��� ���	
� U 
� C1 ���� ��� ����	�� ∂U �	� ��� ����	� ������ ν(U) ��
��
�� �
�� �	�� �� �� ��� �����
�� ����	� ������ ��	� ��
��� �� ��� ����������
�� U � ��� u 
� C1(Rn \U) �� ����� ��� ������ ���	
��	
� �������� ∂+

ν(U)

�� ����
�� ��� 	�� x ∈ ∂U

∂+
ν(U)u(x) := lim

h→0+

1

h
(u(x + hν(U)) − u(x)) .

��� u ∈ C1(U) �� �����

∂−
ν(U)u(x) := lim

h→0+

1

h
(u(x) − u(x − hν(U))) .

�� ��� ���	
� U 
� ���	� ���� ��� ������� �� ��
�� ∂ν 
����	� �� ∂ν(U)� ��
����� 
� 	��
��
�� 	���� ��� �	�
	��� �� ��
�� ��� ����	� ���
�	�
�� ����	���
����	��� �� �
�� ������ 
� �� ∂ν(y) 
� 
� ����	��� �
�� ������� �� ��� y �	�
	����
�� ����� 
� �� 	��
��
�� 	� �� ������� ∂+

ν �� ∂−
ν 
� ��	�� �� �
�� ��� ���

���	�
�� ∂ν �

��� ���
�� �� ��� ����	� ���
�	�
�� ∂ν  �	� �� �������� �� ��� �	�� �����
u ∈ Hs(U) �
�� s = 1 
� ���� 	��
�
��	� ����
�
��� 	�� ���� �� u ∈ H1(U)

	�� Δu ∈ L2(U) �� ����� ∂−
ν u ∈ H− 1

2 (∂U) �� ����
�� ��� 	�� ϕ ∈ H
1
2 (∂U)

(
∂−

ν u, ϕ
)
H− 1

2 ×H
1
2 (∂U)

:= (Δu, tr−1ϕ)L2(U) +
3∑

i=1

(∂xi
u, ∂xi

tr−1ϕ)L2(U). ��� !

��
� ����
�
�� ���� ��� ������ �� ��� ���
�� �� ��� 
������ �	� tr −1� �� v1

	�� v2 ∈ H1(U) 	�� ���� ��	� tr (v1 − v2) = 0 
� ������� ��	� v = v1 − v2

�	�
����

(Δu, v)L2(U) +
3∑

i=1

(∂xi
u, ∂xi

v)L2(U) = 0,

�
��� �� �	� 	�����
�	�� v1 − v2 �
�� C∞
0 (U) �����
����

�� u ∈ H1(Rn \ U) 	�� Δu ∈ L2(Rn \ U) �� ����� ∂+
ν u �� ����
�� ��� 	��

ϕ ∈ H
1
2 (∂U)

−
(
∂+

ν u, ϕ
)

H− 1
2 ×H

1
2 (∂U)

:= (Δu, tr−1ϕ)L2(Rn\U) +

3∑
i=1

(∂xi
u, ∂xi

tr −1ϕ)L2(Rn\U).

"� ���� ��	� �� �	�� ��� �
��� �
�� �� ��� �
���#�	�� �
�� �� ��� ����
���
�$�	�
�� �
��� ��� ����	� ν ��
��� 
��� ��� 
����
�� �� Rn \ U �

��� ��	�� L2

oc(U) ����
��� �� �������� u ���� ��	� ��� 	�� R > 0 �� �	��

u|B(0,R)∩U ∈ L2(B(0, R) ∩ U)� %���������
���� H1

oc(U) ����
��� �� ����

&'



�������� u ���� 	
� ��� R > 0 �� ��� u|B(0,R)∩U ∈ H1(B(0, R) ∩ U)� ���
�
���� �������� ∂+

ν ��� ���
 �� ������ 	
� u ∈ H1

oc(R

n \ U) ���� Δu ∈
L2


oc(R
n \ U)� ��� χ ∈ C∞

0 (Rn) ���� χ ≡ 1 
� � ������
���

� 
	 U ���

����� 	
� ��� ϕ ∈ H
1
2 (∂U)

−
(
∂+

ν u, ϕ
)

H
− 1

2 ×H
1
2 (∂U)

:= (Δu, χtr−1ϕ)L2(Rn\U) +

+

3∑
i=1

(∂xi
u, ∂xi

χtr−1ϕ)L2(Rn\U). �����

�� �� ������ �� ��� 	
� ��� �������� 	�����
�� χ1 ��� χ2

(Δu, (χ1 − χ2)tr
−1ϕ)L2(Rn\U) +

3∑
i=1

(∂xi
u, ∂xi

(χ1 − χ2)tr
−1ϕ)L2(Rn\U) = 0.

����� ��� �������
� 
	 ��� �
���� �������� �� ���� ������� !� ��� ���� 
	
C2(Rn\U)���������	
 ��� ���� ��������� ����	 ���� ������	 ���	� ��������

��� X ��  ������ 	���� �� 	� ��� � ������� T : X → H1

oc(U) �	

���������	 �� ��� �� R ≥ 0 ����� � �	�	  ���	��� CR 	��� ��� ��� �� x ∈ X

‖Tx‖H1(B(0,R)∩U) ≤ CR‖x‖X .

��� ��� ���� �	
�� ��������

�� �	����	� � � �	����� �� ���!����		 ��	��� ��� ��� ��� �!����� ��
��� ���� 	���
 �� ����� ��� 	������� �	 � ���		�� 	  ����������� ���� ���
��������� 	������� E+� ���	 ��	��� �	 �	�� �� "������ #�$ �� �	����	� 
������ ��� ��� �� ���� �� ��� 	������� u �� ��� ���� ������

��� ��������� 	������� �� ��� ��� ������� � = ∂2
t − Δx
 �	 ������ ��

	������ ��� �� ϕ ∈ S(R4)

(E+, ϕ)S′×S(R4) :=
1

4π

∫
R3

1

|x|ϕ(|x|, x)�x. %&�'(

��� �����	 �� ����� ��� ����� �� )&*
 "������ *�&+�

������� ��� ��� H ∈ D′(R4) �� ��������	 
� ��� ��� ���� {(t, x) ∈ R4 :
t ≥ 0}� ��� ������� {

�u = H 
� R4

u|t<0 = 0
�����

��  ��
��� �����
�� u ∈ D′(R4) �
��� ��

u = E+ ∗ H.

��



������ ��� ������ 	� 
��� ��
�� ��� ���� �� ��	�������

�

��� ��� ��	
��� ��	��	 �	�����	��
��� Fk→t

�� �����	��� ������ 
� ���� ��� ����	�� ���	�� ����������	� � ��� ���
��� ��������� ���	�� 
	�� ���	���� k� � ��� �	�� ���	�� 
	�� ���	���� t�
�� u ∈ S(R × U) ��� �� �	�	� � ��� ����������	� 	� ����	!����
����

��������� �	
 ��� U ⊂ R3 	� 
� ���� ��� �� ����� ��� �
���
� �������

��
�����
���� Fk→t ��� ϕ ∈ S(R × U) 	� ������ ��� 
�� t ∈ R 
�� x ∈ U

Fk→t{ϕ}(t, x) := (2π)−
1
2

∫
R

e−iktϕ(k, x)dk.

�� ����� ��� �
���
� ������� ��
�����
���� ��� ϕ ∈ S(R × S2) 	� ������

��� 
�� t ∈ R 
�� x̂ ∈ S2

Fk→t{ϕ}(t, x̂) := (2π)−
1
2

∫
R

e−iktϕ(k, x̂)dk.

��� ����������	� Fk→t : S(R × U) → S(R × U) ��� ��� 	������

F−1
t→k{ϕ}(k, x) := (2π)−

1
2

∫
R

eiktϕ(t, x)dt.

"	��
	�� �� ϕ ∈ S(R × S2)

F−1
t→k{ϕ}(t, x̂) := (2π)−

1
2

∫
R

eiktϕ(t, x̂)ds.

#� ��� ������ ��� ����	�� ���	�� ����������	� 	� � ����	� �	�	��� � ���
������	� � F : S(R) → S(R) � F : S ′(R) → S ′(R)$

��������� �	� ��� u ∈ S ′(R × U) �� ����� Fk→t{u} ∈ S ′(R × U) 


������� ��� 
�� ϕ ∈ S(R × U)

(Fk→t{u}, ϕ)S′×S(R×U) =
(
u,F−1

t→k{ϕ}
)
S′×S(R×U)

.

��� u ∈ S ′(R × S2) �� ����� Fk→t{u} ∈ S ′(R × S2) 
 ������� ��� 
��

ϕ ∈ S(R × S2)

(Fk→t{u}, ϕ)S′×S(R×S2) =
(
u,F−1

t→k{ϕ}
)
S′×S(R×S2)

.

�%



��� ���������	
 	� Fk→t 	
 L2 �� �
 ��	����� �� �� ��� �
 ��� �	��	��
� ����

����� ��� ��������� Fk→t : L2(R×U) → L2(R×U)	 F−1
t→k : L2(R×U) →

L2(R × U)	 Fk→t : L2(R × S2) → L2(R × S2) �
� F−1
t→k : L2(R × S2) →

L2(R × S2) ��� ����������

������ �� ��	�� ��� ������ 	
�� �	� L2(R×U) ��
�� ��� ��		� �	� L2(R×S2)
�� �
��	�	��� ��� ���������	
 F : L2(R) → L2(R) �� �
 ��	����� �	 �	� ���
u ∈ S(R × U) �� ���� �� ����
��� ���	��

‖Fk→t{u}‖2
L2(R×U) =

∫
U

‖Fk→t{u}(·, x)‖2
L2(R)�x

=

∫
U

‖u(·, x)‖2
L2(R)�x

= ‖u‖2
L2(R×U). �����

 �
�� S(R × U) ⊂ L2(R × U) �� ��
�� ��� �!������ ����� �	��� �	� ��� u ∈
L2(R × U)�

��� ��		� �	� F−1
t→k �� ��� ��� �� �	� Fk→t�

�

"� �� ���� �
 	�����	� T : L2(R × S2) → L2(R × S2)� ���
 �� ��
 ��#
�

	�����	� T̂ : L2(R × S2) → L2(R × S2) 	
 ��� �	����� ���� ��

T̂ := F−1
t→kTFk→t.

"� �	��	�� ��	 $�� ��% ���� ‖T̂‖ = ‖T‖� �� ���� ��� ���� 	�����	� �

 �������	
 %�& �	 �	� ��� ��������
� 	�����	� �
 ��� ��� �	��
�

'
 �
������ ���� 	� ���� �	�( �� ��� �	

����	
 ������
 ��� ��
���
���
�	����	
 	� ��� )���	��* 	�����	� −(Δ + k2)� ��
	��� �� Φk� �
� ��� ��
+
���
��� �	����	
 	� ��� ���� �!����	
� E+�

����� ��� ��� ������� ���
��������
 �� ��� ��
���
��� �������


Φk(x) =
eik|x|

4π|x|

��

Fk→t{Φk} = (2π)
1
2 E+.

�&



������ �� �������	� 	
 Fk→t �� ��� 
	� �� ϕ ∈ S(R4)

I = (Fk→t{Φk}, ϕ)S′×S(R4)

=
(
Φk,F−1

t→k{ϕ}
)
S′×S(R4)

.

����� ΦkF−1
t→k{ϕ} ∈ L1(R4)� �� ��� �� �������� ���	���

I =

∫
R4

e−ik|x|

4π|x| F
−1
t→k{ϕ}(k, x)�k�x

=

∫
R3

1

4π|x|

(∫
R

e−ik|x|F−1
t→k{ϕ}(k, x)�k

)
�x.

�� ���∫
R

e−ik|x|F−1
t→k{ϕ}(k, x)�x = (2π)

1
2Fk→t{F−1

t→k{ϕ(·, x)}}(|x|)

= (2π)
1
2 ϕ(|x|, x).

�����

I = (2π)
1
2

1

4π

∫
R3

1

|x|ϕ(|x|, x)dx

= (2π)
1
2 (E+, ϕ)dist .

�

�� ��� 
	��	���� ���� �� ��� ��� ����� �	����� ����
	����	�� 	
 ���

����������	�� E+∗(δ⊗f) �� E∗h� ����� f ∈ L2(R3) �� �	������ ����	����

�� h ∈ L1(R4) ���� supp(h) ⊂ R+×B(0, R) 
	� �	�� R > 0 �� ��!� �"�

 
�� �������	�� �	������ 	� ��� �!������� 	
 ��� �	����� ����
	����	��

�� �!���� �	���	� ���� �� ��� ���� 

�� �������� ���	��� 
	� ��	�� ����� x ∈ R3 ��� ���������	� h(·, x) ∈ L1(R)�
�	 �� ��� ��� 
	� ����� x ��� �	����� ����
	����	� F−1

t→k{h}(k, x) �!���� 

�� �����	� ∫
R3

|
∫

R

eikth(t, x)�t|�x ≤
∫

R4

|h(t, x)|�t�x,

�	 F−1
t→k{h}(k, ·) �� �� L1(R3) �� 
	� �� k ∈ R �� ���

‖F−1
t→k{h}(k, ·)‖L1(R3) ≤ ‖h‖L1(R4).

##



����� Φk �� ���	 �	����
 ��������� �� L1(R3)� �� ��� �
 �������� ���	�� ����
�	 ��� k ��� �	��	����	� Φk ∗y F−1

t→k{h}(k, ·) �� �� L1

oc(R

3)� ��� ∗y ���� �	
� �	��	����	� ����� 	�� ��� ������� �������� �� R3�

�� ��� ��� �	����	� Φk ∗y F−1
t→k{h} �	 � ���������	� �� S ′(R4) ����� ����

ϕ ∈ S(R4) �	(
Φk ∗y F−1

t→k{h}, ϕ
)
S′×S(R4)

:=

∫
R

(
Φk ∗y F−1

t→k{h}(k, ·), ϕ(k, ·)
)
S′×S(R3)

�k.

����� ��� ��� f ∈ L2(R3) �� ����	��
� ��������� R < ∞ 	�� h ∈ L1(R4)
���� supp(h) ⊂ R+ × B(0, R)� ����

F−1
t→k{E+ ∗ (δ(t) ⊗ f)}(k, x) = (2π)−

1
2 (Φk ∗y f) (k, x),

F−1
t→k{E+ ∗ (δ′(t) ⊗ f)}(k, x) = (2π)−

1
2 ik (Φk ∗y f) (k, x)

	��

F−1
t→k{E+ ∗ h}(k, x) =

(
Φk ∗y F−1

t→k{h}(k, ·)
)
(k, x).

������ �� �	�� ��� ����� 	��
 �	 E+ ∗ (δ′(t) ⊗ f) ��� �	���� 	��
 � ���
�	������ 	� ��� �		� �	 E+ ∗ h ����� ��� �		�� �� ���	�� ��� �����

� ����� !�" 	� ���� "# �� ���������� �	 ��� ���������	�� E+ ��� δ′ ⊗ f � �	
��� �	��	����	� E+ ∗ (δ′(t)⊗f) �� ����$��%��� ��� �� S ′(R4) ��� �� ��� ����
��� �	��� �����	����	� 	� ���� �������� &
 ��� ��%����	� 	� ��� �	���
�����	����	� F−1

t→k ��� ��� �	��	����	�

I =
(
F−1

t→k{E+ ∗ (δ′ ⊗ f)}, ϕ
)
S′×S(R4)

= (E+(t, x) ⊗ (δ′ ⊗ f)(s, y), χ1(t, x)χ2(s, y)Fk→t{ϕ} ((t, x) + (s, y)))S′×S(R8) ,

=
(
E+(t, x), χ1 ((δ′ ⊗ f)(s, y), χ2Fk→t{ϕ} ((t, x) + (s, y)))S′×S(R4)

)
S′×S(R4)

,

���� χ1, χ2 ∈ C∞(Rn) �� �� �����%�� �� ��� ��%����	� 	� ��� �	��	����	�
	� ���� "#�

�� ��� ��� ��%����	� '!�() 	� E+ ��� ��� ���� ���� χ1 ≡ 1 �� � ������	��		�
	� supp(E+)� ����� ����� ��

I =

∫
R3

1

4π|x| ((δ′ ⊗ f)(s, y), χ2Fk→t{ϕ} ((|x|, x) + (s, y)))S′×S �x. '!�"*)

����� χ2 ≡ 1 	� � ������	��		� 	� {0} × supp(f) �� ��� ����

I =

∫
R6

1

4π|x|f(y)

(
(2π)−

1
2

∫
R

−ike−ik(|x|+0)ϕ(k, x + y)�k

)
�y�x.

!+



���� ��� ���	�
�� (k, x, y) → e−ik|x|

4π|x|
f(y)ϕ(k, x + y) 
� 
� L1(R7) �� �� 	��

��� ���
�
�� ������� ���� ��
	� 
� ������� ����

I = (2π)−
1
2

∫
R7

eik|x|

4π|x| ikf(y)ϕ(k, x + y)�y�x�k

= (2π)−
1
2 ((Φk ∗y (ikf)(k, x), ϕ)S′×S(R4) .

��� ����� ��� δ ⊗ f ������� ���	��� ��� ���� ����� �� ��� ��� ��� δ′ ⊗ f �

������� ��� 
� ���� ����
	���� �� ��� �
���
���
��� E+ ��� h ��� ��� �����

� ��� ���� �� �� �����
�� ���� ! ����� ��
	� �� "��

I =
(
F−1

t→k{E+ ∗ h}, ϕ
)
S′×S(R4)

=

∫
R7

1

4π|x|h(s, y)

(
(2π)−

1
2

∫
R

eik(|x|+s)ϕ(k, x + y)�k

)
�y�s�x.

��� ��� y ∈ B(0, R) �� ��#� �� ���
����∫
R3

∣∣∣∣ 1

|x|ϕ(k, x + y)

∣∣∣∣�x ≤ C

〈k〉2 , �����!

�� ��� ���	�
�� (k, x, s, y) → e−ik|x|

4π|x|
h(s, y)e−ik(|x|+s)ϕ(k, x + y) 
� 
� L1(R8)�

���	� �� 	�� ��� ���
�
�� ������� ��
	� 
���
�� ����

I =

∫
R7

eik|x|

4π|x|F
−1
t→k{h}(k, y)ϕ(k, x + y)�k�y�x

=
((

Φk ∗y F−1
t→k{h}(k, ·)

)
(k, x), ϕ(k, x)

)
S′×S(R4)

.

�

$� �
�� ���� ���� ��� ������
�" ������ �� ���#� ��� ����
%�������	� ��	��%
����	�
�� 
� &������ '�

����� ��� ��� z, x ∈ R3� rz,k = e−ikz·bx ��� ψ ∈ C∞(R) �� 	���
�����

����

Fk→t{ψrz,k}(t) = Fk→t{ψ}(t + z · x̂).

����� $� ��#�

�(



Fk→t{ψrz,k}(t) = (2π)−
1
2

∫
R

e−iktψ(k)e−ikz·bx�k

= (2π)−
1
2

∫
R

e−ik(t+z·bx)ψ(k)�k

= Fk→t{ψ}(t + z · x̂).

�

��� ���� ��	 
���� ��� �� ��� � �	��������	� 	� ����� ���� ���� ���

��� �� ��� ���� ��� 	� ��� �	��� ���� 	��
��� �������� �	� ��� ��������


���
�����
��� 	� ��� ��
������������ ����	� ��	�	�� �� ��� �	���

����� ��� ��� U ⊂ R3 �� ���� �� U = S2 	�
 h ∈ S ′(R × U)� �� ���

�	���

Fk→t{e−iky·bxh}(t, x̂) = Fk→t{h}(t + ·̂ y, x̂).

������  � ��� ��!����	� 	� ��� ������
 "	����� �����	�����	�� �� ���� �	�

�

 ϕ ∈ S(R × S2)(
Fk→t{e−ikbx·yh}, ϕ

)
S′×S(R×S2)

=
(
h, eikbx·yF−1

t→k{ϕ}
)
S′×S(R×S2)

=
(
h,F−1

t→k{ϕ(t − x̂ · y, x̂)}
)
S′×S(R×S2)

��� ��� Ψ : R × S2 → R × S2 ��!��� �� Ψ(t, x̂) = (t + x̂ · y, x̂) � �
��#�	�	����� ���� JΨ ≡ 1� 	 ���� ��� ������ 	� ������
� (t′, x̂′) = Ψ(t, x̂)
�� �� ����(

Fk→t{e−ikbx·yh}, ϕ
)
S′×S(R×S2)

= (Fk→t{h}(t + x̂ · y, x̂)), ϕ)S′×S(R×S2)

�

����� ���	 ��� U �� 	� ���� 	�
 ����
�
 ���� h ∈ L1(R4), supp(h) ⊂
R × U 	�


ŵsc,∞(k, x̂) =
1

4π

∫
U

e−ikbx·yF−1
t→k{h}(k, y)
y.

���

Fk→t{ŵsc,∞}(t, x̂) =
1

4π

∫
U

h(t + x̂ · y, y)
y.

�$



������ �� ��� ����	�	
� 
� ��� ���	� �
��	�� �����
���	
� �� ��� �
� ��
ϕ ∈ S(R × S2)

I = (Fk→t{ŵsc,∞}(k, x̂), ϕ)S′×S(R×S2)

=

∫
R×S2

1

4π

∫
U

eikbx·yF−1
t→k{h}(k, y)�y . . .

. . .F−1
t→k{ϕ}(k, x̂)dH2(x̂)�k. ������

��� 	������� 	� 	� L1(R × S2 × U)� �
 �� �� ��� ���	�	 � ���
���� ��	��
�	��� ��

I =
1

4π

∫
U

∫
R×S2

eikbx·yF−1
t→k{h}(k, y)F−1

t→k{ϕ}(k, x̂)�kdH2(x̂)�y

=
1

4π

∫
U

(
Fk→t{e−ikbx·yF−1

t→k{h}(k, y), ϕ
)
S′×S(R×S2)

�y.

�� !��� ��" �� ���

Fk→t{e−ikbx·yF−1
t→k{h}}(t, x̂) = h(t + x̂ · y, y),

�


I =
1

4π

∫
U

(h(t + x̂ · y, y), ϕ(t, x̂))S′×S(R×S2) �y

=
1

4π

∫
U

(h(t, y) ⊗ 1(x̂), ϕ(t − x̂ · y, x̂))S′×S(R×S2) �y.

��	� 	� �#�����	��� � � 	������ �	�� � L1 	�������� �
 �� �� ��� ���	�	 �
���
���� ��	�� �	��� ��

I =
1

4π

∫
U

∫
R×S2

h(t, y)ϕ(t + x̂ · y, x̂)�tdH2(x̂)�y

=
1

4π

∫
S2

∫
R×U

h(t, y)ϕ(t − x̂ · y, x̂)�y�tdH2(x̂).

$	�� ��� ����� 
� ��	���� ψ(t, y) = (t + x̂ · y, y) �� ��� ���

I =
1

4π

∫
S2

∫
R×U

h(t + x̂ · y, y)ϕ(t, x̂)�y�tdH2(x̂)

=

(
1

4π

∫
U

h(t + x̂ · y, y)�y, ϕ

)
S′×S(R×S2)

.

�

�%



��� �����	
� ���	�

�� ����� � ��� 	�
�� ������
 ��� 
������� ����� �� ������ ����������
�������� ����� �
 �
�� �� ������ ��� � ������� ��� 
����� ��������� ������
������ � ��� ��������� ���� � ��� ��� ���� ������ Im(Fk) ��� ��� ���
���
����� �� ������ �� � ������ ��� ��������������� ����������� ������

!�� ������
 ���� 	� �
��� 
������"��� ��� ��� �������
 ���� �� �
� �
��� ��� ������
 ���� 	� �������
# 
 ��� ���

���� ��������� � 
�������
����� ���� �� $�%& ���� 	� 
�'����� �� �� ����
�

(�� H 	� � )��	��� 
���� ��� {P (λ)}λ∈R 	� � ������ � ������
 ��� H �
H � (�� T : H → H 	� �������
� �� �
� ��� ������


� lim
λ→μ

P (λ) = T

�� �� ��� x ∈ H �� ����

lim
λ→μ

‖P (λ)x − Tx‖H = 0,

���� � ����� �� ��� 
���� 
��
��

��������� �	

 � ������ �� 	
�������� {P (λ)}λ∈R ���� ��	 ������ �
��
� �����
� �	�� H �� ������� �� ����� � ��������� �� �������� �� ���� �������
��� ��������� ����������

�� P (λ)P (μ) = P (min(λ, μ))

��� �� limλ→−∞ P (λ) = 0 ��� �� limλ→∞ P (λ) = I

���� P (λ + 0) := �� limμ↘0 P (λ + μ) = P (λ)�

��
 � 
��������� �� �������� {P (λ)}λ∈R �� ��� ��� ��������

P (λ1, λ2] := P (λ2) − P (λ1).

(�� ������� f : R → C 	� �������
� *� ��� x ∈ X ��� α, β ∈ R ���
�������� ∫ β

α

f(λ)�P (λ)x

��� 	� ������ �
 � 
� lim � +������ 
��

∑

j f(λj)P (λj, λj+1]x# 
�� $�%#
,��
���� -.���/&� .� ���
 ��� �� ��� ����� �� ������ T # ����� �
 ������
� ��� 
��

Dom (H) := {x ∈ X :

∫ ∞

−∞

|f(λ)|2�‖P (λ)x‖2 < ∞}.

/%



��� ���� ���	
�� ������� ��� ����� Tx ������ �� ������ ��

Tx :=

∫
f(λ)�P (λ)x. ���� !

� �� ������ �	 �	��"� ��
� ����

‖Tx‖2 =

∫ ∞

−∞

|f(λ)|2�‖P (λ)x‖2

�	
 x ∈ Dom(T )� ��� ���� #	
	���
� �������

� ��� ���"��	� f �� 
��� ������� ��� 	$�
��	
 T �� ���� ! �� ����%��&	���� �
��
�� 	��� ��� �	
 �'��$�� ���� ���	
�� ��(���� ���� ��� ����%��&	��� 	$�
��	
�
���� � ���)�� $
��������	� �� � �$�"�
�� ����*
��

T =

∫ ∞

−∞

λ�P (λ).

���� �� "����� ��� �������� ���	�
��	� 	� ��� ����%��&	��� 	$�
��	
 T �

����� �
� ��� �		�� �
	� �$�"�
�� ���	
� ������ �� ���� +	
,� �$�"�
�� ���%
	
� "�� �� �'������ �	 �	
� �'	��" ���"��	�� ��� �	
� *���
�� "������ 	�
	$�
��	
�� ��� ����� �
� �	� ������ �� 	�
 +	
,� -	
 ��
���
 
�����* 	� ����
���&�"� +� 
�"	����� ��� �		,� ����� ��(�� �.�� ��� ��/� �	
 ��� ����
�����

����
�

��� ������	
�� �� 	� �
���� ��� ������ �����

�����	���

0� +��� ��
� *��� � ��	
� �""	��� 	� ��� ����
 	$�
��	
� �� � �	�	��� �$�"�
������*� -	
 � �	
� �������� �������� +� 
���
 �	 �./��

1�� s ∈ R� 0� +��� ��� ��� 	�
�� �	������� 	�����	� ���� �� ������ �	

u ∈ E ′(R3) ��

Gku = Φk ∗ u.

0� 
�"��� ���� ��
	�*�	�� ���� +	
, D �� � �	����� C2 �	����� ��� ��'�
����� $
	����� � "	�������� 
����� �	
 ��� �	���� $	������� 	$�
��	
 +��"� ��
����
������� �� ��� $
		� 	� ��� "	�������� $
	$�
���� 	� ��� ���*�� ��� �	����
����
 	$�
��	
� ���
	��"�� ����
 	�� ��� k ��$�����"� 	� ��� �������� *����
�� �� ��$	
���� ��$�"� �	
 ���� +	
,�

�2



����� ���� ��� R �� ���� ��	� D ⊂ B(0, R)
 χ ∈ C∞
0 (B(0, R+1)) 	�� ��

χ 	�� ������ ��� �������	���� ����	��� u → χu� ���� ��� 	 s ∈ [−2, 0] ���
����	��� Tk = χGkχ : Hs(R3) → Hs+2(R3) �� ����������
 ���� ��� �����	��

‖Tk‖Hs(R3)→Hs+2(R3) ≤ C〈k〉2.

������ ��� R ∈ R+ ��� BR = B(0, R)� �	
 M =
∫

B2(R+2)

1
4π|x|

dx �� �	�� ����∫
BR+2

|Φk(x, y)|dy < M �	
 � k ��� x ∈ BR+2∫
BR+2

|Φk(x, y)|dx < M �	
 � k ��� y ∈ BR+2.

����� ����
�� ����� ����� ������ ���� Gk : L2(BR+2) → L2(BR+2) �� �	������
	��� ���� ����

‖Gk‖ ≤ M, � ��!"

�	
 � k�

��� f ∈ L2(R3) ���� supp(f) ⊂ BR+1 ��� u = Gkf � #� ��$�

−(Δ + k2)u = f ⇔ −Δu = f + k2u,

�� R3� %& 
�'��
�(���	� ���	
& �	
 ������ )*+�� ��,� ���	
�� -�.��� � ���
� ��!" �� ��$�

‖u‖H2(BR+1) ≤ C
(
〈k〉2‖u‖L2(BR+2) + ‖f‖L2(BR+2)

)
≤ C〈k〉2‖f‖L2(BR+2)

= C〈k〉2‖f‖L2(BR+1).

����� ‖Gk‖L2(BR+1)→H2(BR+1) ≤ C〈k〉2 ��� Tk := χGkχ �� �	�����	�� �
	�
L2(R3) �	 H2(R3) ���� ��� ��������

‖Tk‖L2(R3)→H2(R3) ≤ C〈k〉2. � ���"

/� ��� ��0��'��� 	��
��	
 	� Tk ��

(Tk)
∗ = χG−kχ = T−k,

�� ��	 ��� ����
‖Tk‖H−2(R3)→L2(R3) ≤ C〈k〉2. � ��-"

%& ����
�	���	� 1������ �2����	�� � ���" ��� � ��-"� ��� �.3� ���	
��
�������� �� ��� ���� �	
 s ∈ [−2, 0] ��� 	��
��	
 Tk �� �	�����	�� �
	� Hs(R3)
�	 Hs+2(R3) ��� ����

‖Tk‖Hs(R3)→Hs+2(R3) ≤ C〈k〉2.

�

4� ��� �		���' ��5����	� �� ��� ��� �	�
 ���� tr∗ : Hs(∂U) → E ′(R3)
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��� ���� ������ �	�
���
�	 ∂∗
ν : Hs(∂D) → E ′(R3) ��������	
 ���� ���

������ �������
(tr ∗u, φ)dist := (u, trφ)Hs×H−s(∂D)

���
(∂∗

νu, φ)dist := (u, ∂νφ)Hs×H−s(∂D) .

��� ���	� �� ����� ��� 	���� ��� ������ ����� ��������	�

	��
��� ���� ��� k ∈ R� D ⊂ R3 �� � ���	
�
 C2 
����	 �	
 tr ∗, ∂∗
ν ��

�������
 ���� ∂D� ���	 ��� �
���	 ��� �����	 ���	� �������� �������


���� −(Δ + k2) ���

SLk = Gktr
∗ and DLk = Gk∂

∗
ν .

���	���� SLkϕ � �	 Hs(∂D) ��� s > 1
2
�� 
��	� Skϕ := tr SLkϕ�

�� ��	 ���� ��� k����������� �� ��� 	���� ��� ������ ����� ��������	 ���
���� ��������
 	� �� ���� ��� ���� k � ���� �������	 ������� ��� �����

��� ψ ∈ C(∂D) ��� 	���� ��� ������ ����� ��������	 ��	� �	 �������
�������	� ��� ��� 	���� ����� �������� �� ����

SLkψ(x) :=

∫
∂D

Φk(x, y)ψ(y)dH2(y)

��� ��� ��� ������ ����� ��������

DLkψ(x) :=

∫
∂D

(
∂ν(y)Φk(x, y)

)
ψ(y)dH2(y).

��� ��� �����	 �� ��	 ������ �� ����� ��  !"#�

�� ���� ��� ���		��� �����	������� ��� ��� 	���� ����� �������� ���� ��
����� ��� k��	�����	 ��� Sk : L2(∂D) → H1(∂D)� $�� ��� 	 �� �����		

Sk = (Sk − S0) + S0,

�	�  !%
 $������ "�&#
 �� ���� S0 : L2(∂D) → H1(∂D) 	 ��������	
 ���
���� ����� �� �	����� ��� Sk − S0�

�� ��� ����� �� ��� ����� �� ��� �	� ��� ������	 ����
	�� Grad� �� U
	 � ������������ �� ∂D ��� u ∈ C1(U)
 ��� 	������ ������� �� u ��� ��
������ �	 � ���'����� �� ��� ������� �� u �� ��� 	������ ∂D� �� ϕ ∈ C1(∂D)
��� ∂D 	 C2 �� ��� ������ ϕ �� � ������� � C1(U) ��� ���� ����� ���
	������ ������� �	 ��� ���'����� �� ��	 �������� �������� $�� 	������

"(



�������� 	�� �
�� � �������� �� �
������ �� H1(∂D) �� ���	� 	��� ��� ����
‖ϕ‖H1(∂D) �� ������
��� �� ‖ϕ‖L2(∂D) + ‖Gradϕ‖L2(∂D)�

�� �
��������� ������	� �� ��� �����	� �������� �� �� ��� ��� ��������	 ������

��� �� ��� �����	� ��� ���� �� ����� ��� �����	� �������� ���� ��� ��
� �� ���

���� ����������
 ������ g� �� 
�	�
 	����������� (A, ψ)� ��� �����	� ��������
�� � ���	���� u ∈ C1(∂D) ��

Gradu :=

2∑
i,k=1

gik ∂u

∂xi

∂ψ−1

∂xk

,

����� (gik) �� ��� ������� �� ��� ���� ����������
 ������ g = (gik)�

����� ���� ��� k ∈ R� ���� ����� �	
��� � C > 0 ���� ������� �� ∂D
��� ��� �� k ���� ����

‖Sk − S0‖L2(∂D)→H1(∂D) ≤
C

2π
(|k| + 2k2)H2(∂D)‖ϕ‖L2(∂D).

������ �� ����� ���� ����

‖Sk − S0‖L2(∂D)→L2(∂D) ≤ C|k|.

��� ϕ ∈ L2(∂D)�  ��� ��� �

 x ∈ ∂D �� ����

(Sk − S0)ϕ(x) =

∫
∂D

eik|x−y| − 1

4π|x − y| ϕ(y)dH2(y).

�� ���� ∣∣eikr − 1
∣∣ ≤ sup

r≥0
|∂re

ikr|r

≤ |k|r.

!��	� ∣∣∣∣eik|x−y| − 1

4π|x− y|

∣∣∣∣ ≤ |k|
4π

��� �

 x, y ∈ R3 ���� x �= y� �� ���� ��� ����

|(Sk − S0)ϕ(x)| ≤
∫

∂D

∣∣∣∣ k

4π
ϕ(y)

∣∣∣∣dH2(y)

≤ |k|
4π

H2(∂D)
1
2‖ϕ‖L2(∂D).

"#



�����

‖ (Sk − S0) ϕ‖L2(∂D) ≤
|k|
4π

H2(∂D)‖ϕ‖L2(∂D). ����	


�� ���� ���� ����

‖Grad (Sk − S0)ϕ‖L2(∂D) ≤
k2

2π
H2(∂D)‖ϕ‖L2(∂D).

�� ���� ��� �� ������ ����

‖Grad (Sk − S0) ϕ‖L2(∂D) ≤ ‖∇x (SLk − SL0) ϕ‖L2(∂D). �����


�� ��� x ∈ R3 �� ����

(SLk − SL0)ϕ(x) =

∫
∂D

eik|x−y| − 1

4π|x − y| ϕ(y)dH2(y)

=

∫
∂D

eik|x−y| − 1 − ik|x − y|
4π|x − y| ϕ(y)dH2(y)

+
ik

4π

∫
∂D

ϕ(y)dH2(y). �����


��

Pk(x, y) =
eik|x−y| − 1 − ik|x − y|

4π|x − y|
�� ����

∇xPk(x, y) =

(
−eik|x−y| − 1 − ik|x − y|

4π|x − y|2 +
ikeik|x−y| − ik

4π|x− y|

)
̂(x − y),

���� x̂ − y = x−y

|x−y|
�

�� ������� ����� �� ���� !� ��� r ≥ 0

|eikr − 1 − ikr| ≤ sup
r≥0

|�2
re

ikr|r2

≤ k2r2,

�� �� ��� ���� !� ��� x �= y �� ����

|∇xPk(x, y)| ≤ k2

4π
+

k2

4π
. ����"


����� |∇xPk(x, y)|ϕ(y) �� ����#�$�� ��� y ∈ ∂D ��� $� %���# &�$��#%���
'� ������ (����#���� ����� �� ��� ��)� ��� #������ ������ ��� ����#��
�� �����
* ����� ������

∇x (Sk − S0) ϕ(x) =

∫
∂D

∇xPk(x, y)ϕ(y)dH2(y).

+�



���� �����	 
� ��� ��� ��� �� x ∈ ∂D

|∇x (Sk − S0) ϕ(x)| ≤
∫

∂D

∣∣∣∣ k2

2π
ϕ(y)

∣∣∣∣dH2(y)

≤ k2

2π
H2(∂D)

1
2‖ϕ‖L2(∂D).

�����

‖∇x (Sk − S0) ϕ‖L2(∂D) ≤
k2

2π
H2(∂D)‖ϕ‖L2(∂D).

�� ������� ���� 
��� �������� �����	 �� �����	 �� ��� ���

‖ (Sk − S0) ϕ‖H1(∂D) ≤ C
(
‖ (Sk − S0) ϕ‖L2(∂D) + ‖Grad (Sk − S0) ϕ‖L2(∂D)

)
≤ C

2π
(|k| + 2k2)H2(∂D)‖ϕ‖L2(∂D).

�

��������� ��	
 ��� ��� k ∈ R ��� s ∈ [−1, 0] �	
 ����
 ���
� ��
�����

Sk : Hs(∂D) → Hs+1(∂D) �� ���������� ��� �	
�
 
����� � �������
 ��������

C �	�� �
�
��� �� ∂D ��� ��� �� k ��� s� ���	 �	��

‖Sk‖Hs(∂D)→Hs+1(∂D) ≤ C(1 + k2).

�� ��������� ��� ��� k �
 	��
 S∗
k = S−k� �	
�
 �	
 ���� �� ���
� ���	 �
��
��

�� �	
 H−s × Hs ��������

������ �� �� ! "������ #�$% �&����� S0 : L2(∂D) → H1(∂D) �� ��������
�� '��� ��� 
� �(�

‖Sk‖L2(∂D)→H1(∂D) ≤ ‖Sk − S0‖L2(∂D)→H1(∂D) + ‖S0‖L2(∂D)→H1(∂D)

≤ C(1 + k2).

)��� ���� �� �����
� ��� S∗
k : H−1(∂D) → L2(∂D) �� ���������� �� ���

‖S∗
k‖H−1(∂D)→L2(∂D) ≤ C(1 + k2). �����	

�� �(�

S∗
k = (trGktr

∗ )∗

= trG−ktr
∗

= S−k.

##



����� �� ����	
���� �����

‖Sk‖H−1(∂D)→L2(∂D) = ‖ (S−k)
∗ ‖H−1(∂D)→L2(∂D)

≤ C(1 + k2). �����

�� ��������
����� ���� ������� �������� ��  �� ��
� !�� 
�� k ∈ R 
�" s ∈
[−1, 0]

‖Sk‖H−1(∂D)→L2(∂D) ≤ C(1 + k2).

�

#� ��� �������� �! ��� "��
�� ���  ��$�� 
�" "�	��� �
��� �������
� 
�� �	��
 �������� 
 �� ����  �� �� ��� ��%� ����
�

����� ���� ��� k ∈ R� x ∈ D+ ��� ε < d(x, ∂D)� 	
�� �� ��� m ∈ N

�
� ������� SLk, DLk : L2(∂D) → Cm(B(x, ε)) �� �������� �� �������� ��

������� ��� ���� U ⊂ D+ ���
 U ⊂ D+� �
� ������� SLk, DLk : L2(∂D) →
Cm(U) �� �����������

����� &�� ε′ > ε ��  	�� ��
� ε′ < d(x, ∂D)� ��� '����� �! SL 
�"
DL� Φk(x, y) 
�" ∂ν(y)Φ(x, y) �� �����(���� 
�� C∞ !��� ∂D × B(x, ε′) ��

C 
�" ∂D × B(x, ε) � ����
��� ����� ��  �� ��
� SLk, DLk : L2(∂D) →
Cm(B(x, ε)) 
�� ������	�	 �

��� ������	��� �! SLk, DLk : L2(∂D) → Cm(U) !����� !��� ��� ����
����  
�! U 
�" !��� ��� )� � �
���

�

�*



������� �

	�� 
������� ��������

����������

��� ��� ���	
��� ������

�� ��� ����	��
� ����� �� 
������ �
�������� ���� � ���� ����	��
��
����� ����� ������� ��� ��������� �	
����

−(Δ + k2)u = 0. �����

����� ��� ����
���� �	����� 
������� �� �� ���	��� ���� ��� ����� ���
 �� � ��� �	����� � ��� �
�������! ����
��" ���� �� u|∂D = 0�

��� �
�������! �� ���
����� �� ���	���! �� ��
����� ���� ui" ���
� �� ��
��#�� �#�
� ��	��� ��� �������� ����� � ��� � R3" ��� �����! ��� �
�������
���� usc ���� �������� ��� ������� #�����⎧⎨⎩

−(Δ + k2)usc = 0 �� D+

usc|∂D = h
limr→∞ r (∂rusc − ikusc) = 0 	������� ������ x̂ ∈ S2,

���$�

����� h = −ui|∂D� ��� ���� ���� utot = ui + usc �������� utot = 0 � ���
�	����� ∂D�

��� ��� ������� ��	��� � ���$� �� �	�� �� � ���% ��	���" ���� �� usc ��
�� ������� �� H1


oc(D
+) ���� �������� −(Δ+k2)usc = 0 � D+ �� ��� ����� �

�������	����" ��� tr ∂Dusc = −tr ∂Dui� &��
� usc �������� −(Δ + k2)u = 0 ��
D+ �� �� �� ��
� � ���� �������
 �	�
��� � ���� ������ '��
� &��������(�
�������� 
������

lim
r→∞

r (∂rusc − ikusc) = 0

�)



��� �� �����	
��� 
� ����� 
� 
� ����
���	� �����	 �� usc�

������� ��	 ��� ��� h ∈ H
1
2 (∂D) ��� 	��
��� ���� ��� � ������ ��������

��� ��� �������� �	������ Uk : H
1
2 (∂D) → H1


oc(D
+) �� �����������

������ �� ����� 
� ���� ������ ������

�

�� ��	� ����	������� ���� 
� ��
�����  ������
 	���
���	� ��� 	�
�	��{
−(Δ + k2)u = 0 �� D

u|∂D = h.
!"�"#

��
 ���
��� �����	 �� 
� k 
��� ��� ����$��� 	���
���	 
� 
� �������
!"�"# ��
 �������� �����	 h = 0� ��	� �����	 �� k ��� �������� 
� �	 
�

������� ���������� �� −Δ �� D� %� k �	 ��
 ��� �� 
�	� ��&�������	�

�� 
��� �'�	
	 � ���(�� 	���
��� uh 
�
 	�
�	)�	

‖uh‖H1(D) ≤ C‖h‖
H

1
2 (∂D)

,

���� 
� ���	
��
 C ������	 �� k ��� 
� ������ D� *���� 
� 
� ��
�����
��� �'
����� 	���
���	 	�
�	�� −(Δ + k2)u = 0 �� 
� ��
����� �� �'
�����
������	� 
� ������ ������
���	 ��� �� ��)���+ 	�� ��&� �,�


������� ��� ��� h ∈ H
1
2 (∂D) ��� v ��� u 
� ��������� �� ��� ��� ����

���� ��� 
������� ����� h ���	��������� ��� 
������������������ ����

Λk,− ��� Λk,+ ��� ������ 
�

Λk,−h := ∂−
ν v

Λk,+h := ∂+
ν u. !"��#

%� 
� ��
����� ��	� �� ��� ��� ��� ψ, ϕ ∈ H
1
2 (∂D) �� 
� ��)��
��� �� 
�

������ ������
��� !-�.#

(Λk,−ψ, ϕ)
H

− 1
2 ×H

1
2 (∂D)

=

∫
D

(
(−k2vψ)vϕ + ∇uψ · ∇uϕ

)
�x,

���� uψ ��� uϕ ��� 	���
���	 �� !"�"# ��
 truψ = ψ ��� truϕ = ϕ ��	����

������ �� 	�� 
�


(Λk,−ψ, ϕ)
H− 1

2 ×H
1
2 (∂D)

= (ψ, Λk,−ϕ)
H

1
2 ×H− 1

2 (∂D)

��� ����� 
� 
�	 ���
 �� 	����& 
�
 
� ��� Λk,− �	 	������/���
�

"0



��� ��� ���� 	
����  ��� ������ 
� � �
���

��
�

��� �� ����	
�� ��� ����� �� � ���� u� �� u ∈ C∞(R4)� �u = 0 ��
 U 	� �
����
�
 
���	� �	�� � C1 ����
���� �� ����

0 =

∫
U

(
(∂2

t − Δ)u
)
∂tu
x

=

∫
U

(
1

2
∂t(∂tu)2 −

3∑
i=1

(∂2
xi

u)∂tu

)

x.

�� ��
�� �� ��	�� (∂2
xi

u)∂tu �� � �	�� 
��	���	�� �� ������	� ���� �� ���	��
����

∂xi
(∂xi

u)∂tu = (∂2
xi

u)∂tu + (∂xi
u)∂xi

∂tu �����

��

∂t(∂xi

u)2 = 2(∂xi
u)∂t∂xi

u. �����

�����

−
∫

U

(∂2
xi

u)∂tu
x = −
∫

U

(
∂xi

((∂xi
u)∂tu) − 1

2
∂t(∂xi

u)2

)

x

= ∂t

1

2

∫
U

(∂xi
u)2
x −

∫
∂U

νi(∂xi
u∂tu)dH2

��
 �� ��� ����

∂t

1

2

∫
U

(
(∂tu)2 + |∇u|2

)

x =

∫
∂U

(∂νu)∂tudH2.

�� u(t, ·) 	� ��������� ��������
 ��
 supp(u(t, ·)) ⊂ U ��� ��� t ∈ [t1, t2]� ����
���  ����	��

E(u, U, t) :=
1

2

∫
U

(
(∂tu)2 + |∇u|2

)

x ���!�

	� � �������� ��� t ∈ [t1, t2] "� ���� ��	� �������� ��� ����� �� ��� ���� u
	� ��� ������ U � �� supp(u) �⊂ U ���� 	� 	� ����	��� ���� ����� 	� � #�$ ��
�����

∂tE(u, U, t) =

∫
∂U

(ν · ∇u)∂tudH2

������ ��� ����
��� �� U � "� ����� ��� ���� −(∇u)∂tu 	� � ������ ����
��	��� ����� ��� ����� �� ��� ���� u 	� �	� ��
 ����� ����� 	��� ���

���	�� �� ��� ����� #�$�

�!



�� ��� ���� 	
 � �������� �	���� ��� ���� ��������

u ≡ 0

	� ��� �	����� ∂D� �	 �� ��� ���� ��� ��� ��	��� ∂D �� ��	 ��� �����
��� ����� 	
 ��� ����� E(u, D+, t)� �� �	������� �� ���� ��� ��� ����� 	

� �	����	� �	 ��������� ������ �	� ���������� �	 ���� ���	� �� �����

E(u, U, t) := E(u, U, t)
1
2 .

��� ��� ���� �	�
�� �������� ��	����

�� �	����� ��� �	����	�� 	
 ��� ���� ������ 	�
����� �
����⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
�u = 0 �� R+ × D+

u|t=0 = f1

ut|t=0 = f2

u|∂D×{R+∪{0}} = 0.

 !�"#

�� ���� � ���� ����� 	
 �	����	�� ���� ��� ����� ��$��������� 	���� %
������ �������	� �	 ��� ����� 	
 �	����	�� �� ������ �� ����� ��� �����  !�&#
	
 ��� �	����	�� '���� �� ����� ��� H �	� 	
 ��� ������� ���� ��

‖(f1, f2)‖H =

(∫
D+

(
|∇f1|2 + |f2|2

)
dx

) 1
2

��� ��� ����� H(D+) �	 �� ��� �	������	� 	
 C∞
0 (D+) × C∞

0 (D+) ����
������ �	 ��� �	� ‖ · ‖H �

(�� ����� H(D+) = H1(D
+)×H2(D

+) �� � )������� �	���� 	
 ��� ������
H1(D

+) ��� H2(D
+)� (�� ����� H2(D

+) �� ��� �	������	� 	
 C∞
0 (D+) ����

������ �	 ��� L2 �	�� ����� �	����� L2(D+)�

*���� �� ���� ��� ����� H1 �� ��� ���� 	
 ��� +	��� �	���� �� � ��������
�	����� 
	�� ��� �� ����� ��� H1 ����� �� � ������ ������ ,�� U �� ��
	��� ���� (�� ����� H1(U) �� ��� �	������	� 	
 C∞

0 (U) ���� ������ �	 ���
�������� �	� ‖ · ‖D ������ ��

‖u‖D(U) := ‖∇u‖L2(U).

'���� H1(U) �� ��� ��� 	
 )����� ��-������

H1(U) = {(ϕn)n∈N+ : ϕn ∈ C∞
0 (U), (ϕn) �� � )����� ��-� ����� ‖ · ‖D}

!"



�������� ���	 �	� 
��

‖(ϕn)‖D := lim
n→∞

‖ϕn‖D.

�	��� �� � ������� �
� ��� ������ ��� �� ���� �� H1(U)� �	��	 �� �
����
�
 �	� 
��� ��� �����

����� ��� ��	
������ �������
��� ��� U ⊂ Rn �� �� ���� 	�� ��


ϕ ∈ C∞
0 (U)� ��� ��� ��� R > 0

‖ϕ‖L2(B(0,R)∩U) ≤ 2−
1
2 R‖∇ϕ‖L2(U). �����

������ �	� ����� �� �
������� �� �	� ����� �� �� � !�� "#�$�$%�

�

!�� ��� ��&�� �� � ��� �� �'�� H1(U) �
�� L2

oc(U)(

����� ��� ��� U ⊂ R3 �� �� ���� 	��� ϕ ∈ C∞
0 (U)� (ϕ) = (ϕ, ϕ, . . . ) ∈

H1(U) ��
 �� ��� I 
����
 �� I((ϕ)) = ϕ� �� ��� I ��� �� ���������	��

�����
�
 ���� � ��� I : H1(U) → L2

oc(U)� �� �

����� ��� ��� u ∈ H1(U) ��

��� ∇I(u) ∈ L2

oc(U)� I : H1(U) → (Ran (I) , ‖ · ‖D) �	 �� �	������� ��
 ���

��� u ∈ Ran (I) ��
 R > 0 �� ����������

‖u‖L2(B(0,R)∩U) ≤ 2−
1
2 R‖∇u‖L2(U).

��
	�

������ !�� (ϕn) ∈ H1(U)� "� ������� ��� !�� ��� �	�� ��� ��� R > 0 �	�
�����
�� (ϕn) �� � )���	� �����
�� �
 L2(B(0, R)∩U) �
� 	�
�� ��
&�����
�� ��� v ∈ L2


oc(U)�

*� � ������'����

v = lim

n→∞
ϕn

�	�� ��� ��� ��� ϕ ∈ C∞
0 (U)

(v, ϕ)D′×D(U) = lim
n→∞

(ϕn, ϕ)D′×D(U) .

+� 	�&� ��� ��� i ∈ {1, 2, 3}

(∂xi
v, ϕ)D′×D(U) = lim

n→∞
(∂xi

ϕn, ϕ)D′×D(U)

= (vi, ϕ)D′×D(U) ,

��



����� vi ∈ L2(U) ����� (ϕn) �� 	 
	���� ������� ���� ������� �� ��� ����
‖ · ‖D� ����� v ∈ L2


oc(U)� ∇v ∈ L2(U)� ϕ → v ���� ������� �� ��� ����
‖ · ‖D 	�� ��� 	�� R > 0

‖v‖L2(B(0,R)∩U) = lim
n→∞

‖ϕn‖L2(B(0,R)∩U)

≤ lim
n→∞

2−
1
2 R‖ϕn‖D(U)

= 2−
1
2 R‖v‖D(U). ������

�� L2

oc(U) ��� ��������� ‖ · ‖D �� ��� 	 ���� ����� ��� 	 �����	�� �������� c�

c(x) = c� �� �	�� ‖c‖D = 0� �� Ran (I)� �������� ��	���� ������ ����� 	��
����� ��� 	�� v ∈ Ran (T ) ��� ��������� ‖v‖D = 0 ������� ��	� ‖v‖L2(DR) = 0
��� 	�� R�  ��� ���� �� ������� ��	� v = 0 	�� ����� ‖ · ‖D �� 	 ���� ��
Ran (I)�

!� ��� ��	� I �� 	� �������� �� ������ ��	� ��� 	�� (ϕn) ∈ H1(D
+) �� �	��

‖I((ϕn))‖D = lim
n→∞

‖ϕn‖D

= ‖(ϕn)‖H1(U).

�

�� ��� ������ �� �������� u ∈ H1(U) 	�� I(u) 	�� ��	�� ��	� "� #����	��$�
����	���� �� �	�� ��� 	�� u ∈ H1(U) 	�� R > 0

‖u‖L2(DR) ≤ 2−
1
2 R‖u‖D.

�� �	����% �� ������ ��	� ��� 	"��� ������ �	��� �� ��������� &� ����� ���
���������� �� C∞

0 (D+) ���� ������� �� ��� '�������� ���� �� ��� ����	����
�� ��� ��	�� �� ������"������� (� �)	���� �� ���� ���������� �	�� "� *�%	
�	� "� ����� ��%� �� +,-� ����.�

/� ������ ��� �� ��� ���� ���	�� ���"��� ���0�� 1� +,-� !������ 2���&.
��� ���"��� �	� 	 �������� �� ��� ��������% �����3

�������� �	
 ��� (f1, f2) ∈ H(D+)� ������	
���� u(t, x) ∈ D′(R × D+) ��
 ���
���� �� ����� ��

��� ��� �� t ∈ R+ ∪ {0} �� ��� (u(t, ·), ∂tu(t, ·)) ∈ H(D+) �� ��� �
���
�����

t → ∇xu(t, ·), t → ∂tu(t, ·)
�� ������
�
� ���� R+ ∪ {0} �� L2(D+)�

,�



���� (u(0, ·), ∂tu(0, ·)) = (f1, f2)�

����� �u = 0 �� R+ × D+ �� ��� 	��	� 
� ��	������
�	�

�� ����� ��	 
� ��
 ���� �� ��� t ∈ [0,∞) 
� ��� ���� u(t, ·) ∈ L2

oc(D

+)
��� ���� ��� ����������

‖u(t, ·)‖L2(DR) ≤ 2−
1
2 R‖u(t, ·)‖D. ������

����� ���� 
��� �� ������ 
��� ��� ���
��� ����� � �����������

��������� �	
 �� 
�	����� D �	 	��� �
 ���� �������� ��	��������� �
����
���� ������ ���� �� �� ��	 ��� �
���� ���� ���� 	
����
� �
 ��� �
����
����� ��	��������� ������ ���� E(u, D+, 0) < ∞ ��� �
������� 	���
���
������� ���� f1, f2� 	���	 �	 �
 ��� R > 0

E(u, DR, t) ≤ C(R)e−δtE(u, D+, 0), ���� �

�
 	
�� �
	����� �
�	����	 C(R) ��� δ ����� ������ 
��� 
� ��� 	���� 
�
��� 
�	����� D� R ��� ��� 	���
�	 
� f1 ��� f2�

!� ��� ���� "����# $	�# ��� %��� ������&# ���� D ��� '�������� ����
������ ����� �� ��� ������� D �� ���� ���� ����� �(���� � ����( �������
� D+ 
��� � "������ ����� ���������� � ∂D# ��� ���� ������� �� �����
� ��� �������� ��� D ��)������� ��� ��� ��� ������ !� D �� ����( ���
0 ∈ D ���� ��� ������� |x| �����*�� ����� ���������

!� ���� � ��� ��� "������ +����� ������������ F−1
t→k 
� ���� � �(����

��� ������ u � �������� �����

���� �	� !�� ũ �� � 	
����
� �
 ��� �"���
 �������� �
���� ������ #���
��� �"���	�
� u �� ��� ��

u(t, ·) :=

{
ũ(t, ·) $ t ≥ 0,

0 $ t < 0
������

	���	 �	 �	 � ��	������
� �� S ′(R × D+)

�u = δ(t) ⊗ f2 − δ′(t) ⊗ f1.

%

�� ��� (f1, f2) ∈ H(D+) ���� ������ ��""���# ũ ��� ������ � ���,�

��� ��� ������� ���� (f1, f2) ��� (f1,i, f2,i) ∈ C∞

0 (D+) × C∞
0 (D+) �� ����

���� (f1,i, f2,i) → (f1, f2) �� H(D+)� +� i ∈ N+ ��� ũi �� ��� ������ �

	�



����� ���	 �
����� ��� (f1,i, f2,i) �
 ui �� �	� ��������
�
� ���� ����
���
�
�� ���� �	����� �� ��! �� 	�"� ui ∈ C∞(R+ × D+) #�� ��� i ∈ N �

(ui(t, ·), ∂tui(t, ·)) → (u(t, ·)∂tu(t, ·)) �
 H(D+) $
�#����� ���	 ������� �� t�
%� #������ #��� &��
����'� %
�($������ �
�($����� ������� �
 �	� ��
���"����

�# �
���� �	�� ui → u �
 S ′(R × D+)�

)� �
������� �� ����� �
 ��� �	�� #�� ��� ϕ ∈ S(R × D+)(
∂2

t ui, ϕ
)
S′×S(R×D+)

=
(
ui, ∂

2
t ϕ
)
S′×S(R×D+)

= −
∫

D+

ũi(0, x)∂tϕ(0, x)x +

∫
D+

∂tũi(0, x)ϕ(0, x)x +

+

∫ ∞

0

∫
D+

∂2
t ũi(t, x)ϕ(t, x)xt. ����*�

)� 	�"� ∫ ∞

0

∫
D+

∂2
t ũi(t, x)ϕ(t, x)xt = (Δui, ϕ)S′×S(R×D+) .

+�
�� �� #������ #��� ����*� �	��

�ui = δ ⊗ f2,i − δ′ ⊗ f1,i

�


�u = lim
i→∞

�ui

= δ ⊗ f2 − δ′ ⊗ f1.

�

+�
�� �� ,���� ��� �	� ����
� �����
� u �����-�� ��� �
 ���⎧⎨⎩
�u(t, x) = δ′(t) ⊗ f1 + δ(t) ⊗ f2 �
 R × D+

u|∂D×R+ = 0
u ≡ 0 t < 0,

����.�

�	��� �� $
�����
 �	� ���$���
 �� 	�"� �	� ���������� ��� �
 ���� �# /�-0

����
 ��. #�� t ≥ 0 �
 �	� �($����� �u(x, t) = δ ⊗ f2 − δ′ ⊗ f1 �� �� �
 �	�
��
�� �# ������$���
� �
 R × D+�

�	� 1�$���� ���
�#�������
 F−1
t→k{u} ��
 ���� �� �������� �� � ���	
��

�
������� �	�� ���� �
���� $� �� ��#�� �� �	� "��$�� F−1
t→k{u}(k, ·) �
 �� ����

���� �� $��#$� ����� �
 ���"�
� � ��$
��� ��$��� ������� �
 �	� #��($�
��
����
�

* 



����� ��� ��� ��� �����	
� D ���� ��� ��	�
�� ������ ��	�� ��� u �� �
��
���� �� ������� ���� ��� �

 R ∈ R+� ��	� ���� D ⊂ B(0, R)� ��� ���
Tk : [0,∞) → H1(DR); t → eiktu(t, ·) � ��	���� �������
��  � ������

v(k, ·) = (2π)−
1
2

∫ ∞

0

eiktu(t, ·)�t

����!�� F−1
t→k{u} = v� "��� "� ���������� v �� �� ��� ��������� ��!���

��

(v, ϕ)S′×S(R×D+) =

∫
R

∫
D+

v(k, x)ϕ(k, x)�x�k. ������

#����� ��	 R ∈ R 
� ��� 	��	 D ⊂ B(0, R)� ��� ��� Tk : [0,∞) →
H1(DR); t → eiktu(t, ·) �	 
�������	 ��� H1(DR) �	 	��������� �� ������� �
������	 ���� �� ��
�� �	���� ������ ��� ����
����	 ���������� ���������
������� �� ��� ��� R ���� � �		 
��	��	 C(R) ��� c 	�
� ��

‖u(t, ·)‖L2(DR) ≤ C(R)e−ct. ����!�

"��
� ���� � �		 � 
��	�� C���(R) ��������# �� R 	�
� ��∫ ∞

0

‖eiktu(t, ·)‖L2(DR)�t ≤ C���(R) ����$�

��� �� %���� &�' �� ��� Tk �	 &�
���� ���#������

� ������	 ���� �� �	���� ����$� �� ��� ��� k ��� R

‖v(k, ·)‖L2(DR) ≤ C���(R)

"��
� v ��(��� �� ������� ����)� �����#	 � S ′(R × D+)�

*�� �� ϕ ∈ S(R×D+)� R �� 	� ���#� �� ��� ��� t ∈ R �� ��+� supp(ϕ(t, ·)) ⊂
B(0, R) ��� χA �� �� 
����
���	�
 ���
��� �� 	� A ⊂ R� ,� 
��	���� �
	�����
� �� 	����� ���
���	- �� n ∈ N+, � ∈ N� tn,
 = 


n
� Δn,
 = [tn,
−1, tn,
)

��� Pn(t) =
∑2n


=1 tn,
χΔn,�
(t)� ��� 	����� ���
���

sn(k, t, ·) :=

2n∑

=1

eikPn(t)u(Pn(t), ·)χΔn,�
(t)

	��	(�	 �� ����!�
‖sn(k, t, ·)‖H1(DR) ≤ Ce−ct.

� ������	 ���� �� ������� ��� �� .�(����� ��/� ��� ��������� ������� ��
sn(k, t, ·) 
��+��#�	 ������	� � eiktu(t, ·) �� L2(DR) �	 n → ∞� "��
�

'�



���������� �	
����� �	��������� ���	��
� �� ��� �	�
 ���	��
 ���� �
�

����� ��� ��� �	����� �������∫ ∞

0

eiktu(t, ·)�t = lim
n→∞

∫ ∞

0

sn(k, t, ·)�t.

���

Sn(k, ·) =

∫ ∞

0

sn(k, t.·)�t

=
2n∑

=1

eik �
n u(

�

n
, ·) 1

n
����	


���

S(k, ·) =

∫ ∞

0

eiktu(t, ·)�t.

� ����� ���� ���� ��� ��� ε > 0 ����� ������ nε ∈ N ���� ���� ��� ��� n, m > nε

��� k ∈ R �� ����

‖Sn(k, ·) − Sm(k, ·)‖L2(DR) ≤ ε〈k〉. �����


��� ε > 0� ���� �������� ���� 
 �� ������� ���� ����� �� tε ∈ R+ ���� ����∫ ∞

tε

‖u(t, ·)‖L2(DR)�t ≤
∫ ∞

tε

C(R)e−ct�t

<
ε

4
.

!���� ��� ��� n ∈ N ��� t ∈ R+ �� ����� ���� Pn(t) ≥ t" �� ��� ����∫ ∞

tε

‖sn(k, t, ·)||L2(DR)�t <
ε

4
�����


��� �� ��� ����������� �� ��� �������� [0, tε] �� ������# ��� �������� �����
�

$�� �������� t → u(t, ·) : R → L2(DR) �� ����������" �� �� �� ��������%
���������� �� ��� �������� [0, tε]� &���� ����� ������ δε ���� ���� ��� ���
t1, t2 ∈ [0, tε] ���� |t1 − t2| < δε �� ����

‖u(t1, ·) − u(t2, ·)‖L2(DR) <
ε

4tε
.

��� n, m ∈ N '� ���� ���� 1
m

, 1
n

< δε� $��� ��� ��� t ∈ [0, tε] �� ����

‖sn(k, t, ·) − sm(k, t, ·)‖L2(DR) ≤ ‖(eikPn(t) − eikPm(t))u(Pn(t), ·)‖L2(DR) +

‖eikPm(t)(u(Pn(t), ·) − u(Pm(t), ·))‖L2(DR)

≤ 2|k|δεC +
ε

4tε
,

((



����� C �� ��� �	
���
� �
 �
������� �������

��� � ����
� ���� δε < ε
8Ctε

�	 ����

‖sn(k, t, ·) − sm(k, t, ·)‖L2(DR) <
ε

2tε
〈k〉

�
� ∫ tε

0

‖sn(k, t, ·) − sm(k, t, ·)‖L2(DR)�t ≤
ε

2
. ������

�� �	��	�� ��	� ������ �
� ������ ����

‖Sn(k, ·)‖L2(DR) ≤
∫ ∞

0

‖sn(k, t, ·) − sm(k, t, ·)‖L2(DR)�t∫ tε

0

‖sn(k, t, ·) − sm(k, t, ·)‖L2(DR)�t +∫ ∞

tε

‖sn(k, t, ·)‖L2(DR)�t +

∫ ∞

tε

‖sm(k, t, ·)‖L2(DR)�t

≤ ε〈k〉.

�� �	��	�� ��	� �
������� ������ ���� �	� n > nε

‖Sn(k, ·) − S(k, ·)‖L2(DR) ≤ ε〈k〉 ������

���	 �	��� �	� ��� k ∈ R�

�� ϕ ∈ S(R × D+) ����� ������ Cϕ ∈ R+ ��� ����

‖ϕ(k, ·)‖L2(DR) ≤ Cϕ〈k〉−3.

�� �� �

In =

∣∣∣∣∫
R×D+

Sn(k, x)ϕ(k, x)�x�t −
∫

R×D+

S(k, x)ϕ(k, x)�x�t

∣∣∣∣
≤

∫
R×D+

∣∣∣(Sn(k, x) − S(k, x))ϕ(k, x)
∣∣∣ �x�k

!�
�� supp(ϕ) ⊂ B(0, R) �� �� � "� #$����%� �
�������

In ≤
∫

R

‖Sn(k, ·) − S(k, ·)‖L2(DR)‖ϕ(k, ·)‖L2(DR)�k

��� 
	� ε̃ = ε
Cϕ

R ∞
0

〈k〉−2�k
� &� �����	
 ������ �� �� � �	� n > neε

In ≤ ε.

'(



�����

(v, ϕ)S′×S(R×D+) = (2π)−
1
2 lim

n→∞

∫
R×D+

Sn(k, x)ϕ(k, x)�x�k

= (2π)−
1
2 lim

n→∞

∫
R×D+

2n∑

=1

eik �
n u(

�

n
, x)

1

n
ϕ(k, x)�x�k.

�� �	
���� �������

(v, ϕ)S′×S(R×D+) = lim
n→∞

2n∑

=1

∫
D+

1

n
u(

�

n
, x)Fk→t{ϕ}(

�

n
, x)�x.

�� ������ ���� ��� ������ ����� ������ ���� ��� ��� ε > 0 ����� � �� �
Tε ∈ R+! ���� ��"��� �� ��� ������� C ��� c �� �#	����� ������! 	��
���� ��� ��� t > Tε ��� � c1 > 0

‖u(t, ·)Fk→t{ϕ}(t, ·)‖L1(DR) ≤
ε

2
c1e

−c1t.

����� ��� ��� n


=2n∑

>nTε

∫
D

∣∣∣∣ 1nu(
�

n
, x)Fk→t{ϕ}(

�

n
, x)

∣∣∣∣ �x ≤
∫ ∞

0

ε

2
c1e

−c1t�t

=
ε

2
. ���$%�

&�'���� ∫ ∞

Tε

∫
DR

∣∣∣u(t, x)Fk→t{ϕ}(t, x)
∣∣∣ �x�t ≤ ε

2
. ���$(�

)� ��� �����*�� t ∈ [0, Tε]

un(t, ·) :=

2n∑

=1

u(Pn(t), ·)χΔn,i(t)

���*���� 	�������� �� u(t, ·) �� ��� L2(DR) ����! � ��� �*��� η > 0 �����
� �� � mη 	�� ���� ��� ��� n > mη ��� t ∈ [0, Tε + 1] �� ��*�

‖un(t, ·) − u(t, ·)‖L2(DR) <
η

(Tε + 1)(1 + supt∈[0,Tε+1]{‖Fk→t{ϕ}(t, ·)‖L2(DR)})
.

���$+�

%+



����� ��� n > �	
{neε, nη} �� �	� �� �����	������ ������� ������ 	�� ������

Ĩn =

∣∣∣∣∣
2n∑

=1

1

n

∫
D+

u(
�

n
, x)Fk→t{ϕ}(

�

n
, x)�x −

∫ ∞

0

∫
D+

u(t, x)Fk→t{ϕ}(t, x)�x

∣∣∣∣∣
≤

∫ Tε+1

0

∫
D+

∣∣∣(un(t, x) − u(t, x))Fk→t{ϕ}(t, x)
∣∣∣ �x +

+
∑

∈A

1

n

∫
D

∣∣∣∣u(
�

n
, x)Fk→t{ϕ}(

�

n
, x)

∣∣∣∣ �x +

+

∫ ∞

Tε

∫
DR

∣∣∣u(t, x)Fk→t{ϕ}(t, x)
∣∣∣�x

< η + ε,

����� A = {Tε + 1, Tε + 2, . . . , 2n}�
����� Ĩn ����� �� �� !��� 	� n  ��� �� ��"���� 	��

(v, ϕ)S′×S(R×D+) =

∫ ∞

0

∫
D+

u(t, x)Fk→t{ϕ}(t, x)�x

=
(
F−1

t→k{u}, ϕ
)
S′×S(R×D+)

�

#�� �� 	�� ��	�� �� ��	�� ��� ���������� ������� ��� ���� 	�� ���������
���	�� ���������� $���� �� %���	 ��& �� ��	� ���� ��� ������ �����	� �	�	
	�� �� '������ ��() �� *��� ��� ������ ��� f1 �� ��� ������� �� C∞

0 (D+)
���� ���*��� �� ��� ���� ‖ · ‖D 	�� f2 ∈ L2(D+)�

����� ��� ��� f1, f2 ∈ C∞
0 (D+) ��� u �� ��� 	
���
� 
� ������ ��� ���

���� ���� (f1, f2)� ���� �
� ��� k ∈ R ��� �����
� v(k, ·) := F−1
t→k{u}(k, ·)

	��	��	⎧⎨⎩ −(Δ + k2)v(k, ·) = (2π)−
1
2 (f2 − ikf1) � (D+)

v(k, ·)|∂D = 0
limr→∞ r (∂rv − ikv) = 0.

����+�

��

�� ,���� f1, f2 ∈ C∞
0 (D+) ����� �� R ∈ R+ ���� ��	� supp(f1), supp(f2) ⊂

DR� -� ������� ���� .(+� '������ +����/ ��	� u ∈ C∞(R+ × D+) ����

‖u|t=0‖Hm(DR) ≤ C
(
‖f1‖Hm(DR) + ‖f2‖Hm−1(DR)

)
	��

‖ut|t=0‖Hm(DR) ≤ C
(
‖f1‖Hm+1(DR) + ‖f2‖Hm(DR)

)
.

�+



��� ��� α ∈ N3 ��� 	
����� w = ∂α
x u �������⎧⎨⎩

�w = 0 � R+ × D+,
w|∂D×{R+∪0} = 0

w|t=0 = ∂αu|t=0, wt|t=0 = ∂t∂
αu|t=0,

������

����� ∂α
x u|t=0, ∂

α
x u|t=0 ∈ C∞

0 (D+)� ����� �� ��� ����� ��� ������ �������
������ ��� ��������� �� 
���� �� w ��� ��� ���� 	�� ��� R �
�� ���� D ⊂
B(0, R)

‖w(t, ·)‖L2(DR) ≤ CE(w, D+, 0)e−ct.

����� 	�� ��� n ∈ N ��� t ∈ R+ �� ��!� u(t, ·) ∈ W n
2 (DR) ��� ��� �������

‖u(t, ·)‖W n
2 (DR) ≤ Ce−ct

(
‖f1‖Hn+1(DR) + ‖f2‖Hn(DR)

)
,

����� C ������� �� R ��� n� "�� #�$���! �� 
����% ���� &�'% "������
(�'�)*% ����� ���� u(t, ·) ∈ Cn−2(DR) ���

‖u(t, ·)‖Cn−2(DR) ≤ Ce−ct
(
‖f1‖Hn+1(DR) + ‖f2‖Hn(DR)

)
, ����+�

����� C ������� �� R ��� n�

����� ��� ������ ��
��� �����	������� �	 u ��� $� �,������� �� �� �������

v(k, x) = F−1
t→k{u}(k, x)

= (2π)−
1
2

∫ ∞

0

eiktu(t, x)�t. ����-�

.���
�� �	 ��� ����� ���� �	 � 
���� ����+� �� ��� �������� $� ����� ����
�����

−k2v(k, x) = (2π)−
1
2

∫ ∞

0

(∂2
t e

ikt)u(t, x)�t

= (2π)−
1
2

(
f2(x) − ikf1(x) +

∫ ∞

0

eikt∂2
t u(t, x)�t

)
.

�����

−(Δ + k2)v(k, ·) = (2π)−
1
2

(
f2 − ikf1 +

∫ ∞

0

eikt(∂2
t − Δ)u(t, x)�t

)
= (2π)−

1
2 (f2 − ikf1) .

/� R × ∂D ��� 	
����� u !������% �� 	�� ��� x ∈ ∂D ��� k ∈ R �� ��!�

v(k, x) =

∫ ∞

0

eiktu(t, x)�t

= 0.

0�



�������� �	 
��	 ����	��	���� ��������� ���������� �	� R2 < R �	 ���� ����
D ⊂ B(0, R2) ��� χ ∈ C∞(R3) �	 ���� ���� χ ≡ 0 �� � �	����������� �� D
��� χ ≡ 1 �� R3 \ B(0, R)� �	 �	��	 ũ2 := χu ��� 	��	�� �� �� �	�� �����	
D�  �	 �	�� 	��	������ �	���	� �� u2� ������	�{

�u2 = H �� R4

u2|t<0 = 0
!"�"#$

��	�	 �� �	��� "�%

H = δ′(t) ⊗ (χf2) − δ(t) ⊗ (χf1) + (∂2
t χ)u2 + 2(∂tχ)∂tu2 +

+(Δχ)u2 + 2∇χ · ∇u2.

&�  �	��	� '�' ��	 ���(�	 �������� �� !"�"#$ ��

u2 = E+ ∗ H.

�	 �	���	

h = (∂2
t χ)u2 + 2(∂tχ)∂tu2 + (Δχ)u2 + 2∇χ · ∇u2.

����	 χ �� ���
����� ��

���	�� supp(h) ⊂ R×B(0, R) ��� ���	 R > 0�  �	
�	��� 	������	 !"�#'$ ��
��	� ���� h ∈ L1(R4) ��� �	 ��� �

�� �	��� '�%�
�� �����

F−1
t→k{E+ ∗ H}(k, ·) = Φk ∗y

(
F−1

t→k{H}(k, ·)
)
.

)	�	

F−1
t→k{H}(k, x) = (2π)−

1
2 χ(f2 − ikf1) + F−1

t→k{h}(k, x).

����	 ��� ��� k ��	 �������� F−1
t→k{H}(k, ·) �� �� C∞

0 (R3)� �	 �		 ���� ���
|x| > R

(∂r − ik) v(k, x) = (∂r − ik)F−1
t→ku2(k, x)

=

∫
R3

(
∂r(x) − ik

)
Φk(x − y)F−1

t→kH(k, y)�y.

�	 ��	(
∂r(x) − ik

)
Φk(x − y) = (x̂ · ̂(x − y) − 1)

ikeik|x−y|

4π|x − y| + x̂ · ̂(x − y)
eik|x−y|

4π|x − y|2 .

)	�	

(x̂ · ̂(x − y) − 1) = O
(

1

|x|

)
,

*+



�� |x| → ∞� �� �� ��� ����

(
∂r(x) − ik

)
Φk(x − y) = O

(
1

|x|2

)
. 	
�
�

����� ∫
R3

(
∂r(x) − ik

)
Φk(x − y)F−1

t→kH(k, y)�y = O
(

1

|x|2

)
���

lim
r→∞

r(∂r − ik)v = 0

��������� ����� ��� �������� 	
�
� ���� ��� ������ �� ��� ��������� x̂�

�

����� ���� ��� f1 �� �� ��� �	
��� 
� C∞
0 (D+) ���� ������ �
 ��� ‖ · ‖D

������
�� f2 �� �� L2(D+) ��� u �� ��� �
	���
� 
� ������ ���� ��� ������	
���� (f1, f2)� ���� �
 �		 k ∈ R

v(k, ·) := F−1
t→k{u}(k, ·)

�������� ⎧⎨⎩ −(Δ + k2)v(k, ·) = (2π)−
1
2 (f2 − ikf1) �� (D+)

v(k, ·)|∂D = 0
limr→∞ r (∂rv − ikv) = 0.

�

�� ��� R �� ���� ���� D ⊂ B(0, R)� �� ����� 
�� F−1
t→k{u}(k, ·) ���

�� ����������� �� ��� ������� ��������

F−1
t→k{u}(k, ·) = (2π)−

1
2

∫ ∞

0

eiktu(t, ·)�t.

���� u(t, ·) �� ���������� �� �� �� ������� �� H1
tr (DR)� ���� ��� �� ������� ��

H1(DR) ����� ����� �� ∂D ���������  � ������� ���� F−1
t→k{u}(k, ·) �� ���� ��

H1
tr (DR)� !��� ��� ������ �������� 	
�"� �� ������� ����

‖F−1
t→k{u}(k, ·)‖H1(DR) ≤ CE(u, D+, 0). 	
�



#�� ��� (f1,j), (f2,j) ⊂ C∞
0 (D+) �� ���� ���� f1,j → f1 ���� ������� �� ���

����$���� ‖ · ‖D� f2,j → f2 �� L2(D+) ��� uj �� ��� �������� �� ��� �������

%&



������ ��	
 ���	�� ��	� (f1,j, f2,j)� �	 ����� ���� 	
� ������ ����� ������
	
�	 ��� t ≥ 0

E(u − uj, DR+1, t) ≤ Ce−ctE(u − uj, D
+, 0).

���������� �������	�� ����� ���� �� ��� 	
�	

‖u(t, ·) − uj(t, ·)‖H1(DR) ≤ Ce−ct
(
‖f1,j − f1‖L2(D+) + ‖f2,j − f2‖L2(D+)

)
.

!���� �� ��� 	
�	 ��� � R ∈ R+

‖F−1
t→k{uj}(k, ·) − F−1

t→k{u}(k, ·)‖H1(DR) → 0 ����"�

�� j → ∞� #� ����� ��$� F−1
t→k{uj}(k, ·) �� 	
� ������ ���	��� ��⎧⎨⎩

−(Δ + k2)v(k, ·) = Fj �� D+

v(k, ·)|∂D = 0
limr→∞ r (∂rv − ikv) = 0

������

��	
 Fj = (2π)−
1
2 (f2,j − ikf1,j)�

%
� ���	��� � ���	�� �� ������ ��

Ũk = Gk − Uktr ∂DGk, ����&�

�
��� Uk �� 	
� ���	��� � ���	�� �� 	
� '����
�	  ��(�� ������ �������� 	� ��

%
����� ���� #� %
����� ��� � ���	�� Uk : H− 1
2 (∂D) → H1


oc(D
+) �� ���)

	������ ��� �	 ����� ���� ����� ���� 	
�	 Gk : L2(B(0, R)) → H1

oc(D

+)

�� ���	������� �� 	
� � ���	�� Ũk : L2(∂D) → H1

oc(D

+) �� ���	�������

��	 F = limj→∞(2π)−
1
2 (f2,j − ikf1,j)� #� ����	��� ����"�

F−1
t→k{u}(k, ·) = lim

j→∞
F−1

t→k{uj}(k, ·). ����*�

+���� � ���	�� Ũk : L2(∂D) → H1

oc(D

+) �� ���	������� �� 
�,�

lim
j→∞

F−1
t→k{uj}(k, ·) = lim

j→∞
ŨkFj

= ŨkF. ����-�

%
�	 ��� F−1
t→k{u}(k, ·) �� 	
� ���	��� �� ������ ��	
 F = f2 − ikf1�

�

��



��� ��������	
 �� Uk �� �� �������� k

������� ��		 ��� D ���� ��� ��	�
���� ��
�� ��	�� ��
�� �	���	��� ���

��	 ��� R ∈ R+ ��� �	����
� ����� ��	�
���� ������� ���	���	 Uk : H
1
2 (∂D) →

H1

oc(D

+) ��� ��� ��������

‖Uk‖
H

1
2 (∂D)→H1(DR)

≤ C〈k〉2

���	� C ������ � R �� D�

�	���� ��� h ∈ H
1
2 (∂D)� k ∈ R \ {0} ��� v �� �	� 
���
� ��
���� ��⎧⎨⎩

−(Δ + k2)v = 0 �� D+

v|∂D = h
limr→∞ r (∂rv − ikv) = 0.

������

�� ����� �� ��	���� � ���������� �� �	� ���� ������ ��
���� �� ���� �
������������ �
��� ��
����� �� ������ �� �	� ����
��� ������� �	��	 �
��������� �� ������ ������ !� �	� ��� ��� R > 0 �� 
�	 �	�� D ⊂ B(0, R)
��� w �� �	� 
���
� ��
���� ��⎧⎨⎩

Δw = 0 �� DR

w|∂D = h
w|∂B(0,R) = 0.

���"#�

$
��	������ ��� χ ∈ C∞
0 (B(0, R)) �� 
�	 �	�� χ ≡ 1 �� � ����	��
�	��� ��

D� !	�� ṽ(x) := v − χw � �	� 
���
� ��
���� ��⎧⎨⎩
−(Δ + k2)ṽ = g �� D+

ṽ|∂D = 0
limr→∞ r (∂rṽ − ikṽ) = 0,

���"��

�	��� g := (Δχ)w + 2∇χ · ∇w + k2χw � �� L2(D+)�

% !	����� ���# �	� ������� ���"�� � �	� $�
���� �������� �� �	� �������

������ ���	 &�
�	 ���� f1 = 0, f2 = (2π)
1
2 g� '���� ṽ = F−1

t→k{u}(k, ·) ���
������� ������  ����

‖ṽ‖H1(DR) ≤ CE(u, D+, 0)

= C‖g‖L2(D+)

≤ C〈k〉2‖w‖H1(DR)

≤ C〈k〉2‖h‖
H

1
2 (∂D)

.

�(



�� ��� ���� ���	 
� ���� ��� ��� ���� ���� ��� �������� �	������ �� 	������
������ �� ���������� ���� H

1
2 (∂D) �� H1(DR)�

����� ��� ��� h ∈ H
1
2 (∂D)

‖Ukh‖H1(DR) = ‖ṽ + χw‖H1(DR)

≤ ‖ṽ‖H1(DR) + ‖χw‖H1(DR)

≤ C〈k〉2‖h‖
H

1
2 (∂D)

.

���� ���
‖Uk‖

H
1
2 (∂D)→H1(DR)

≤ CR〈k〉2,


���� CR �	��� �� R �� D�

�

��



������� �

	�� 
��� �������� ��������

��� ��� ��������� ���������� ��

��� ����������� ������

����������� ���	 
����� � �		�� ���� �� ������ D ��	 � C2 ��������
�� ��� ������	 	�����

��� �����	
�	 �
 �
���	
	�� �
 ��	 ��	��	
��

�����


� 	���� ����� �� �������� �� �	��� 	���� ��� ����� ���� �������	 ���
���� ���� �������	 �� ���� �� ��	��� �� �� 	������� �� �� ��� ����
����� ����� ������� ���	 �������� ��	 �� ������ �� �������� ���
������ ������	 ��  !"# ���  "$#% �� �	���	 ��� ���	 �� ����� � ��	�
��& �	 ���

� ��� ���� �� ��� '�� � 	������� �� �� ����� ������ �� �� ��������%
���  ()% ����� (�(#� � ������ � ����� �� �� ��������� ��� �� 	�& ��
�������		 ��� ��	� 	��� �� ����� �	 ��*��� ���� �� �� ��  ()#�

� ����� '�	� �� ���������� �������	 ��� �� ���� �������	 �� �� 	����
��� ����� ���� �������	�

+"



������� ��	 ��� χ ∈ C∞
0 (R3)� ��� ��		�
�� ��������� ��� ����������

χSLk : H− 1
2 (∂D) → H1(R3), χDLk : H

1
2 (∂D) → H1(D±),

tr SLk : H− 1
2 (∂D) → H

1
2 (∂D), tr ±DLk : H

1
2 (∂D) → H

1
2 (∂D),

∂±
ν SLkH

− 1
2 (∂D) → H− 1

2 (∂D), ∂νDLk : H
1
2 (∂D) → H− 1

2 (∂D).

�� ��������� ��� ���	� ��� ����	� 	���� ��������� ������� ��� ���� ��	������

[SLkψ] = 0, ��� �����

[∂νSLkψ] = −ψ �����

��� ψ ∈ H− 1
2 (∂D) ���

[DLkϕ] = ϕ ��� �����

[∂νDLkϕ] = 0 �����

��� ϕ ∈ H
1
2 (∂D)�

������ �		 
��� �	��	� ������

�

�� ��	 ���	 �� ����	� ������ � � � ������� ϕ ∈ C0,α(∂D) ��� ψ ∈ C1,α(∂D)
��	 ���	!����∫

∂D

Φk(x, y)ϕ(y)dH2(y) ���

∫
∂D

(∂ν(y)Φk(x, y))ψ(y)dH2(y)

	"��� �� ��#��#	� ���	!���� ��� ��	 $� ����% &�� 	� �� ��	 ���!�	 ��� �� $�	
��%	� #��	������ ��� $	 	"#�	��	� ��

∂±SLkϕ(x) = ∓1

2
ϕ(x) +

∫
∂D

(∂ν(x)Φk(x, y))ψ(y)dH2(y)

tr ±DLkψ(x) = ±1

2
ψ(x) +

∫
∂D

(∂ν(y)Φk(x, y))ψ(y)dH2(y).

'�� �	����� (	 �	�	� �� 
����

)	 ��&	 ���#�	� ��	 ��$��	& �#��	 �##����� ��������! �� 
���� �� (	 ������
�	�	� �� ��	 �#	������ � �� ��

T : ψ →
∫

∂D

(∂ν(y)Φk(x, y))ψ(y)dH2(y) x ∈ ∂D ���*�

**



�� ������ �� �� �	� 
���� �	���� �� ������	 �� �� ��� �	� ���� ��������
��� �����

Tk =
1

2

(
tr +DLk + tr −DLk

)
���

Rk =
1

2

(
∂+

ν SLk + ∂−
ν SLk

)
. �����

�� ����� �� �	� ��������� ����� 	�� �	� �������  ����� �� �	� ������ ���
������ ����� ��� �� �!������ ���	 Tk ��� Rk ��� �� � ���� �������
�������� �� �	��� ������� �� ����� ��������

����� ��� ��� ��������	 Tk, Rk : H
1
2 (∂D) → H

1
2 (∂D) ��� 
����
� ��

��� ��� ψ ∈ H− 1
2 (∂D) �� ϕ ∈ H

1
2 (∂D) ��� ��������� ��������	 ���

∂±SLkψ =

(
∓1

2
I + Rk

)
ψ ���"�

tr±DLkϕ =

(
±1

2
I + Tk

)
ϕ. ���#�

������ $� �	� ������� ������ �� ��� �� %&'( )��������� *�**�+,�

-	� �.������� ���"� ��� ���#� ��� �� ������ ��� �	� ���� �������� ���+�
��� ���'� ������� ����

�

/���� �	� �!������� ��� ���.������ ����� �� ����� �	� ��������� �� � $��0
	��� �������

��	
���
 ��� ��� X �� Y �� � ����
� 	��
�	 �� T : X → Y � ������
��������� T �	 � ������� ������ �� ��������� 
�������	 ����

��� ���	��
� Ran (T ) �	 
��	�

���� 	��
�	 Ker (T ) �� Y/Ran (T ) ��� ����� ����	������

��� �
��� � � ������� ������ �	

index (T ) := dim (Ker (T )) − dim (Y/Ran (T )) .

���	 �	��� ��������� ���� ������ �� �� ���� �� �� � �	� �!������� ���
���.������ �� �	� ���� 	������ 1���� �������

&�



������� ��� ��� k ∈ R \ {0}� α, β ∈ C2(∂D)� α(x) ≥ α0 > 0 ��� λ(x) =
ikα(x) + β(x)� 	
�� �
� ���� 
������ ����� ������� ������⎧⎨⎩

−(Δ + k2)u = 0 in D+

(∂ν + λ(x)tr +)u = h where h ∈ H− 1
2 (∂D)

limr→∞ r (∂ru − iku) = 0 uniformly

�����


�� � ������ �������� u ∈ H1

oc(D

+) ��� �
� �������� ������ Urob,k : H− 1
2 (∂D) →

H1

oc(D

+) �� �����������

����� �� �	
�� �	� ��� �������� 
� ��� 
����
�� �
 ��� ��� ���
�
���� u ∈ H1


oc(D
+) � � 
����
� 
� ����� ���� h ≡ 0� ���� �� ���� ∂νu =

−λ(x)tr +u 
� ��� �
����	� ∂D ��� �� �� ����

(∂νu, u)
H− 1

2 ×H
1
2 (∂D)

= (−ikαu, u)L2(∂D) + (−βu, u)L2(∂D).

����� �
	 k > 0

Im (∂νu, u)
H

− 1
2 ×H

1
2 (∂D)

≥ kα0‖u‖2
L2(∂D) ������

��� �
	 k < 0
Im (∂νu, u)

H− 1
2 ×H

1
2 (∂D)

≤ kα0‖u‖2
L2(∂D). ������

 	
! "
!!�	����# 	������
� �
�����
� �� �
��
�$ �� %��$ &�����
� '���($
����

lim
r→∞

∫
∂B(0,r)

(
|∂νu|2 + k2|u|2

)
dH2 = −2kIm (∂νu, u)

H
− 1

2 ×H
1
2 (∂D)

. ����'�

)������# *�!!�$ %��$ *�!!� '���($ ���� ���� �� ��� 
����
� �
 ��� ���!�
��+
������
�$ u$ �����

lim
r→∞

∫
∂B(0,r)

|u|2dH2 = 0, ����,�

���� u ≡ 0 �� R3 \B(0, R) �
	 �-������� ��	.� R� /� �
��
� �	
! ��� ������
�
��������
� �	�������$ %,0$ "����
� ��,($ ���� u ≡ 0 
� D+�

 
	 k > 0$ ������
� ������ ��� ����'� �!��� ����,� ��� ����� u ≡ 0 
� D+�
 
	 k < 0$ ������
� ������ ��� ����'� �!��� ����,�$ 
 �.��� u ≡ 0 
� D+

��� ��� 
����
� 
� ����� � ������ �
	 k ∈ R \ 0�

1�2� �� ������� ��� �2������ 
� ��� 
����
�� �� !�3� �� ����+

u = (DLk + SLkMλ)ϕ,

40



����� ϕ ∈ H
1
2 (∂D) ��� Mλ� ��	��� 
� Mλϕ := λϕ� � ��������� ����

Hs(∂D) → Hs(∂D) ��� ��� s ∈ [−2, 2]� ���� �������� ����� ��� ����� ��
�� ����(

∂+
ν + λtr +

)
u = ∂+

ν DLkϕ +

(
−1

2
+ Rk

)
Mλϕ

+λ

(
1

2
+ Tk

)
ϕ + λSkMλϕ

= ∂+
ν DLkϕ + (RkMλ + MλTk + MλSkMλ)ϕ. ������

�� �� � !������ "��# ��� �$������ ∂+
ν DLk : H

1
2 (∂D) → H− 1

2 (∂D) � %���&

���� ���� ����' 0� �� (���� ��" �$������ Tk, Rk : H
1
2 (∂D) → H− 1

2 (∂D)

��� ���$��� ��� 
� (���� "��) �$������ Sk : H
1
2 (∂D) → H− 1

2 (∂D) � ���&
$���� *���� Mλ : Hs(∂D) → Hs(∂D) � ��������� ��� s ∈ {−1

2
, 1

2
} �� ��

���� ��� �$������

Kk := RkMλ + MλTk + MλSkMλ : H
1
2 (∂D) → H− 1

2 (∂D) ����)�

� ���$����

�� �� � !������ "�"+#� ��� �� �� � %������� �$������ ���� ����' 0 ���
� ���$��� �$������ � � %������� �$������ ���� ����' 0� � �� �� ����
∂+

ν DLk + Kk � � %������� �$������ ���� ����' 0� �� ��� %������� �������&
��,� ∂+

ν DLk + Kk � 
�-����,� �� ��� ���� �� �� � ��-����,�� �� ���� $��,� ���
��'��

(�� � ���� ���� ��� ������� ϕ ∈ H
1
2 (∂D) �� ��,�(

∂+
ν DLk + Kk

)
ϕ = 0. ����+�

!��� u = (DLk + SLkMλ) ϕ ���	�⎧⎨⎩
−(Δ + k2)u = 0 �� D+

(∂+
ν + λtr +)u = 0

limr→∞ r (∂r − ik) u = 0 ���������
������

��� �� ������ ���� ��� �������� ���� u ≡ 0 �� D+�

�� �� ���� ��� -��$ �������� ����� ��� ���"� ����

[u] = ϕ.

. tr +u = 0 �� �� ����
−tr −u = ϕ. ������

)�



���� ��� �	�
 �������� ����� ��� ����� �� ���� ����

[∂νu] = −Mλϕ.

���� ∂+
ν u = 0� �� ��� ����

∂−
ν u = Mλϕ. ������

�� 	�� ��� �������  ������ ��� ����!� ��� ������� ���� "#��∫
∂D

λϕ(−ϕ)dH2 =
(
∂−

ν u, tr−u
)

H
− 1

2 ×H
1
2 (∂D)

=

∫
D

(
|∇u|2 − k2|u|2

)
�x. ���$%�

���� ��� k > 0 �� ��#� Im(λ) ≥ kα0 > 0 ��� ��� k < 0 �� ��#� Im(λ) ≤
kα0 < 0 �� ��� ����

Im

(∫
∂D

λϕ(−ϕ)dH2

)
≥ kα0‖ϕ‖2

L2(∂D) ; k > 0

Im

(∫
∂D

λϕ(−ϕ)dH2

)
≤ kα0‖ϕ‖2

L2(∂D) ; k < 0.

&� ������� ���� �'	���� ���$%� ����

‖ϕ‖L2(∂D) = 0. ���$��

(���� ��� �'	���� ����)� ��� ���* ��� +��� ���	��� ��� ��� �
������

Bk =
(
∂+

ν DLk + Kk

)
: H

1
2 (∂D) → H− 1

2 (∂D) ���$$�

� ,����#�� -* ��� �
�� ��

�" �������� ./0�  ������ &&�/1� ��� �	�����#�

�#����� B−1
k : H− 1

2 (∂D) → H
1
2 (∂D) � �����	�	�� �� ��� ���	��� �
������

Urob,k = (DLk + SLkMλ)B−1
k ���$��

� �����	�	� ���� H− 1
2 (∂D) �� H1


oc(D
+)�

�

�� ��� �,�� �� ����,��� � ����� k2��
������� ���	�� ����  ������ ���� ����
� ������ ����� �� � ��� 
���� ��  ������ ���0 �� ����,��� ��� ��"�� ���2
'	���* ������+���� �� ��� k ∈ R \ {0}�

/�



��������� ��	 ��� �������� B−1
k 	 
���� �������� Bk �� ���� �� ������	 ���

����� ������������ �� k �� ��� ����� ���� ��� ��� k0 ∈ R \ {0}

lim
k→k0

‖B−1
k − B−1

k0
‖ = 0. ������

���� �������� Urob,k ������� ������������ �� k �� ��� ����� ������

������ ��� 	�
��� �� ��� ���
���
 SLk ��� DLk ������ ������� �� k�
� �� �� ���� ���
���
 Bk : H

1
2 (∂D) → H− 1

2 (∂D) ��� (DLk + SLkMλ) :

H
1
2 (∂D) → H1


oc(D
+) ������ ����������� �� k�

��� k0 ∈ R \ {0}� A = Bk0 ��� Bk = Bk − Bk0 � �����

A(I + A−1Bk) = A + Bk,

�� ����

B−1
k = (A + Bk)

−1

= (I + A−1Bk)
−1A−1. ������

���
���
 Bk ������ ����������� �� k �� ��� ��� �� ������� � ���� |k−k0|
� � ������� ���� �� ����

‖A−1Bk‖ < 1

���

(I + A−1Bk)
−1 =

∞∑
n=0

(A−1Bk)
n. ����!�

��� �
�� �� ��� 
�"��#���� ��� �� ����!� ������ ����������� �� k� � ��
�� �
�� ������ ���� B−1

k ������ ����������� �� k�

����� $��� B−1
k ��� DLk + SLkMλ ������ ����������� �� k �� ������ �
��

�%������ ����&� ���� Urob,k ������ ����������� �� k�

��� ������	�
�� ��������� ���������

'� ��� �$�%���� ��
�� ������ �� �� ��� ������ �� ����� ����

P = {ui(x.d) = eikx·d : d ∈ S2} ����(�


����
 ����������� ��� ������ "��� � ��
���� )������) �� ��� �����
��"
�
��� ��� �$����� ������ � ������ ����� � ����
��� �� ��� ��
 *���
���
���
 ���
������ �� ��� ��� �� ������ ��&

!+



�� ��� �����	
�� ������ ��� �����
�� Ok

(
1
|x|

)
���� ���� ��� ��� �������

�� ��
� 
� ������ ���� C(k)
|x|

� 	���� ��� �������� C(k) ������� �� k� ��
���
�
��� ��� ��� OS ������ �� ��� O ��� ���� 
� ��������� �� ��� ������
Φk(x, y) �� ��� �
���� ����� �������� SLk ��� OD ������ �� ��� ����������
��
��� ���� 
� ��������� �� ��� ������ ∂ν(y)Φk(x, y) �� ��� ������ ����� ��������
DLk� ����� ���� �� ��� ������ �� k� �
��� 	� ��������� ��� k ����������

� ��� ���� �� 	
�� ��� ��
� �����
�� 
� ��� ���� �� ��� 	����

����� ��� ��� � ���� k ∈ R \ {0} 	
� ���	��� usc �� 	
� ��	����� �����
������� ����� 
�� 	
� ��� ���� �����	�	���

usc(x) =
eik|x|

|x|

(
u∞(x̂) + Ok

(
1

|x|

))
��� !"

��� ��	�����

(∂r − ik)usc = Ok

(
1

|x|2

)
��� #"

�� ����	��� �� 	
� ��� ���� �����	�	��� �� 	
� ���		���� ����� �����

us(x, d) =
eik|x|

|x|

(
uk,∞(x̂, d) + Ok,d

(
1

|x|

))
,

�
��� 	
� Ok,d

(
1
|x|

)
	���� 
��� 	
� ��	���	�� ��� ��� d ∈ S2

|Ok,d

(
1

|x|

)
| <

C(k)

|x| . ���$%"

 ���������!� �����	��� �����	���

lim
r→∞

r(∂r − ik)us(x, d) = 0

�� ��	����� �������� ��	
 ������	 	� x̂, d ∈ S2�

"����� ��� R ∈ R+ �� ���� ���� D ⊂ B(0, R) ��� x ∈ R3 \ B(0, 2R) ���
h = (∂ν + λtr )usc� &� ������ ��� ��� �'���
�� �����
�� 
�

usc = (DLk + SLkMλ)B−1
k h,

	���� λ 
� ��� ����
�� �� �(���
�� ���#" ��� ��� ���� k ∈ R\{0} ��� ��������

B−1
k : H− 1

2 (∂D) → H
1
2 (∂D) 
� �������� &� ��� ��� ��� ������� ��

)�



��� ������ 	�
 
���� �	��� ����	���� �	�� ��� ��������� 	���������� ��� 	��
y ∈ B(0, R) 	�
 x ∈ R3 \ B(0, 2R)�

Φk(x, y) =
eik|x|

|x|

(
1

4π
e−ikbx·y + 〈k〉OS

(
1

|x|

))
	�


∂ν(y)Φk(x, y) =
eik|x|

|x|

(
−ν(y) · x̂

4π
ike−ikbx·y + 〈k〉2OD

(
1

|x|

))
.

�����

usc(x) =

∫
∂D

(
∂ν(y)Φk(x, y) + Φk(x, y)λ(y)

)
B−1

k h(y)dH2(y)

=
eik|x|

4π|x|

∫
∂D

(
−ν(y) · x̂ike−ikbx·y + e−ikbx·yλ(y)

)
B−1

k h(y)dH2(y) +

+Ok

(
1

|x|2

)
	�
 ��� 	���������� ������ ���
 ����

uk,∞(x̂) =
1

4π

∫
∂D

(
−ν(y) · x̂ike−ikbx·y + e−ikbx·yλ(y)

)
B−1

k h(y)dH2(y). ������

 � ��!� ����� �"�	���� ����#��  � ������ $��� ��	�

(∂r − ik)usc(x) =

∫
∂D

(∂r − ik)
(
∂ν(y)Φk(x, y) + Φk(x, y)λ(y)

)
B−1

k h(y)dH2(y).

%� &���	 '�� (
∂r(x) − ik

)
Φ(x, y) = 〈k〉O

(
1

|x|2

)
	�
 (

∂r(x) − ik
)
∂ν(y)Φ(x, y) = 〈k〉2O

(
1

|x|2

)
.

����� �� ��� ��	� ����#� ���
��

 � ����� ��!� ��� ���������� �� ��� �	� $��
 	���������� �� ��� ��	�����

��	�� �	���� (�� ���
	�� �	���� �� ��	�� �	��� fd := (∂ν + λtr )eikd·x

�	�����
sup
d∈S2

‖fd‖
H− 1

2 (∂D)
= C < ∞.

)�



����� ����� ��	
�
 � ���
���� C(k) 
�� ���� ��� ��� d ∈ S2∣∣∣∣ 1

4π

∫
∂D

(
〈k〉OS

(
1

|x|

)
λ(y) + 〈k〉2OD

(
1

|x|

))
B−1

k fd(y)dH2(y)

∣∣∣∣ ≤ C(k)

|x|

��� ��� �
�	���� ������ ����
 �	������ ��� d ∈ S2�

���� �� ����� ��� �	����	�� �� �����������
 ���	��	�� ����	�	�� ��� ���
����� ����
� �� ����  � !���� "�#

(∂r − ik)Urob,kfd(x) =

∫
∂D

[
(∂r − ik)

(
∂ν(y)Φk(x, y) + Φk(x, y)λ(y)

)]
B−1

k fd(y)dH2(y)

=

∫
∂D

〈k〉2O
(

1

|x|2

)
B−1

k fd(y)dH2(y)

= Ok

(
1

|x|2

)
,


	���
sup
d∈S2

‖B−1
k fd‖L2(∂D) = C(k) < ∞.

$�	
 �
�� �	
��
 �� �
�	���� ��� (∂r − ik)Urob,kfd(x) ���� 	
 �	���� �	��
��
���� �� ��� d ���	� ���

�

�� ���	�� ���� 	� !���� ��% �� ���� &�� �� ����	�	� �����

	�� ��� ���
k ���������� �� ��� Ok ����
 	� �� ��� � k �
�	���� ��� ��� �������� B−1

k

��	��' �������' 	
 ����	�� ���

��������� ��	 ��� ��� ���	 
����� uk,∞(x̂, d) � �� C∞(S2 × S2)�

������ !�� fd := (∂ν +λtr )eikd·x  � ���  ������ ����
 �� � ����� ����� (�
�)��	�� ����*� ��� �����
����	�& ��� +��� 	


uk,∞(x̂, d) =
1

4π

∫
∂D

(
−ν(y) · x̂ike−ikbx·y + e−ikbx·yλ(y)

)
B−1

k fd(y)dH2(y).

����#�
$�� ����	��
 −ν(y) · x̂ike−ikbx·y ��� e−ikbx·y ��� C∞ �	�� ��
���� �� ��� ���	,
� ��
 x̂ ��� y' 
� �� 
�� ���� u∞(x̂, d) 	
 C∞ �	�� ��
���� �� ��� x̂ ���	� ���

$�� ����	�� fd 	
 C∞ �	�� ��
���� �� ��� ���	� �� d� -� ���	�	�� ��� ����,
���� B−1

k 	
 �	���� ���  ����� ���� H− 1
2 (∂D) �� L2(∂D)' 
� �� ��� 	����

%�



���� �����	
��� �������� ���������� ������ ���� ��� ����������� ����
������� � ��� d �������� ��� �� ����� ������ ��� ��������� ���� � ����
�������������� d = d(φ1, φ2) �� ��� ���� �� i ∈ {1, 2} �� ����

∂φi
B−1

k fd = B−1
k ∂φi

fd

= B−1
k (∂ν + λtr )∂φi

eikx·d.

����� eikx·d �� C∞ ���� ������� � ��� d ��������� �� ��� ���� u∞(x̂, d) �� C1

���� ������� � ��� d ���������  ����� ����������� ��� �� ����� ���� � 
����
��� ���� ���
�����

�

��� �����	
� ���� �� ����� ��

�����

�� �� �����
�� ��� ������ � ��������� 	
�� ��� ����!"� ��� ����������
��� �� ������� ���� � #��� �
����! �������� ���  �����" ���� �� �
������� ������ �� ���� ��� ��� 
� ��! � ����!"��� ��� ���������� �������

$� �� ���� ��� ���� �� ������! %�&'� ���  �����" ������ ���������� ��� ��
�����
���� ��� ��� ���������� � ����� ����� ��� ��� ��� (��� � � ���������
 �����" ���� ��� �� ������� ��� ���  �����" ������ ������! �! ��� ���
(��� ������ Fk� ����� ��� ���������� �
������� ����!��� ���������� ���
���� ������ � 
� ������� �� ���� �� ������ ���	
���! ��������� ����)
����� �� ||Fk|| ��� ����� � ��� �� ��� �������
���� ���������� �� �	
����
*%�+,-� ���� �� ��� �� ���� � ���� ������� ��� �
���)���	
���! ����)
���
���� ����� � �� ������� '�

���  �����" ����� ���� ��� �
����� �� ������ '�.� ����� �� 
�� ����� �
�)
�������� �� ��� ���� ����� �� ���� � ������ � ��! � ����
���� ��� ���� �)
���� ��� (���� ��� ��������� �� ��� ���� ����� ��� (��� ������ Ftime = F̂ �
������ �� ��� �
����� ������ ������ � ��! � �������� ��� �
������� ��)
����������! � ��� �
���)���	
���! �������
���� ���� ���� �� �� �����
��� ��
������ '�&�

�������� ��� ��� h ∈ L2(S2)� � ����	
�� ��� uh �� ������ �� �������

uh(x) =

∫
S2

eikx·dh(d)dH2(d),

�
� 		 x ∈ R3�

/%



� �������	 
��� uh � ���� ������ ��� ������� �� 
� ��� � ��� ����
��������

����� ��� ��� k ∈ R \ {0}� ��� ���	
��� ���

uh(x) =

∫
S2

eikx·dh(d)dH2(d)

��� h ∈ C∞(S2) ��� ��� �����������

uh(x) − 2πi
eik|x|

k|x| h(x̂) − 2πi
e−ik|x|

k|x| h(−x̂) = Oh

(
1

(k|x|)2

)
������

�������
� ��� ������� �� x̂ = x
|x|

�� |x| → ∞�

�� ���� ���� � ������ ��� k ���������� �� ��� O ���� � ������ ���������

������  ���� �� ��� ������ � 
��� !��
" ��� #$%" #�&%� �� ������� ��� �����
���� � � ������ ��� � ������� ������ � '���� ��$(�

'�� x ∈ R3 \ {0} ��� ��� ��������� ������ (ex,1, ex,2, ex,3) �� ���� ����
ex,3 = x̂� �� ���� ������) ��� δ = π/10 ��� U1 = (0, π) × (π

2
, 5π

2
), U2 =

(0, π) × (−δ, π + δ), U3 = (0, π) × (π, 2π) ���

px,1(θ, ϕ) = (sin θ cos ϕ, sin θ sin ϕ, cos θ)

px,2(θ, ϕ) = (cos θ, sin θ cos ϕ, sin θ sin ϕ)

px,3(θ, ϕ) = (cos θ, sin θ cos ϕ, sin θ sin ϕ)

�� ���� ���� ��� θ ����� � ���
��� ��� ex,3 ��� ��� ��� ������ ������ ��
px,1(θ, ϕ) � ��� *��� ����� ��� ���� ��� θ ����� � ���
��� ��� ex,1 ��� ���
��� ������ � ��� ������ px,2 ��� px,3�

�� ���� �������� ����� ���� �� ���� ��� ������ ����� x̂ ��� −x̂ ��� ����
� � ����� ������" ��� px,2 ��� px,3 �����������" ��� �� ���� ���� ��� ������
����� � ��� ����� �� ��� ������

+� ������ 
� ���� � ������� �� ���� {ψi}i∈{1,2,3} ���������� �� ��� �����
{(Ui, px,i)}i∈{1,2,3}� ��� ����� 
� ��� �������

uh(x) =
3∑

i=1

∫
Ui

eik|x|bx·px,i(θ,ϕ)(h ◦ px,i)(θ, ϕ)(ψi ◦ px,i)(θ, ϕ)Jpx,i
(θ, ϕ)�θ�ϕ

= I1 + I2 + I3. ������

,-



�� I1 ��� ����� 	
����� ��

f1 := x̂ · px,1(θ, ϕ)

= cos θ.

�� ��� ����� U1 �� ���� ∇f1 �= 0� � �� 	���� 	�� ��� ����� 	 ����
������ ������ �� ��� 	�� 	 ���� ������ ������� ����

|I1| ≤
C

(k|x|)2
,  !�"#$

����� ��� ������� C ������� � ��� ����������� 	 f1, Jp1, p1, h◦p1 ��� ψ◦p1

	 ��%��� �� � ���� � ��� �
���� 	 ψ ◦ p1�

��� ��� A = supp(ψi ◦ px,i) ��� Jpx,i
� �� ������ � x� &����� �����

�'���� � ������� C �
�� ���� 	� ��� �� ���������� �
��������'�� |α| ≤ 2
�� ����

sup
bx∈S2

(θ,ϕ)∈A

|Dα(h ◦ px,1)| < C ��� sup
bx∈S2

(θ,ϕ)∈A

|Dα(ψ1 ◦ px,1)| < C,

� �� ��� ���� ��� ��������  !�"#$ �� 
��	�� ���� ������� � ��� �������� x̂�

�� ��� ����� px,2 �� ���� ��� ����� 	
�����

f2 := x̂ · px,2(θ, ϕ),

= sin θ sin ϕ.

��� %������� 	 f2

∇f2(θ, ϕ) = (cos θ sin ϕ, sin θ cos ϕ)

�� (�� ��� �� (π
2
, π

2
)� �� �������

���(D2f)(θ, ϕ) = sin2 θ sin2 ϕ − cos2 θ cos2 ϕ

�� 1 �� ��� ���� (π
2
, π

2
)� � �� ��� 
�� ��� ����� 	 ��������� ����� �� ���

	�� 	 ���� ������ ����#�� ���� ������∣∣∣∣∣I2 − 2πi
eik|x|f2(

π
2
, π
2
)

k|x|
∑
j<2

(k|x|)−jLj(h ◦ px,2ψ ◦ px,2Jpx,2)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ C(k|x|)−2

∑
|α|≤4

sup
∣∣Dα(h ◦ px,2ψ ◦ px,2Jpx,2)

∣∣ ,
��



����� α �� � ��	 
������	�� �������
��� L0u = u(π
2
, π

2
)� Lju �� � �����

�	�������	� 	� ��� ����� Dαu(π
2
, π

2
) ���� |α| < 2j� ��
 C 
����
� 	� ���

������ 
���������� 	� f2 	� 
����� ��� ���� 8� �� �	�� ��� L1 ���� �	 ���
���������
���
� ��
 ��� ����∣∣∣∣I2 − 2πi

eik|x|

k|x| h(x̂)

∣∣∣∣ = O
(

1

(k|x|)2

)
. ������

 � ��� ���� ������ �� ���� ��� �������� ����!� �� ��� ��� ���� ���� ��������

	�� �	� 
����
 	� ��� 
������	� x̂�

���� ��� ���� ��������� �� �	� ��� ������� I2 ��
 ��"��� ���	 ���	��� ����
f3(

π
2
, 3π

2
) = −1 �� ��� ��� ���� I3 �����#��∣∣∣∣I3 − 2πi

e−ik|x|

k|x| h(−x̂)

∣∣∣∣ = O
(

1

(k|x|)2

)
����$�

����	��%�

�� ��� �&����	�� ����!�� ������ ��
 ����$�� ����� %��
�

uh(x) − 2πi
eik|x|

k|x| h(x̂) − 2πi
e−ik|x|

k|x| h(−x̂) = O
(

1

(k|x|)2

)
.

�

'���� 	� �� �� ���
 ��� �		���� ��	����% 	� ��� Oh

(
1

(k|x|)2

)
�����

����� ���� ��� Oh

(
1

(k|x|)2

)
���� �� �	
����� ����� �������� ∂rOh

(
1

(k|x|)2

)
=

O
(

1
k|x|2

)
�

������  � ��� ��		� 	� '���� ��( ��� )���	�* ���� ��� ��������
 ���� �����
��������� I1, I2, I3� ���� 	� ����� �� 	� ��� �	��

I =

∫
U

eik|x|bx·p(θ,ϕ)u(x̂, θ, ϕ)
θ
ϕ,

����� u �� ��		��� )����

∂rI =

∫
U

eik|x|bx·p(θ,ϕ)ikx̂ · p(θ, ϕ)u(x̂, θ, ϕ)
θ
ϕ. ����+�

�$



�� ��� ���� 	
 ��� ������� I1 ��� ����� 
�����	� f1(θ, ϕ) := cos θ �	�� �	�
���� ��� ������� �	����� ���� ∇f = 0� �	 ��� ����	� 	
 ��� �����	���
������ ���� ���	�� ������ ������� ���� ���� ������ � �	������ C ���� ����

|∂rI1| ≤
C

k|x|2 .

��� O
(

1
(k|x|)2

)
��� ��� �	 I3 ��

Oh,3

(
1

(k|x|)2

)
= I3 − (2πi)

e−ik|x|

k(|x|)h(−x̂).

 ����

∂Oh,3

∂|x| =

∫
U

eik|x|bx·p(θ,ϕ)ikx̂ · p(θ, ϕ)u(x̂, θ, ϕ)�θ�ϕ

+(2πi)ik
e−ik|x|

(k|x|)h(−x̂) + (2πi)
e−ik|x|

k|x|2 h(−x̂) !"�#$%

&� �	���� ���� �� ��� ������� �	��� (π
2
, 3π

2
) 	
 ��� ������� �� !"�#$%� ��� ���

x̂ · p(θ, ϕ) = −1� ����� �� ��� �	� 
�� ��
�� � 
�� 	
�
����� ���	�� ����

������ ������ ��� 	�� 
��
 
�� 	��
���
�� � 
�� 
� ��	
 
���	 �	 O
(

1
k|x|2

)
�

����� 
�� ��	
 
��� ��  !�"#$ �	 O
(

1
k|x|2

)
� �� 	�� 
��
 ∂|x|Oh,3

(
1

(k|x|)2

)
�	

O
(

1
k|x|2

)
�

��� I2 
��� ��� �� ������� �� � 	������ ��	����

�

%� ������ !�! 
 
�� �������
 ��&� ui(x) = eikx·d ����	���	 � 	��

����
��&�

us(s, d) := Urob,k

(
−(∂ν + λtr )eikx·d

)
.

'� ��(
 �	� � ���)�
* ��&� �	 �� �������
 ���� ��� ��
������ ���
 
��
	��

���� ���� �	� +��	
 �� ��&� 
��
 �� ��	
���
�� 	��
�� �	 � 	��
��
��� 
��
 �
 	�
�	��	 ���������,	 �����
�� ����
���

����� ���� ��� k ∈ R \ {0}� h ∈ L2(S2) ���

usc(x) =

∫
S2

us(x, d)h(d)dH2,  !�!-$

�	
 x ∈ D+� ��� −(Δ+k2)usc = 0 ��� usc �������� �	���
������ 
������	�
�	�����	� ������

�.



������ �� ����� −(Δ + k2)usc = 0 �� 	
���� �
�� −(Δ + k2) �� ��
��������� �	��� �
� ������� � ������� ��� x ∈ D+� �� �
����� ���

Urob,k = (DLk + SLkMλ)B−1
k ,

�
��� B−1
k : H− 1

2 (∂D) → H
1
2 (∂D) �� �� ����� ��� �
��� �	 ε > 0 ����

DLk + SLkMλ : L2(∂D) → C2(B(x, ε))�

��
sup
d∈S2

‖(∂ν + λtr )eikx·d‖
H

− 1
2 (∂D)

< ∞,

�� ��	�
sup
d∈S2

‖Urob,k(∂ν + λtr )eikx·d‖C2(B(x,ε)) < ∞.


�� ���� �� �������� �� �������� ����������� �� ���������� �������� ����
	������� ������ ���  !������ "��#������� ���� �� ��� ��$� ��� ����	���	��
�� ����� % �� ���� ������ ��� �������� �� &'�'()�  ����

−(Δ + k2)usc(x) =

∫
S2

−(Δ + k2)us(x, d)h(d)dH2(d)

= 0,

����� −(Δ + k2)us(x, d) = 0 �� D+ ��� ��� d ∈ S2�

�� ��� ����	���	�� ��� �� ��$�� ������ ��� ��������� �� ��� ����

(∂r − ik)usc =

∫
S2

((∂r − ik)us(x, d)h(d)) dH2(d).

*� ��� '�+
lim
r→∞

r(∂r − ik)us(x, d) = 0

�������� ���� ������� �� x̂ ��� d�  ���� �� ��	�

lim
r→∞

r(∂r − ik)usc(x) = 0 &'�',)

�������� ���� ������� �� x̂� ���� ��� usc �����-�� .��������� ���������
����������

�

/�0� �� ���	� ���� ��� ����������� �������� ��� ��� ��� �������� 	�����
�� ��� ��������  ������1 ��	��

+2



����� ���� ��� h ∈ L2(S2)� ��� �����	
� �
��	
�

usc(x) :=

∫
S2

us(x, d)h(d)dH2(d)

���	����

(∂ν + λtr )usc = −
∫

S2

(∂ν + λtr )eikx·dh(d)dH2(d).

��

�� ��� h ∈ C∞(S2)� R ∈ R �� ���	 �	
� D ⊂ B(0, R) 
�� DR =
B(0, R) \ D �� ����
 B.6 �� ������ �	
� �	� �
� Th : S2 → H1(DR)�
������ ��

Th(d) := us(·, d)h(d)

= Urob,k

(
−(∂ν + λtr )eikx·d

)
h(d),

�� ���	��� ������
���

�� ���� ������ ��������� ��� 
�������
���� Th(d) 
� �������� ���

vn(d) =

in∑
i=1

(Urob,k (−(∂ν + λtr )) eikx·diχΔn,i
,

�	��� (Δn,i)i∈{1,2,...,n} �� 
 �
���������� �� S2 ���	 ��
�(Δn,i) < 1
n
� di ∈ Δn,i


�� χΔn,i
�� �	� �	
�
��������� �������� �� Δn,i �	��� ������ 
 �����
�� C

���	 �	
�
sup
d∈S2

n∈N

‖vn(d)‖H1(DR) < C.  !!"#

$���� �� ������� ���� ��������%� &����
��� '���������� �	������ �	�����
�(� �	
� ∫

S2

Th(d)dH2(d) = lim
n→∞

∫
S2

vn(d)dH2(d).  !!)#

��� X = {u ∈ H1(DR) : −(Δ + k2)u = 0} �	� ����
� �����
���� ����
���
∂ν(D) �
� �� ������ �� X �� �*�
����  "(# �� ��� �	
� ���	 �	�� ���������

�	� ����
��� (∂ν + λtr ) : X → H− 1
2 (∂D) �� ����+������ 
�� ���������� ,�

(vn) ⊂ X� �� ������� ����  !!)# �	
�

I = (∂ν + λtr )

∫
S2

Th(d)dH2(d)

= lim
n→∞

(∂ν + λtr )

∫
S2

vndH2

= lim
n→∞

in∑
i=1

(
−(∂ν + λtr )eikx·di

)
H2(Δn,i)

= lim
n→∞

∫
S2

(∂ν + λtr )vn(d)dH2(d).  !!!#

-.



����� ������ C �	
� ���� �� ��� d ∈ S2 ��� n ∈ N �� ����

‖(∂ν + λtr )vn(d)‖
H−1

2 (∂D)
≤ C.

���
� �� ������	��� �������� ��������
� ������� ���� ��� ����� ��
 !�!!" 
�� �� ��#�� ������ ��� ��������� $� �������� �� ��� d ∈ S2 ��� �	�
%
���� vn(d) 
������ � Th(d)� � ��� �������� (∂ν + λtr )vn(d) 
������ ��

H− 1
2 (∂D) �

(∂ν + λtr )Th(d) = (∂ν + λtr )us(·, d)h(d).

&� 
����	� ��� �������� ��� ���	��  !�!!" ��� ��� ����

I =

∫
S2

(∂ν + λtr )us(·, d)h(d)dH2(d)

=

∫
S2

−(∂ν + λtr )eikx·dh(d)dH2(d).

���� ��

(∂ν + λtr )usc(x) = −
∫

S2

(∂ν + λtr )eikx·dh(d)dH2(d).

��� h ∈ L2(∂D)� ����� �� � ��'	��
� (hn) ⊂ C∞(S2) �	
� ���� hn → h ��
L2(S2)� ���
� �� ����� ��� �'	����  ���" ���� �� H1(DR)

lim
n→∞

∫
S2

Thn
(d)dH2(d) =

∫
S2

Th(d)dH2(d).

(����� �� H− 1
2 (∂D)

lim
n→∞

∫
S2

−(∂ν + λtr )eikx·dhn(d)dH2(d) =

∫
S2

−(∂ν + λtr )eikx·dh(d)dH2(d),

�

(∂ν + λtr )

∫
S2

Th(d)dH2(d) =

∫
S2

−(∂ν + λtr )eikx·dh(d)dH2(d).

�

)��� �� *��� ���� ��� ��� +��� � ��� �
������� ���� us ��
∫

S2 u∞(x̂, d)h(d)dH2(d)�
���� �� � 
������ � ����� !�,�

��������� ��	
 ��� ��� ���	 
� ��� �����
� �
���
�

usc(x) =

∫
S2

us(x, d)h(d)dH2(d)

�

u∞(x̂) =

∫
S2

u∞(x̂, d)h(d)dH2(d)),  !�!�"

����� u∞(x̂, d) � ��� ��� ���	 
� us(x, d)�

-.



������ �� ����� ��	 
�� ��

���� ����� ����� ���� 
�� ��� ���� ���������

us(x, d) =
eik|x|

|x|

(
u∞(x̂, d) + Ok,d

(
1

|x|

))
,

����� 
�� Ok,d

(
1
|x|

)

��� �� ������� ��
� �����
 
� x̂ ��� d� ���� �� ���


��


usc(x) =

∫
S2

us(x, d)h(d)dH2

=
eik|x|

|x|

(∫
S2

uk,∞(x̂, d)h(d)dH2(d) +

∫
S2

Ok,d

(
1

|x|

)
h(d)dH2(d)

)
=

eik|x|

|x|

(∫
S2

uk,∞(x̂, d)h(d)dH2(d) + Ok

(
1

|x|

))
.

�

��� �� ��
����� 
�� ��� ���� �	���
��� ���� �� ��� ���� 
��� �� �������


�� ������� ������� ��� ���� ���� �� ��� ���� �� 
�� ���
 �� 
�� ��� � !�

���� ������ ��� 
�� ��������� ���
 �� 
��� �����
���

����
�� ���� ��� k ∈ R \ {0}� 	
� ��� ��� �������� Fk : L2(S2) →
L2(S2) �� ������ ��

(Fkh)(x̂) =

∫
S2

uk,∞(x̂, d)h(d)dH2(d).

!� ��
� 
��
 �� "�������� ��# 
��  ����� uk,∞(x̂, d) �� �� C∞(S2 × S2)� $���

��� �
 ������� 
��
 Fk �� ����
 ��� 
��
 
�� ������� ��

����� ������� ��

���%������

&� �� ��� �� "�������� ��'( 
�� ��� ���� �� � ��

���� ���� �� � ������
)

���� uh �� ������ Fkh� $�� ��
��� ��������� �� �
�
� 
��� �� � ���������

��������� ���� 	
� ��� ��� �������� Fk ���� �� ������ h �� L2(S2) ��

�
� ��� ��� �� �
� ��������� ����

usc(x) =

∫
S2

us(x, d)h(d)dH2(d).

���
 �� ����� �� ��
���
� ��� 
�� ���� �� 
�� ��� ���� �����
�� Fk ���

��*����
 ������ �� k�

#+



������� ��	
 ��� k ∈ R\{0}� ��� ��	 
��� ��	��	 Fk : L2(S2) → L2(S2)
��� ��� ��������

‖Fk‖L2(S2)→L2(S2) ≤
4π

|k| . ������

�	�� ��� 	
� ������ ���� �� � �����	�� ����

uin(x) =

∫
S2

eikx·dh(d)dH2(d)

���� h ∈ C∞(S2)�

�� ����� ����� �� �� ���	��	�� uin ��

uin(x) = 2πi
eikr

kr
h(x̂) + 2πi

e−ikr

kr
h(−x̂) + Oh

(
1

(kr)2

)
,

����� r = |x|�
�� ����� ��� ��  	�	����� ��!" ��� ��������� #��� �� �� �$������� ��

usc =
eikr

r
(Fkh)(x̂) + Osc,k

(
1

r2

)
.

���� �� �� ���	��	�� ��� �	��� #��� ��	 ��	��� �� 	
��	�� �����

utot = uin + usc

=
eikr

r
v+(x̂) +

e−ikr

r
v−(x̂) + Otot,k

(
1

r2

)
, ����%�

�����

v+(x̂) =
2πi

k
h(x̂) + (Fkh)(x̂) , v−(x̂) =

2πi

k
h(−x̂).

��

Otot,k

(
1

(r)2

)
= Oh

(
1

(kr)2

)
+ Osc,k

(
1

(r)2

)
. ����&�

'�� �	��� #��� �����#�� −(Δ + k2)utot = 0 	 D+( �	 �� ����

0 = lim
R→∞

∫
DR

(
(Δutot)utot − utotΔutot

)
dx

= −
∫

∂D

(
(∂νutot)utot − utot∂νutot

)
dH2 +

+ lim
R→∞

∫
∂B(0,R)

(
(∂νutot)utot − utot∂νutot

)
dH2

= I∂D + lim
R→∞

IR. ������

%)



���� ν ������� �	� �
������ ���� ����� ������ �� �	� ���	 ����������

��� �	� �������� ��������� ∂νutot + λutot = 0 �� ������� �	��

I∂D = −
∫

∂D

(
−λ|utot|2 + λ|utot|2

)
dH2.

�� λ = ikα + β �� ������� �	�� λ − λ = −2ikα ��� 	����

I∂D = 2ik

∫
∂D

α|utot|2dH2. ������

�� ��� ���� �� �	� �������� IR �� �	��	 �	� ����� ���������� ∂ν �� �� ����
�	� ������ !������ ���������� ∂r� ��� �"������ ����#� �� ��� �	��

∂rOtot,k

(
1

r2

)
= ∂rOh

(
1

(kr)2

)
+ ∂rOsc,k

(
1

r2

)
. ����$�

%� &�� ��$�

∂rOh

(
1

(kr)2

)
= O

(
1

kr2

)
��� �� �"������� ���'�� ��� ���(#�

∂rOsc,k

(
1

r2

)
= Ok

(
1

r2

)
, ����(�

�� �� ��� �	��

∂rOtot

(
1

r2

)
= Ok

(
1

r2

)
. ����'�

�����

∂rutot(rx̂) = ik
eikr

r
v+(x̂) − ik

e−ikr

r
v−(x̂) + Ok

(
1

r2

)
.

)� ������� �	��

(∂rutot)utot =

(
ik

eikr

r
v+(x̂) − ik

e−ikr

r
v−(x̂)

)(
e−ikr

r
v+(x̂) +

eikr

r
v−(x̂)

)
+

+Ok

(
1

r3

)
=

ik

r2

(
v+v+ − v−v− + e2ikrv−v+ − e−2ikrv−v+

)
+ Ok

(
1

r3

)
.

���

(∂rutot)utot = (∂rutot)utot

=
−ik

r2

(
v+v+ − v−v− + e−2ikrv−v+ − e2ikrv−v+

)
+ Ok

(
1

r3

)
.

*�



�� ������	� �
��� ��� �����

(∂rutot)utot − (∂rutot)utot =
2ik

r2
(v+v+ − v−v−) + Ok

(
1

r3

)
.

���	�

lim
R→∞

IR = 2ik

∫
S2

(v+v+ − v−v−) dH2

��� �� ������� ��� ��������� ������ ��� ������ �
��

2ik

∫
S2

(
|v+|2 − |v−|2

)
dH2 = −2ik

∫
∂D

α|u|2dH2.

�
�� �� ∫
S2

(
|v+|2 − |v−|2

)
dH2 = −

∫
∂D

α|u|2dH2

≤ 0. ������

�� ��� v+ = 2πi
k

h(x̂) + (Fkh)(x̂) ��� v−(x̂) = 2πi
k

h(−x̂) �� ������ ��� ���
�
��

‖2πi

k
h + Fkh‖L2(S2) ≤ ‖2πi

k
h‖L2(S2).

���	� ��� ��� h ∈ C∞(S2)

‖Fkh‖L2(S2) ≤ ‖2πi

k
h‖L2(S2) + ‖2πi

k
h + Fkh‖L2(S2)

≤ 2‖2πi

k
h‖L2(S2)

=
4π

|k|‖h‖L2(S2).

���	� C∞(S2) ⊂ L2(S2) �� ����� �� 
� �

‖Fk‖L2(S2)→L2(S2) = sup
h∈C∞(S2)

‖Fkh‖L2(S2)

‖h‖L2(S2)

≤ 4π

|k| .

�

�� ������� �
� �	�������! ���	��� �� � ���!���" �� � �� ��������

#�



�� ����� ��	 � 
������ ���� uh ���� ������� h ∈ L2(S2) ��� �����������

uh(x) − 2πi
eik|x|

k|x| h(x̂) − 2πi
e−ik|x|

k|x| h(−x̂) = Oh

(
1

(k|x|)2

)
.

��� ������������� ��������� ���� ��

usc(x) =
eik|x|

|x|

(
Fkh(x̂) + Ok

(
1

|x|

))
,

�� ��� ���� ���� ��

utot = 2πi
eik|x|

k|x|

(
I − ik

2π
Fk

)
h + 2πi

e−ik|x|

k|x| h(−x̂) + Ok

(
1

|x|2

)
. ������

�� ����������� �� ��� 1
|x|

����� ��� �������� ��� ���������� ������� �� ���

�������� S : L2(S2) → L2(S2) ����� ���� ��� 
������ ������� h ��

Sh :=

(
I − ik

2π
Fk

)
h.

��� ������	
��	�� ��� ������	�� �� ��� ����

��	����� ���������

 � !�������"� ��� #�����"� ������ $%&' ��� (�� )�� �������� F �( ��� *����
������ ��� ����� � (������������ ���� �� ��� ������� �� ��� (������ ���+
����, ��� ����( �( ����� (���� ��� ��� (�-�� �� ��� ������� .-� ��������
�� ����� �� ��� k ����������, �� �� ��� (��-���� �� ��/����� ������� ����
�� ��� #����� ������, ����� ��� �� ���� �� ������� ��0	 ����� �� ������ k
��������� ������������ ��������� (�� ��� �������� Ak�

��� Gk �������� ���� ���� ��� *���� ��-����� ��-�� �( � ��-���� u �(
��� �1������ ������ �� ��� (�� )�� u∞ �( ��� ��-�����

������� ��	
 ��� k ∈ R\{0}� ��� ��	 
��� ��	��	 � ��� ���� �	����

Fk : L2(S2) → L2(S2) ��� �� ����	���� ��

Fk = −GkA
∗
kG

∗
k, ����2�

���	�

Ak := (Λk,+ + λI)[Sk(Λk,+ + λI) + I]. ����3�

�� k2 �� �� � ��	������ ���������� � −Δ �� D� ��� ��	��	 Ak ��� �� �	�����

��

Ak = (Λk,+ + λI)Sk(Λk,− + λI)∗. ����4�
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������ ���� k2 �� ��� 	 
������� ������	�� �� −Δ �� D� �� �	� �������
��� �	� ��� �� ��� ��	������ �	�� �	�� ���� ����	���� Gk� Λk,− 	�

uk,∞(·, d) = −Gk(Λk,− + λI)eikx·d.

�� ��� �������� �	�� �� 	 ������� �	��

Hkh(x) :=

∫
S2

eikx·dh(d)dH2, ���� !

���� h ∈ L2(S2)� ���� "# $���	�# ��%�

−Gk(Λk,− + λI)Hkh = Fkh.

�����
Fk = −Gk(Λk,− + λI)Hk. ���&'!

(�� 	 ψ ∈ L2(∂D)

H∗
kψ(d) =

∫
∂D

e−ikd·yψ(y)dH2(y),

����� �� ��� �	� ��� �� ��� ����� 	#�� SLkψ� ����� �� ��� ��	�

H∗
k = Gk(Λk,+ + λI)Sk

	��
Hk = S∗

k(Λk,+ + λI)∗G∗
k.

�� ����� ���� ���&'! ��	�

Fk = −Gk(Λk,− + λI)S∗
k(Λk,+ + λI)∗G∗

k,

����� ����� �� ��� �	������	���� ���� �����	 ����)! ��� ��� ����	��� Ak�

*# ��� +��� ��	���� ���,!

(Λ−k,− − Λ−k,+)S−k = I,

����� (Λ−k,− − Λ−k,+)S−k : H
1
2 (∂D) → H

1
2 (∂D)� *# �	-��� 	�+���	��� ��

"��� ����� �� ��� ��	�
Sk(Λk,− − Λk,+) = I,

����� Sk(Λk,−−Λk,+) : H− 1
2 (∂D) → H− 1

2 (∂D)� .���� Λk,− �� ���/	�+���� ��
��� ��	�

Ak = (Λk,+ + λI)[Sk(Λk,+ + λI) + I].

00



��������� Sk �	
 Λk,+ ��� ��	��	�� ���� ������� �� ��� ��������� k� �� ��
��� ���� ������	 ������ ���� �������� Ak �� ���� �� ��� �
�	���� ���� 
���	

��	��	���� �	 k� �� ��������� ��� ��� �������� B−1

k 
���	
� ��	��	����
�	 k� �� �� ������� ���� ������	 �� ! ���� ��������� Gk �	
 G∗

k 
���	

��	��	���� �	 k� "�	�� Fk = Gk(∂ν + λtr ) �� ��� ���� Fk ���� 
���	
�
��	��	���� �	 k�

#�� �������$����	
Fk = −GkA

∗
kG

∗
k

���
� ��� ��� k ∈ R \ {0} ���� ��� 	�� %�������� ����	&���� �� −Δ �	 D� '��
��� ��������� �	 ��� �������$����	 ���(!� 
���	
 ��	��	���� �	 k� �� �� ���
���� ��� �������$����	 ���
� ��� ��� k ∈ R \ {0}�

�

)� ���&� 	�*� � ������&�	��� �	������� ��� ��� ��

�� �������� Ak� #��� ��
�	�����
 +� ,��	+���-� .�����-� ������� /012� ����� �� ���� 
���&� ��� ����3
��&�	��� ���� � 
�4���	� ���� �� ������	 ���(�� ���	 ��� 
�	� �	 ,��	+���-�
�	
 .�����-� �������� )� 
� �� ���� ��� +����� �� �	������ ���� ���	�� �	 ���
k 
���	
�	�� �	
 �� ��	� �� ��&� � k3
���	
�	� �������� ��� ��� ������&����

����� ���� ��� ψ ∈ H− 1
2 (∂D)� ���� �	
 ��� k ∈ R \ {0}

−Im (ψ, Skψ)
H− 1

2 ×H
1
2 (∂D)

= k‖GD,kSkψ‖2
L2(S2),

��
� GD,k �� ��� G 	��
��	
 	� ��� ��
������ �
	�����

�
		�� 5�� v = SLkψ �	 R3� �� ��� ��� �������	� ���!� �	
 ���0� �� ���
��	��� ����� ��������

ψ = (∂−
ν − ∂+

ν )v.

6�	�� +� ��� 
�7	����	 �� ��� 	����� 
���&���&�� ∂−
ν �	
 ∂+

ν � ������	� �0���
�	
 �0�(� ��������&���� �� ��&�

(ψ, Skψ)
H− 1

2 ×H
1
2 (∂D)

=
(
(∂−

ν − ∂+
ν )v, tr v

)
H− 1

2 ×H
1
2 (∂D)

=

∫
D∪DR

(
|∇v|2 − k2|v|2

)

x +

+

∫
∂B(0,R)

(∂νv)vdH2. ���(!�

8	����	 v �����7��

(∂ν − ik)v(x) = Ok

(
1

R2

)
,

�9



��

(∂νv)v = (∂ν − ik)vv − ik|v|2

= −ik|v|2 + Ok

(
1

R3

)
, ������

�	
�� � ��� ��� ���� ��������	��� ������ �� ���� v = O
(

1
R

)
�

�	�� ��� ��� ���� ��������	��

v =
eik|x|

|x|

(
v∞(x̂) + Ok

(
1

R

))
�� ���� ��� ����

|v(x)|2 =
1

|x|2

(
|v∞(x̂)|2 + v∞(x̂)Ok

(
1

|x|

)
+ v∞(x̂)Ok

(
1

|x|

)
+

(
Ok

(
1

|x|

))2
)

.

��
��

lim
R→∞

∫
∂B(0,R)

|v(x)|2dH2(x) = lim
R→∞

1

R2

∫
∂B(0,R)]

|v∞(x̂)|2dH2(x̂)

=

∫
S2

|v∞(d)|2dH2(d).

�
� �� ��� ���� � �����	�
� ���� � �
� ������ �� ����

−Im (ψ, Skψ)
H

− 1
2 ×H

1
2 (∂D)

= k lim
R→∞

∫
∂B(0,R)

|v(x)|2dH2(x)

= k

∫
S2

|v∞(d)|2dH2(d).

�

!�"� �� ����� ��� �����	��
��� ������ ��� ��� �������� Ak�

������� ��	
 ��� k ∈ R \ {0}� ��� ��		
� ������ Ak �� 	������������

������ �������� �� k > 0 ��	 �

 ψ ∈ H
1
2 (∂D)

−Im (Akψ, ψ)
H

− 1
2 ×H

1
2 (∂D)

≥ kα0‖ψ‖2
L2(∂D) ����#�

��	 �� k < 0

−Im (Akψ, ψ)
H

− 1
2 ×H

1
2 (∂D)

≤ kα0‖ψ‖2
L2(∂D). ������

$%



������ �� ���� ����	� �
�� k2 �� �� � �����
��� ���������� � −Δ� �� �����
��	 �
� ��	� ������� ����� �
��

(Λk,− − Λk,+) Sk = I.

�� ��� ��	 ������� ������ �
��

Ak = (Λk,− + λI)Sk(Λk,− + λI)∗ − (Λk,− − Λk,+)Sk(Λk,− + λI)∗

= TSkT
∗ − (Λk,− + λI), ��� ��

�
��� T = (Λk,− + λI)�

!" #�		� ��$� �� ��� ψ ∈ H− 1
2 (∂D)

−Im (ψ, Skψ)
H− 1

2 ×H
1
2 (∂D)

= k‖GD,kSkψ‖2
L2(S2).

%������ Λk,− �� ����&�'����( �� �
� ����� � ������� �)���( � �� ��� ϕ ∈
H

1
2 (∂D) �� 
���

Im (Λk,−ϕ, ϕ)
H

− 1
2 ×H

1
2 (∂D)

= 0.

*���� +" ��� �� �� 
��� �� k > 0

−Im (Akϕ, ϕ)
H

− 1
2 ×H

1
2 (∂D)

= −Im (SkT
∗
k ψ, T ∗

k ψ)
H

− 1
2 ×H

1
2 (∂D)

+

+Im (Λk,−ϕ, ϕ)
H

− 1
2 ×H

1
2 (∂D)

+ Im(λϕ, ϕ)L2(∂D)

≥
∫

∂D

kα(x)|ϕ(x)|2dH2(x)

≥ kα0‖ϕ‖2
L2(∂D). ���  �

,� k < 0 �� 
��� ��������"

−Im (Akϕ, ϕ)
H

− 1
2 ×H

1
2 (∂D)

≤
∫

∂D

kα(x)|ϕ(x)|2dH2(x)

≤ kα0‖ϕ‖2
L2(∂D). ��� -�

.���� �
� ������ Ak �� �������� ���
 ������� � �
� k �����+�� ��' �����
�
� �����
���� ����������� � −Δ ��	 � '������� ���( �� ��� �
�� �
� �������&
����� ���  � ��' ��� -� 
�' �� ��� k ∈ R \ {0}�

�

�� 	������" +�
 ��'�� � ������� ���� � ���
 sign(−k) ��' ��/� �
� �	��&
����" ����� �
��
 "���'�

Im (sign(−k)Fk) = Gk(sign(−k)ImAk)G
∗
k. ��� ��

�0



�� ���� ����	� 	
� ������� �����	�� (sign(−k)ImAk) ��	
 Bk� ��	
 	
��
��	�	��� ��� k ∈ R \ {0} 	
� ��������	��� ������ ��� ������ ��� ���		�� ��

(Bkψ, ψ)
H− 1

2 ×H
1
2
≥ |k|α0‖ψ‖2

L2 . ������

�
� ���������� �� 	
� L2 ���� �� 	
� ���
	�
��� ���� �� ����	��� ������
�������� ���� ���������	���� �� ���� 	
�� ������� � !��	 ������ �� "����
��#� 	
�	 Bk �� ���	������ ���� L2(∂D) 	� �	����� �
�� �� ���� �������

�� �
����� ��#$ 	� ���� 	
� ������	 Ran
(
Gk|L2(∂D)

)
= Ran

(
F

1
2

k

)
� %�

����	��� 	� 	
��� �����	� �� ���� ���� ���� ��	���	�� 	
�	 ������ �� 	
�
��� ������ k �� ����� 	� �������	� 	
� �������� ���� ��� �� 	
� ������
��������

�� ���� 	
� ���	����	 �� 	
� �����	�� Bk �� ���� � ��� ������	��� �� 	
�
&����
��	�	��'������ ��� Λk,+ : H

1
2 (∂D) → H− 1

2 (∂D) ��� 	
� �����	��
Sk − S∗

k( �
��
 ���� �� ��������� �� "����� ��#) 	� ��##� �� �	��	 ��	
 �
���������	��� ��� 	
� &����
��	�	��'������ ����

����� ���� ��� ��� k ∈ R \ {0} ��� 	
�
��������������� ��� Λk,+ :

H
1
2 (∂D) → H− 1

2 (∂D) ���
���� Λ∗
k,+ = Λ−k,+ ��� ��� ��� ��������
�
��

Λk,+ =
1

2
[(Λk,+ + Λ−k,+) + (Λk,+ − Λ−k,+)] ,

����� �������� Lk = Λk,+ + Λ−k,+ : H
1
2 (∂D) → H− 1

2 (∂D) 
� �������
�

��� ��� �������� Kk = Λk,+ − Λ−k,+ 
� ����
����� L2(∂D) → L2(∂D) ���

���
����

‖Kk‖L2(∂D)→L2(∂D) ≤ C〈k〉2.

������ �� !��	 �
�� 	
� ����	��� Λ∗
k,+ = Λ−k,+( �
��� Λ∗

k,+ �� 	
� ����

�����	�� ��	
 ������	 	� 	
� H− 1
2 (∂D) × H

1
2 (∂D) ������	 � "�	 ϕ1, ϕ2 ∈

H
1
2 (∂D) ��� uϕi

��� i ∈ {1, 2} �� ����	���� 	� 	
� �*	����� &����
��	 �������
������ ���
 	
�	 tr uϕi

= ϕi� �� ���� +����,� -����� �
����� �� DR =
B(0, R) \ D ��� ��	���

(Λk,+ϕ1, ϕ2)
H− 1

2 ×H
1
2
− (ϕ1, Λ−k,+ϕ2)

H− 1
2 ×H

1
2

=∫
∂B(0,R)

(
(∂ruϕ1)uϕ2 − uϕ1(∂ruϕ2)

)
dH2. ���$)�

. -���������,� �����	��� �����	��� ��� i ∈ {1, 2}

∂ruϕi
= ikuϕi

+ vi,

/0



����� vi �� �� ��	�� o(|x|−1)
 ����

(Λk,+ϕ1, ϕ2)
H− 1

2 ×H
1
2
− (ϕ1, Λ−k,+ϕ2)

H− 1
2 ×H

1
2

=

∫
∂B(0,R)

(v1uϕ2 − uϕ1v2) dH2.

��
���
���� ������� ����	 ������� ��	 ���������	�� ��	������ ��	����� �� ��
���� �� �� 	��� �� ���� �� ����� !
"# ��� C2 ��� ������ ���� ��� ��� R � � ����
D ⊂ B(0, R) �� ��$� uϕi

∈ L2(∂B(0, R)) ���� ‖uϕi
‖L2(∂B(0,R)) < C� �����

C 	��� ��� 	�%��	 �� R


&' ������(�� )����∫
∂B(0,R)

|vjuϕi
|dH2 ≤ ‖vj‖L2(∂B(0,R))‖uϕi

‖L2(∂B(0,R)). ��
�!�

*� ��� ��+��,���	 ��	� �� �� ����� ��
�!� ��� -��� ���� ���	� �� (��� ��
R → ∞ ��	 ��� ����	 ���� �� .� �	�	� �� ��� ����+��� �� ��� ����,���	
��	� ���	� �� (��� �� R → ∞
 �� �%%�' ���� ����� �� ��
��� ��	 ��� ����

(Λk,+ϕ1, ϕ2)
H− 1

2 ×H
1
2

= (ϕ1, Λ−k,+ϕ2)
H− 1

2 ×H
1
2
. ��
�/�

0��� ��
�/� �� ������� ���� Λ∗
k,+ = Λ−k,+ ��	 �� ��� ���� ��� �%������

1
2
(Λk,+ + Λ−k,+) �� �'������


�� ��1� %��$� ���� ��� �%������ 1
2
(Λk,+ − Λ−k,+) : L2(∂D) → L2(∂D) ��

����� � �
 �� ���� ��	 �� ����	�� ��� 2������� %��.���⎧⎪⎨⎪⎩
−(Δ + k2)uf

k = 0 �� D+

uf
k|∂D = f

limr→∞ r
(
∂ru

f
k − ikuf

k

)
= 0,  �������' �
�
�
 x̂ ∈ S2

��� f ∈ H
1
2 (∂D) ��	 k ∈ R \ {0}


)�� χ ∈ C∞
0 (R3) .� � � ���� χ ≡ 1 �� � ���+�.� ����	 �� D ��	 w =

χ(uf
k − uf

−k)
 ��� ������� w �����-��⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−(Δ + k2)w = ∇χ · ∇

(
(uf

k − uf
−k

)
+(Δχ)

(
(uf

k − uf
−k

)
�� D+

w|∂D = 0, w|B(0,R) = 0.

�� 	����� Fk := ∇χ · ∇
(
(uf

k − uf
−k

)
+ (Δχ)

(
(uf

k − uf
−k

)



3!



�� ��� �������	 
�����
�� ���������� ���� ���� ����
�� ������� ��� ��� ����

‖w‖H2(DR) ≤ C〈k〉2
(
‖Fk‖L2(DR) + ‖w‖L2(DR)

)
≤ C〈k〉2‖f‖

H
1
2 (∂D)

,

���	� � ����
�� ���� ��� �������� ���
���
 Uk ��������

‖Ukf‖H1(DR) ≤ C‖f‖
H

1
2 (∂D)

.

��
∂νw = (Λk,+ − Λ−k,+) f,

 � ����	� ���� Kk = 1
2
(Λk,+ − Λ−k,+) : H

1
2 (∂D) → H

1
2 (∂D) �� �������

 ��� ‖Kk‖ ≤ C〈k〉2�
�� ��!� −Kk = K∗

k �  ��	� �� � ��������� ������� "
�� H− 1
2 (∂D) ��

H− 1
2 (∂D)  ��� ‖K∗

k‖ ≤ C〈k〉2� �� ����
������� ��#� ����
�� ��$���� ��� ���

Kk : H
1
2 (∂D) → H

1
2 (∂D) ��� Kk : H− 1

2 (∂D) → H− 1
2 (∂D) ���  � ��� ����

Kk : L2(∂D) → L2(∂D) �� �������  ���

‖Kk‖L2(∂D)→L2(∂D) ≤ C〈k〉2.

�

����� ���� ��� D �� � ����	�	 C2 	�
���� �� s ∈ [−1
2
, 3

2
] ��� ���

����������������
��� 
�� Λk,+ ��� �� ��������� Λk,+ : Hs(∂D) → Hs−1(∂D)�
����� ��������

‖Λk,+‖Hs(∂D)→Hs−1(∂D) ≤ C〈k〉2.

������ %�� ϕ ∈ H
3
2 (∂D)� uϕ = Ukϕ� R �� ��	� ���� D ⊂ B(0, R) ���

χ ∈ C∞
0 (B(0, R))  ��� χ ≡ 1 �� � ��������
���� �" D� &� χuϕ ��������{

Δ(χuϕ) = (Δχ)uϕ + 2∇χ · ∇uϕ − k2χuϕ �� DR

(χuϕ)|∂D = ϕ (χu)|∂B(0,R) = 0.

'� "���� � "
�� ��(� ����
�� ��$�)� ����

‖χuϕ‖H2(DR) ≤ C
(
〈k〉2‖uϕ‖L2(DR) + ‖uϕ‖H1(DR) + ‖ϕ‖

H
3
2 (∂D)

)
≤ C〈k〉2‖ϕ‖

H
3
2 (∂D)

, *����+

���	� � ����
�� ����  � ��!�

‖Ukϕ‖H1(DR) ≤ C‖ϕ‖
H

3
2 (∂D)

,�



��� ��� ϕ ∈ H
3
2 (∂D)�

�� �����	
 ���� ������� ������ ����

‖∂νuϕ‖
H

1
2 (∂D)

≤ C〈k〉2‖ϕ‖
H

3
2 (∂D)

.

�����
‖Λk‖

H
3
2 (∂D)→H

1
2 (∂D)

≤ C〈k〉2. ������

���� ��� ��������� �� ��� ������� (Λk)
∗ : H− 1

2 (∂D) → H− 3
2 (∂D) �� �����	


���� �� �
 ���������
 ��� ���� ‖(Λk)
∗‖ = ‖Λk‖� �� ��� ����� ���� �� ��� 

���� ����!� Λk = (Λ−k)
∗ 
� 	� 
�� ���� Λk ��
 �� �"���
��� Λk : H− 1

2 (∂D) →
H− 3

2 (∂D)# 	���� 
���
��


‖Λk‖
H

− 1
2 (∂D)→H

− 3
2 (∂D)

= ‖(Λ−k)
∗‖

H
− 1

2 (∂D)→H
− 3

2 (∂D)

= ‖Λ−k‖
H

3
2 (∂D)→H

1
2 (∂D)

≤ C〈k〉2 ����$�

�� ������� ������� %� �����&�����# '!(# )������ *���*+# ���	��� �������

������ ��� ����$� ��� 
�� ����

‖Λk‖Hs→Hs−1 ≤ C〈k〉2,

��� s ∈ [−1
2
, 3

2
]�

�

%� 	��� &��,� ��"� � ���������� ��
��� ��� ��� �&������ Sk−S∗
k� )��
 ��-�
 ��

&�

���� �� �
� ��� ���� ���� ��� �&������ Bk �
 � 
���������� �� �� �&������
��� ��
 �����.��� �� ��� &���� �� ��� ���������� �� Bk : L2(∂D) → L2(∂D)�

����� ���� ��� D �� � ����	�	 C2 	�
��� ��	 k ∈ R� ��� Sk − S∗
k =

Sk − S−k : H−1(∂D) → H2(∂D) ����

‖Sk − S∗
k‖H−1(∂D)→H2(∂D) ≤ C(1 + k2)2.

������ /�� �
 ��
� ���
���� ��� �&������ Gk − G(−k) = (Φk − Φ−k)∗� )�
���
 ��� ��� R �� 
��� ���� D ⊂ B(0, R)# v ∈ L2(B(0, R))# w1 = Gkv ���
w2 = G−kv� )��� �� R3 	� ��,�

−(Δ + k2)w1 = v = −(Δ + k2)w2

0�



��� u = w1 − w2 ��������

−(Δ + k2)u = 0.

	�
� �� ��� ������ ��������� ���������� �� ���� ������� ����� �� ��!�

‖u‖H4(B(0,R)) ≤ C〈k〉2‖u‖H2(B(0,R+1))

≤ C〈k〉4‖u‖L2(B(0,R+2))

≤ C〈k〉4‖v‖L2(B(0,R)),

����� "� #����$� ���� Gk : L2(B(0, R)) → L2(B(0, R + 2)) �� �� ��� �� ���
����% �% ������� �����

&���� Gk − G−k : L2(B(0, R)) → H4(B(0, R)) ����

‖Gk − G−k‖L2(B(0,R))→H4(B(0,R)) ≤ C〈k〉4. '(���)

*�� �� �������� ��� �������� Tk = χ(Gk −G−k)χ� ����� χ ������� ��������+
���� "� %������� χ ∈ C∞

0 (B(0, R)) ���� ��� �������� χ ≡ 1 �� � �����"���+
���� �% D� ,��� �-������ '(���) �� %���� ����

‖Tk‖L2(R3)→H4(R3) ≤ C‖Gk − G−k‖L2(B(0,R))→H4(B(0,R))

≤ C〈k〉4. '(��.)

/� ��!� T ∗
k = −Tk� �� �� ��!� �� �
������� Tk : H−4(R3) → L2(R3) ����

‖Tk‖H−4(R3)→L2(R3) = ‖Tk‖L2(R3)→H4(R3)

≤ C〈k〉4. '(��0)

/� ����������� ��0� ������� ��1�� � "������ �-������� '(��.) ��� '(��0) ���

��� ���� Tk : H− 3
2 (R3) → H

5
2 (R3) ����

‖Tk‖
H

−3
2 (R3)→H

5
2 (R3)

≤ C(1 + k2)2.

*�� �� ��������
Sk − S−k = tr Tktr

∗ .

#���� tr∗ : H−1(∂D) → H− 3
2 (R3) ��� tr : H

5
2 (R3) → H2(∂D) �� %���� ����

Sk − S−k �� H−1(∂D) → H2(∂D) ����

‖Sk − S−k‖H−1(∂D)→H2(∂D) ≤ C〈k〉4.

�

.1



��� ���� �	 
� ���� 
��
 
� ����	 �� Im(Fk) ��� Gk �� 
� 	��� ���
� �� 
� 	
��� 
� ����
��

Bk = sign(−k)Im(Ak)

= sign(−k)
1

2i
(Ak − A∗

k)

��� ���	���

���� Ak : H
1
2 (∂D) → H

1
2 (∂D) ��� A∗ : H− 1

2 (∂D) → H− 1
2 (∂D) � 	


��
 Bk : H
1
2 (∂D) → H− 1

2 (∂D) �	 ���
�����	� �� 
� ��
 ���� � ��
��� � 	
���
� ������� �����
� ��� Bk 
��
 �	 �

� 	��
� ��� ��� �	���	
�������� 
� ����	 �� Im(Fk) ��� Bk�

����� ���� �������� Bk �	 
��������	 L2(∂D) → L2(∂D) ���

‖Bk‖L2(∂D)→L2(∂D) ≤ C〈k〉8. ���� !

������ �� 
��	 ����� Λk,+ = Λk� " �	 
� ���
���#�
��� ���$%! 
� 	 
��


Ak = (Λk + λI)[Sk(Λk + λI) + I]

A∗
k = [I + (Λk + λI)∗S∗

k](Λk + λI)∗.

&� ������	�
��� Λk = Kk + Lk �� '��� ��( �����	

Ak − A∗
k = [(Λk + λI) − (Λk + λI)∗] + Lk(Sk − S∗

k)Lk + LkSk(K + λI) +

+(Kk + λI)Sk(Λk + λI) + LkS
∗
k(Kk + λI)∗ +

+(Kk + λI)∗S∗
k(Λk + λI)∗. ����)!

*�
 � ���� ���� 
��
 ��� 
�� �� ����)! �	 ������ ���� L2(∂D) 
�
L2(∂D)�

" ���
(Λk + λI) − (Λk + λI)∗ = 2Kk + (λ − λ)I,

��� λ �	 � C2 ����
���+ 	� �� '��� ��( � ���

‖(Λk + λI) − (Λk + λI)∗‖L2(∂D)→L2(∂D) ≤ C〈k〉2.

,� '��� ��() � ��� ‖Lk‖L2→H−1 ≤ C〈k〉2 ��� ‖Lk‖H1→L2 ≤ C〈k〉2� ,�
'��� ��((+ ‖Sk − S∗

k‖H−1→H2 ≤ C〈k〉4+ 	� � 	 
��


Lk(Sk − S∗
k)Lk : L2(∂D)

Lk→ H−1(∂D)
Sk−S∗

k−→ H2(∂D)
Lk→ H1(∂D) ↪→ L2(∂D),

�-



��� ����

‖Lk (Sk − S∗
k)Lk‖L2(∂D)→H1(∂D) ≤ C〈k〉8.

�� �	

� ���� ‖Kk‖L2→L2 ≤ C〈k〉2� �� ��������� ���� ‖Sk‖L2→H1 ≤ C〈k〉2
��� �� �	

� ���� ‖Lk‖H1→L2 ≤ C〈k〉2� �� �	 �		 ����

LkSk(Kk + λI) : L2(∂D)
Kk+λI−→ L2(∂D)

Sk→ H1(∂D)
Lk→ L2(∂D)

��� ����

‖LkSk(Kk + λI)‖L2→L2 ≤ C〈k〉6.
�� �	

� ���� ‖Λk‖L2→H−1 ≤ C〈k〉2� �� ��������� ���� ‖Sk‖H−1→L2 ≤
C〈k〉2 ��� �� �	

� ���� ‖Kk‖L2→L2 ≤ C〈k〉2� �� �	 �		 ����

(Kk + λI)Sk(Λk + λI) : L2(∂D)
Λk+λI−→ H−1∂D

Sk→ L2(∂D)
Kk+λI−→ L2(∂D)

��� ����

‖(Kk + λI)Sk(Λk + λI)‖L2(∂D)→L2(∂D) ≤ C〈k〉6.
�� �	

� ���� ‖Kk‖L2→L2 ≤ C〈k〉2� �� ��	��	
 ���� ‖S∗

k‖L2→H1 ≤ C〈k〉2
��� �� �	

� ���� ‖Lk‖H1→L2 ≤ C〈k〉2� �� �	 ���	

LkS
∗
k(Kk + λI) : L2(∂D)

Kk+λI−→ L2(∂D)
S∗

k→ H1(∂D)
Lk→ L2(∂D)

���

‖LkS
∗
k(Kk + λI)‖L2(∂D)→L2(∂D) ≤ C〈k〉6.

�������� �� �	

� ���� ‖Λk‖L2→H−1 ≤ C〈k〉2� �� ��������� ���� ‖S∗
k‖H−1→L2 ≤

C〈k〉2 ��� �� �	

� ���� ‖Kk‖L2→L2 ≤ C〈k〉2� �� �	 ���	

(Kk + λI)∗S∗
k(Λk + λI)∗ : L2(∂D)

Λk+λI−→ H1(∂D)
S∗

k→ L2(∂D)
(Kk+λI)∗−→ L2(∂D)

���

‖(Kk + λI)S∗
k(Λk + λI)∗‖L2(∂D)→L2(∂D) ≤ C〈k〉6.

�	��	 �	 ���	

‖Bk‖L2(∂D)→L2(∂D) = ‖ImAk‖L2(∂D)→L2(∂D)

≤ C〈k〉8.

�

� 



��� �� ��� �	
��	����� �� ��

	 ���� �� ��	� �� ��� �	�����	���� Im (sign(−k)Fk) =
GkBkG

∗
k �� 	� �	�� Bk �� �� ��� ���������� Bk|L2(∂D) 	�� ��� ����	��� G∗

k

�� �� ��� 	������ �� Gk|L2(∂D)� ���� 	����	� �� �	��� �� ������ ��� 	�� �	���
��� ��� �� ��� ����	��� 	������

���� ��� �������� �� Bk : L2(∂D) → L2(∂D) �� 	�� 	��� �� ���!� ���
����!����� �� ��� ����	��� Im (sign(−k)Fk)" ���� �� �	�� �� ��� ��������#
��

	�

������� ��	� �������� Im(sign(−k)Fk) : L2(S2) → L2(S2) �	 	�
���������

������� �� ��	������

������ ����	��� Im(sign(−k)Fk) : L2(S2) → L2(S2) �� ������� 	�� � 
$

����" �� �� �� ����$	�������

�� ���!�� �� %�����	� ��& ��	� ��� ������ u∞(x̂, d) �� ��� �	� ���� ����	���
Fk �� �� C∞(S2 × S2)" �� �� ��� ��	� �� �	�

Fk : L2(S2) → C∞(S2) ↪→ L2(S2), '��(�)

����� ��� �
������# �� �
�	�� *��� Fk �� �
�	�� ��� ������ �� F ∗
k ��

u∞(d, x̂)" �� �� ��� ���� ��� �	
� 	�#�
��� ��	� F ∗
k �� 	��� �
�	�� *���

Im(sign(−k)Fk) �� �
�	��

��� k > 0� ��� �	�����	����

Im(sign(−k)Fk) = GkBkG
∗
k '��(�)

	�� ��� ����!����� �+�	���� '��,-) �
�� ��	� ��� 	�� h ∈ L2(S2) �� �	!�

(Im(sign(−k)Fk)h, h)L2 = (GkBkG
∗
kh, h)L2

= (BkG
∗
kh, G∗

kh)L2

≥ |k|α0‖G∗
kh‖2

L2.

�

�� �	!� ���� ��	� ��� ����	��� Bk : L2(∂D) → L2(∂D) �� ���������� .� ��
	��� �� ����$	������" �� 	� 	��� ��� �����	� 	�����" ��� ��#� /�&" �������
01�� 	�� 01�2�3� 1� �����	� 	����� �� �4����� �������� �� 	� ����	��� T
	� 	� ����#�	�

f(T ) =

∫ ∞

−∞

f(λ)dP (λ),

����� P �� ��� ���+�� ���������� �� ������� ��	� #�!�� ��� �����	� ����������
�� ��� ����	��� T �

�� #	���� ��#����� 	 ��� ���������� �� ��� ����	��� B
1
2
k �� ��� ��4� ��

	�

((



����� ���� ��� k ∈ R \ {0}� ��� ���	
��	 Bk �� ���	����� 
� �
� 


���	����� ���
	� 	��� B
1
2
k ����� �
������ ��	 
�� ψ ∈ L2(∂D)

C〈k〉4‖ψ‖L2(∂D) ≥ ‖B
1
2
k ψ‖L2(∂D) ≥ (|k|α0)

1
2‖ψ‖L2(∂D). ������

�	���� ��� k ∈ R \ {0}� 	
�� ������� ������ ��� ��� ���������� �� Bk :
L2(∂D) → L2(∂D) �� ������� ���� ��
 ��� ψ ∈ L2(∂D)

(Bkψ, ψ)L2(∂D) ≥ kα0‖ψ‖2
L2(∂D). ������

���
���
 Bk �� ������� ���� ���

‖Bk‖L2(∂D)→L2(∂D) ≤ C〈k〉8,

�� �� ������� �
�� ������ ����

Bk =

∫ C〈k〉8

α0k

s�P (s).

	�������� s → s−1! s → s
1
2 ��� s → s−

1
2 �
� "������ �� [α0k, C〈k〉8]! �� ��

��� ��
� ��� ���
���
� B−1! B
1
2 ��� B− 1

2 � #���� ��� �������� s → s
1
2 ���


��� $����� �� [α0k, C〈k〉8]! ��� ���
���
 B
1
2
k �� ������� ���� ��� �� ��$�

‖B
1
2
k ψ‖2

L2(∂D) = (Bkψ, ψ)L2(∂D)

≥ kα0‖ψ‖2
L2(∂D),

"� ��������� �������

	
�� ��� �����
�� 
��
����������

B
1
2
k =

∫ C〈k〉8

α0k

s
1
2 �P (s)

�� ��� ����
 ����
‖B

1
2
k ‖L2(∂D)→L2(∂D) ≤ C〈k〉4.

%���� B
1
2
k �����&�� �������

�

'�� ��(� 
����� 
�)�
���) ��� �
���
���� �� Im(Fk)
1
2 ��� Gk ���� "� ������ ��

�
�$��) ���� ��� 
��)�� �� ����� ���
���
� �
� ��� ���� �� '���
�� ��*+�

��



������� ��	
 ��� k ∈ R \ {0}� ������	�
 Im(Fk) : L2(S2) → L2(S2)�
Gk : L2(∂D) → L2(S2) �� G∗

k : L2(S2) → L2(∂D) ��� ��������� �� ����

��
� �����
�

��		�� ������� ��	� 
�� ���� ϕ ∈ L2(∂D) � �	�� Gkϕ = 0� �� ��� �	�
���� �������� ��� uϕ �� ��� �������� Uk,robϕ� ���	���� Gkϕ = 0 ��	�� ��	�
��� 
	� ���� uϕ,∞ ≡ 0� ���� ������� �� ��������� ����	� � !� ����	 "�  #�
��	� uϕ = 0 �� D+� $���� 	��� ��� ����� �����	�� �	���� �
 uϕ 	�� %����

��	� �� ϕ = 0� $���� Gk �� ��&������ 	�� Ran (G∗
k) = N(Gk)

⊥ = L2(∂D)�
��	� �� ��� �	�'� �
 G∗

k �� ������

(� ��)� ����� ��	� ��� �	�'� �
 Gk �� ������ �� ���� ��� � ����� ���
����	��� T : L2(B) → L2(S2)� ���� �	�� 	 ������ h ∈ L2(B) 
��� 	
���	�� B ⊂⊂ D �� ��� 
	� ���� �


uh(x) =

∫
B

Φk(x, y)h(y)dy.

��	� ���

Th = uh,∞(x̂)

=

∫
B

Φk,∞(x̂, y)h(y)dy,

���� Φk,∞(x̂, y) = 1
4π

e−ikbx·y�

��� 	�&���� �
 T ∗ : L2(S2) → L2(B) �	�� p ∈ L2(S2) ��

T ∗p(y) =

∫
S2

Φk,∞(x̂, y)p(x̂)dH2(x̂)

=
1

4π

∫
S2

e−ikbx·yp(x̂)dH2(x̂). *!�+,-

��� 
������� T ∗p �� ��	� 	�	������ �� � ��� �� 	�	����� �������	���� ��	�
T ∗p = 0 �� B ������� ��	� T ∗p = 0 �� R3� .� � !� ������� /� 0# ����
������� ��	� p = 0� $���� T ∗ �� ��&������ 	�� Ran (T ) �� ������

��� ����������� �
 uh �� D+ �� 	 �������� �
 ��� ����� ������� *!�!-� $����
� ��� ��	� Ran (T ) ⊂ Ran (Gk) 	�� 	��� ��	� Ran (Gk) ⊂ L2(S2) �� ������

��� �	�'� �
 Gk �� ������ �� �� 
����� ��	� G∗
k �� ��&�������

1�)� � ��� ����� ��	� Im(Fk) �� ��&������ 	�� ��	� �� �	� 	 ����� �	�'��
.� ���	���� *!�,+-

Im(Fk) = −GkBkG
∗
k

23



�� ����� ��	
 ��� ������ Bk �� ���������� � Im(Fk) �� ��������� �� �� �� �
��������� � ����� ��������� ��������

� ��� ���� ��� ����� �� ������ ��� ϕ ∈ L2(S2)� ����� �� � �������� (Gkϕn) ⊂
Ran (Gk) ���� ���� Gkϕn → ϕ� ��� ������� Bk �� ���������� � �� ��� ���
��� �������� (B−1

k ϕn) � ��� ����� � G∗
k �� ��� ����� � �� ����� n �����

� ���� � ρn ���� ���� ‖G∗
kρn − B−1

k ϕn‖L2(S2) < 1
n
� !� ����

‖GkBkG
∗
kρn − Gkϕn‖L2(S2) ≤ ‖Gk‖ ‖Bk‖ ‖G∗

kρn − B−1
k ϕn‖

≤ ‖Gk‖ ‖Bk‖
1

n
,

� ��� �������� (GkBkG
∗
kρn) �������� � ϕ ��� ��� ����� � Im(Fk) �� ������

�

��� �����	 
�	�	��� �	�����������

"� ���� ������ �� ������ ��� ������ ��������� ������ ����� �� ����� ��
������ ��	#�

!� ����� ���� k$��������� ��������� �� ��� ������� G−1
k ��� Im(Fk)

1
2 �

"� ���� ������� ��%� ��� ����������� ��� ������ �� �� ���� ��� ����$
�� |Im(Fk)|

1
2 ������ ���� Im(Fk)

1
2 �� �� � ����� !� ��� Im(Fk)

1
2 �����

���� ���� ���� ������� ��&������� �� ������� 
�' ��� 
��� (� ������ ������
��������� ������� |Im(Fk)|

1
2 �� � ������ ����� ������� ���� � ������ ���

������� ��	
 ��� k ∈ R \ {0}� �� ���� Ran
(
Im(Fk)

1
2

)
= Ran (Gk) �	


�� ��� ϕ ∈ Ran (Gk) �� ���
� ����

1

C〈k〉4‖G
−1
k ϕ‖L2(∂D) ≤ ‖Im(Fk)

− 1
2 ϕ‖L2(S2) ≤

√
1

α0|k|
‖G−1

k ϕ‖L2(∂D). )��*+,

����� ��� k ∈ R \ {0}� !� ����� ���� ��� ������-����

Im(sign(−k)Fk) =
(
Gk|L2(∂D)

)
Bk

(
Gk|L2(∂D)

)∗
. )��**,

.� �� ��� �� ����� ��	
 ��� ������ Bk ��� � ����$������ ������ ��� !�
��� �� �� ��� ������-���� )��**,� ����� �����

Im(sign(−k)Fk) = GkB
1
2
k B

1
2
k G∗

k

=
(
GkB

1
2
k

)(
GkB

1
2
k

)∗

.

#/



�������� G̃∗
k = (GkB

1
2
k )∗ �	 
����
�� 	� � 
�� ����� ��
����	 ��������

���� �������	 ��� ��� ����� ��
����	 ������� 	��	 ���� G̃∗
k ��	 � 	�������

	�	����

Im(sign(−k)Fk)ϕ =

∞∑
j=1

s2
j(ϕj, ϕ)L2(S2)ϕj

G̃∗
kϕ =

∞∑
j=1

sj(ϕj, ϕ)L2(S2)ψj ,  ���!"

���� {ϕj} ��� {s2
j} ��� ��� �����#�
���	 ��� �����#����	 �$ ��� 
����
��

��	���#� ��� 	��$%��&���� �������� Im(sign(−k)Fk) ��� {ψj} = { 1
sj

G̃∗
kϕj}�

��� �����#�
���	 {ϕj} $��� � '�	�	 �� L2(S2) ��� 	��
� ��� ����� �$ G̃∗
k �	

���	� �� L2(∂D)� ��� 	�� {ψj} �	 �� ����������� '�	�	 �� L2(∂D)�

(���  ���!" � 
�� ����
� � 	������� #���� ��
����	����� $�� G̃k = GkB
1
2
k

G̃kψ =

∞∑
j=1

sj(ψj , ψ)L2(∂D)ϕj .  ��!)"

*$ ϕ = G̃kψ ����

∞∑
j=1

s−1
j (ϕj , ϕ)L2(S2)ψj =

∞∑
j=1

s−1
j (ϕj, G̃kψ)L2(S2)ψj

=

∞∑
j=1

s−1
j (G̃∗

kϕj, ψ)L2(∂D)ψj

=

∞∑
j=1

(ψj , ψ)L2(∂D)ψj

= ψ,

	��
� {ψj} �	 �� ����������� '�	�	 �$ L2(∂D)� +� ��	� 	�� ����

‖G̃−1
k ϕ‖2

L2(∂D) =
∞∑

j=1

|s−1
j (ϕi, ϕ)L2(S2)|2.

�� ��� ����� ����� �$ � ��#�

∞∑
j=1

|s−1
j (ϕi, ϕ)L2(S2)|2 < ∞  ��!�"

!,



��� ϕ ∈ L2(S2)� ���� 	� 
�� ���� �� ������ ψ =
∑

s−1
j (ϕj , ϕ)L2ψj ��

L2(∂D) ��� 	��
� G̃kψ = ϕ� ���
� ������ �� ��������� �� ϕ ∈ Ran
(
G̃k

)
�

�� ���� ��� ������� ���� ��
���������� ��������� 	��
� 	�� ���� ����
��� G̃k� �� Im(sign(−k)Fk)

1
2 �� ��� !�

Im(sign(−k)Fk)
1
2 ϕ =

∞∑
j=1

sj(ϕj, ϕ)L2(S2)ϕj. ����"�

�� ��� ���� ��������� ����"� ��� ����#� ���� Ran
(
G̃k

)
= Ran

(
Im(Fk)

1
2

)
��� ���� ������ ���� ��� � ϕ ∈ Ran

(
G̃k

)
‖G̃−1

k ϕ‖L2(∂D) = ‖Im(sign(−k)Fk)
− 1

2 ϕ‖L2(S2)

= ‖Im(Fk)
− 1

2 ϕ‖L2(S2). ����$�

%� &���� ��"' ��� �������� B
1
2
k �� �������!� ��� ���
� �����
����� �� ���

����

Ran
(
G̃k

)
= Ran

(
GkB

1
2
k

)
= Ran (Gk) ,

��� !� ����$� Ran
(
Im(Fk)

1
2

)
= Ran (Gk)�

(��� �������� ���)�� �� ���	� ����

1

C〈k〉4‖ψ‖L2(∂D) ≤ ‖B− 1
2

k ψ‖L2(∂D) ≤
√

1

α0|k|
‖ψ‖2

L2(∂D). ������

�� ��� �������� ����$� �� ������ ��� ��� ����

1

C〈k〉4‖G
−1
k ϕ‖L2(∂D) ≤ ‖Im(Fk)

− 1
2 ϕ‖L2(S2) ≤

√
1

α0|k|
‖G−1

k ϕ‖L2(∂D),

��� � ϕ ∈ Ran (Gk)�

�

�� ��*� ���� � 
�������� ��� ��� +�!�� ����� �������
� 
������
���� ���
����,� ��� k-��������
� �� ���� 
������
����� �� ����� !� ��
���� ���
���
���� rz,k(x̂) = e−ikz·bx = 4πΦk,∞(x̂, z)� ���� �� 4π ����� ��� ���  �� ��
��� ���������� ������� Φk(·, z)� ��� �������
� .$�� /������ $�01� 	��
�
�������� � 	�� ��  �� ��� �!���
� 	��� Ran (Gk) �� 2��	��

�$



����� ���� ��� k �= 0� ���� z ∈ D �	 
�� ��� �	 rz,k ∈ Ran (Gk)�

����	� ��� z ∈ D� ���� 4πΦk(·, z) �	 
 	������ �� ��� �������� ����� �������
���� ��� �
� ���� rz,k 
�� Gk(∂ν + λtr )4πΦk(·, z) = rz,k�

��� z /∈ D� �� ��� 	��� �������� 	������ u �� �
�� u∞ = rz,k ���� �� ������	
���� ��������	 ����
� ���� ����
  ���! 
�� ��� 
�
�"�����" �� u �� D+� ��
�
u = 4πΦk(·, z) �� D+ \ {z}� ���	 �����
����	 u ∈ H1


oc(D
+)� 	� �� 	�� ��
�

rz,k /∈ Ran (Gk)�

�

#� ���� ��
� �� �
�� 
 ��$��� �� ������� �� 	�����$ ��� ��	� ��� z ∈ D� ��
z ∈ D ���� ��� ������� x → (∂ν +λ)Φk(x, z) �	 �� �
�� �� C∞(∂D)� 	� �� �
�
��%��� ��
� ����� ���	�	 ψ ∈ Hs(∂D) ��� 
�" s ∈ R 	�� ��
� Gkψ = rz,k�
&���� �� ���	� s = 0 
�� ��� ��	� ‖G−1

k rz,k‖L2(∂D) < ∞ �� ����� �� ���
��

 ��	�� ���� ����� 
 ����'���%���" ��	� �	 �
	" �� �������� #� ���� ��
�
s = 0 �	 ��� ����		
���" 
� �����
� �
��� �� 	��"��$ ���	 ����� �	 ��"���
��� 	���� �� ���	 ���(�

�� �	 
�	� ������	���$ �� ������ ��
� ��� ���%
���" )��*+, �������	 
 �
" ��
��������� ��� ���	������� �� ��� 	�
������ �� 
 ���� �����	� �
����� -���	�
��
� �� 
$��� �� 
 ����	���� �
�� CD 
�� ���� ��� ����� z �� �� �� D ��

‖G−1
k rz,k‖ ≤ CD. )��./,

�� �� ��
	������	 �� �� ��� $
�� ������ (������$� �� ��� Gk'����
����
�� �
���� 
� 
�������
���� �� Fk� ��

‖Im(Fk)
− 1

2 rz,k‖ ≤ CD

1

C〈k〉4 ,

���� �� ������	 ���� )��*+, ��
� )��./, �	 	
��	��� 
�� ��� ���������� ����
�� ��
� z ∈ D�

0� ��� ����� �
�� ��

‖Im(Fk)
− 1

2 rz,k‖ >
CD√
α0|k|

���� �� 	�� 
$
�� ���� ��� ���%
���" )��*+, ��
�

‖G−1
k rz,k‖ > CD


�� ��� ���������� ���� �� ��
� z /∈ D�

.�
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������ ��	
 ����� �� k �x ����� ��� ����� �� ( 1
|k|

)
1
2 ����� ���� ��� ����� ��

1
〈k〉4

������� �����

���� ��� ���� �� ‖Im(Fk)
− 1

2 rz,k‖ �� �� ��� ������� [ CD

C〈k〉4
, CD√

|α0k|
] �� ������

��� ������� ��� ����� �� �� D �� ���� ����� ���� ����� �� ���������  �������
��� D !���  ������ �� ��� ������� �� G−1

k ��� Im(Fk)
− 1

2 �

"�� ���#������� �� ���$%� ��� ��� ���������� ���  ��� ����� � ����& �� ��
�����  � ����� � �� ������� � �������� ��� ��������

'� (���� ��) �� ���� ������ ��� �������� k → |k|− 1
2 ���� � ���� ��� ��� ���

�������� k → 1
〈k〉4

���� � ������ ���� �� ������ ���� ��� ���  ������ ���
������ ������ �� k ���� �� 0� ����� �� ���� �  ����� ����������� ������� ��
���� ����� '� ��������& ���� k �� ���� ��� ���� ������ �� ��� �*�������� �����
 ��� �� ���  ������ ��� ���� �� +����

�� (���� ���� ������� ���� � ������� ���� �������� � �������� ���� ��� ���
�������������� �� ��� ���������� "��� �� �� �������� ����� �� ��� ������� ���,
����+����� ������ ��� -������� ��� .������ ��� ��� ����� �� /0�1& �����
��� ���  ��� ������� �� ��� ���� �� ��� ������������ ��� �� �� /001�

������� ��	
 ��� (λi) �� � �����	
� ���� 
�	���� �� ��� ���	������ ��

Im(Fk) �������� �� ���� ������
�� �	� (ϕi) �� � 
�������	�	� �����	
� ��

2)



��� ���������	
�� �� �	��� z �� �� ��� 	������� D �� ��� 	��� ��

∞∑
i=1

λ−1
i |(ϕi, rz,k)L2(S2)|2 < ∞. ������

�
		�� �� 	
��� ��� z ∈ D �� ��� ���� �� rz,k ∈ Ran (Gk) ��� �� ��
��
�

��� Ran
(
Im(Fk)

1
2

)
= Ran (Gk)� �
 ��
 ��
 ���� ���� Ran

(
Im(Fk)

1
2

)
=

Dom
(
Im(Fk)

− 1
2

)
��� ��
 �������
�������� �� � �! �
����� "#�$%

Dom
(
Im(Fk)

− 1
2

)
= {ϕ ∈ L2(S2) :

∫
R

λ−1d‖P (λ)ϕ‖2 < ∞}.

&
�
 ��
 ���
'��� �� �������� ‖Im(Fk)
− 1

2 , ϕ‖2
L2(S2)! (�
� )���
� �� ��
��
�

��� ��
 �*
����� Im(Fk) �� �
��+��,���� ��� ���*���! �� �� �-�! ��
��
�
##� �-$ ��� �*
����� �������� �� 
�'
�.���
� {λk}� &
��
 (
 �

 ����

Ran (Gk) = Dom
(
Im(Fk)

− 1
2

)
= {u ∈ L2(S2) :

∞∑
i=1

λ−1
i |(ϕi, ϕ)L2(S2)|2 < ∞},

��� ��
 �
�� ������ ������

�

��
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�������
���� ��������
�����

��� �� ����	
�� �����

�� ����� �� ��	�

�� ��� ���
� �������	� ��� ��
� ���������	� ��� ��� ���
��
 ����� ���	� 	������ �� �� ��	����� ���
��� ���� ��� ��� 	�����������
�	������� �����

utot = 2πi
eik|x|

k|x|

(
I − ik

2π
Fk

)
h + 2πi

e−ik|x|

k|x| h(−x̂) + O
(

1

|x|2

)
. ��� !

"��� ��� ������� �� ��	���� #�$� �������� �#���!�

�� ����	� ��� ��������� �� ��� �������� kFk ��� ��	�

 ���� �� "������ #� %
�� ����� ��� ��������

‖Fk‖ ≤ 4π

|k|
��� ��� ���� �� ��� ���
� �������	� ��� ��
� �������� Fk� ���	� ��� k�
��������	� �� ��� ���� �� ��� �������� kFk �� ���� ����
�& �� �� �������
�� � 	�������� �� ��'� ���� �������� �� ��� ����� ��� ��� ���
���� �� ���
��
����������	� �	������� ��� �������	� ��� ��������

Lk := −kIm(Fk). ���(!

)��	� Fk = Re(Fk) + iIm(Fk) �� ��� ���� ��� �

 k ∈ R \ {0}
‖Lk‖ ≤ ‖kFk‖

≤ 4π. ���$!

�� 	�� ��� �� ��� ���
� �������	� ��������� Lk �� ������ �� �������� L
���	� ���� �� h ∈ L2(R × S2) ��

(Lh)(k, x̂) := (Lkh(k·))(x̂). ���#!

*+



���� ����	
�� �� ���
���� ���� L2(R × S2) 
� L2(R × S2) 	� �� ���� ��� ��

�� ��������� ����	�

����� ��� �������� L : L2(R × S2) → L2(R × S2) �	 
��������	 ��

‖L‖ ≤ 4π.

������ ��
 h ∈ L2(R × S2)� �� ������� ������� h(k, ·) ∈ L2(S2) ��� 	����

	�� k ∈ R� �� �� ��� 
�	
 Lkh(k, ·) �� ������ ��� 	����
 	�� k ∈ R 	�� ��
��	
��� ��� !

‖Lkh(k, ·)‖L2(S2) ≤ 4π‖h(k, ·)‖L2(S2)

��� 	����
 	�� k ∈ R� �� ������� �������

‖Lh‖2
L2(S2) =

∫
R

∫
S2

‖Lkh(k, x̂)‖2dH2(x̂)�k

≤
∫

R

(4π)2‖h(k, ·)‖2
L2(S2)�k

= (4π)2‖h‖2
L2(S2). ����!

"� ����� ��� 
�	
 L : L2(R × S2) → L2(R × S2) �� ���
���� 	�� 
�	

‖L‖ ≤ 4π�

�

#� 
�� ��$
 ����	 �� ���%� 
�	
 
�� ����
�	� 
����� �� ����&���	%�� �� 
��

�	���
��� ���� Lk 
� L�

����� ��� ��� ����� ����� �� 
��������	 ���
���� f : R → C ��

h ∈ L2(R × S2) �� ����

(f(L)h) (k, x̂) = (f(Lk)h(k, ·)) (x̂),

����� ��� �������� ���	 �� L2(R × S2)�

������ '���	
��� Lk 	�� L 	�� ����&	�(���
� �� �� )�*� ������� +#�,�-. 
���
�	%� ���� �����
���� Pk 	�� P ������
�%���� �� 
�� �����
��� �� L 	��

�� ����
�	� �����
��� �� Lk �� �	%�

(Lh) (k, x̂) =

(
lim

n→∞

jn∑
j=1

λn,jPk[λn,j, λn,j+1)h(k, ·)
)

(x̂). ���,!

/0



�� ����� � ��� ��	
���
� 
� ������ P̃ 
� L2(R × S2) ��

(P̃ (λ)h)(k, x̂) = (Pk(λ)h(k, ·))(x̂).

��� P̃ �� �����
� ����� ��� �� �����		�� �	

Lh = lim
n→∞

jn∑
j=1

λn,jP̃ [λn,j, λn,j+1)h

=

∫
R

λ�P̃ (λ)h.

����� ��	 �	 � 	������ ��	
���
�� 	�� ������
� ��  � 
� L ��� �� !�"� #
�
�$

���� %&����' L ��	 �� ������ ��	
���
�� �� 	�� �� P̃ = P � (
 ���	� ��
��

� 
� �� ��))� �� ����� ��

(f(L)h) (k, x̂) =

(∫
R

f(λ)�P̃ (λ)h

)
(k, x̂)

=

(
lim

n→∞

jn∑
j=1

f(λn,j)P̃ [λn,j, λn,j+1)h

)
(k, x̂)

=

(
lim

n→∞

jn∑
j=1

f(λn,j)Pk[λn,j, λn,j+1)h(k, ·)
)

(x̂)

= (f(Lk)h(k, ·)) (x̂).

�

�� ���� ��	
 ���� �� �
��
���* �
�����
� ������ �� +
����� ���	�
�)�$
�
� 
� f(L)� ������ ��

f̂(L) = Fk→tf(L)F−1
t→k

��� �� 
����
� f(L̂)� �� �	� �� ��������		 
� �� 	������ ��	
���
� ��
�� 	�)� ��� �	 �� ��� �� ,�))� ����

����� ��� ��� f : R → C �� ������	�	
� ���

f̂(L) = f(L̂).

������ -� ������
� 
� f(L) �
� ��� h ∈ L2(R × S2) �� ��.�

f(L)h = lim
n→∞

jn∑
j=1

f(λn,j)P [λn,j, λn,j+1)h, ���"�

//



����� P �� � ����	
���� � 
���� �� ��� �������	 ����	
���� � L� �����

f̂(L)h = Fk→tf(L)F−1
t→kh

= lim
n→∞

jn∑
j=1

f(λn,j)Fk→tP [λn,j, λn,j+1)F−1
t→kh. �����

�� ��� ����� ���� �� ��� ��������� � ��� �������	 ����	
���� � L ��� ���
��������� � L̂

L̂h = lim
n→∞

jn∑
j=1

λn,jFk→tP [λn,j, λn,j+1)F−1
t→kh. �����

���� � ������ ��	�
	����� �� ��� ���� Fk→tPF−1
t→k �� � ����	
���� � ���������

�� ����� �� �� ��� 
���
� �������	 ����	
���� � L̂� �� �� ��� �� ��
����� �����
����

f̂(L) = f(L̂).

�

����� ��� �� ε1 ≥ ε2 > 0� �� ����

‖(Iε1 + Lk)
− 1

2 h‖L2(S2) ≤ ‖(Iε2 + Lk)
− 1

2 h‖L2(S2)

�	
 ��� h ∈ L2(S2)�


		��  �� ε1 ≥ ε2 > 0� �� ��!� �� �		 ε > 0

‖(Iε + Lk)
− 1

2 h‖2
L2(S2) =

∫
[0,∞)

(ε + λ)−1�‖P (λ)h‖2. ���"#�

����� ��� ���
	� �		��� ��$

(ε1 + λ)−
1
2 ≤ (ε2 + λ)−

1
2 .

�

����� ��� ��� k ∈ R \ {0}� �� ���� �	
 ��� h ∈ Ran
(
L

1
2
k

)
= Ran (Gk)

lim
ε→0

‖(Iε + Lk)
− 1

2 h‖L2(S2) = ‖L− 1
2

k h‖L2(S2).

�� h /∈ Ran
(
L

1
2
k

)
����

lim
ε→0

‖(Iε + Lk)
− 1

2 h‖L2(S2) = ∞.

"##



������ ��� ε > 0� ������	� Lk 
� �	�
�
�� ��������	
�� ��� �� ���	��� ����


� 
� �	������ �
��� �����
	� λ → (ε + λ)−
1
2 
� �	����� 	� ��� 	� R ���

	�����	� (Iε + Lk)
− 1

2 ��
��� ���

(Iε + Lk)
− 1

2 =

∫ ∞

−∞

(ε + λ)−
1
2�Pk(λ).

 � ���	 ��� ��	� ��
� ���� (Iε + Lk)
− 1

2 
� � �	����� 	�����	��

 � ��� �����!��"� #	�	�	�� $	����!���� ���	��� �	 ��� ���� �	� ��� h ∈
L2(S2)

lim
ε→0

‖(Iε + Lk)
− 1

2 h‖2
L2(S2) = lim

ε→0

∫ ∞

−∞

(ε + λ)−1�‖Pk(λ)h‖2

=

∫ ∞

−∞

lim
ε→0

(ε + λ)−1�‖Pk(λ)h‖2.

%���� 
� h ∈ Ran
(
L

1
2
k

)
����

lim
ε→0

‖(Iε + Lk)
− 1

2 h‖L2(S2) = ‖L− 1
2

k h‖L2(S2).

�� ��� 	���� ���� 
�

lim
ε→0

‖(Iε + Lk)
− 1

2 h‖L2(S2) < ∞

���� &� ���� ∫ ∞

−∞

λ−1�‖Pk(λ)h‖2 < ∞.

�	 
� 	���� &	��� h ∈ Dom
(
L
− 1

2
k

)
= Ran

(
L

1
2
k

)
� %���� u /∈ Ran

(
L

1
2
k

)

���
��

lim
ε→0

‖(Iε + Lk)
− 1

2 h‖L2(S2) = ∞.

�

'��	�� �	��
�! ��� 
���!��� ���� �	� z ∈ D &� ��	�� ��� �	��	&
�! ����� 	�
��� ��	����� 	� ��� 	�����	� Gk�

����� ��� ��� D ⊂ R3 	� 
 	���� C2 ��
��� k ∈ R \ {0}� z ∈ D 
�

Gk : H− 1
2 (∂D) → L2(S2) 	� ��� �
� ����� �
��� ��� ��	�� 	���
�� �
����

(∂ν + λtr )∂Du �� ��� �
� ��� �� ��� �������� u �� ������  ���

‖G−1
k rz,k‖L2(∂D) ≤ C(z)(1 + |k|) max{‖α‖∞, ‖β‖∞}H(∂D)

1
2 ,

����� C(z) ����� �� (z, ∂D) �

�(�



������ ��� ����� z �	 �� ��� ����
��
 �� D� 	� Φk(x, z) = eik|x−z|

4π|x−z|
�	 C∞ �� ∂D

��

b(x) = (∂ν + λ(x)) Φ(x, z)

=

(
ν(x) · ̂(x − z)(ik − 1

|x − z|) + λ(x)

)
eik|x−z|

4π|x − z| .

�������� λ �	 	������ 	�

‖G−1
k rz,k‖∞ = ‖b‖∞ ≤ C(z)(1 + |k|)‖λ‖∞,

���
� C(z) ������	 �� �(z, ∂D)� �� ��������� �� ��� L2 ��
�

‖G−1
k rz,k‖L2(∂D) ≤ C(z)(1 + |k|)‖λ‖∞H(∂D)

1
2 .

�

��� ��������� ����
�� �	 ��� �� ��� ��� 
�	���	 �� ���	 ��
��

������� ��	 ��� ψ ∈ S(R) 	� 
�� ��� |ψ(k)| ≤ C|k| �� � ����	������

�� 0� ��� ��� z ∈ D ��� ε > 0 �� ���

‖(εI + L)−
1
2 ψ(k)rz,k(x̂)‖2

L2(R×S2) = ‖(εI + L̂)−
1
2 ψ̂(t + z · x̂)‖L2(R×S2)

��� z ∈ D �� ��� ���� ��

lim
ε→0

‖(εI + L̂)−
1
2 ψ̂(t + z · x̂)‖L2(R×S2) < ∞.

������ ��
 �� ε > 0 ��� �������� f : [0,∞) → R� f(λ) = (ε + λ)−
1
2 �	

�������� 	� ���
��
	 (εI + Lk)
− 1

2 : L2(S2) → L2(S2) �� (εI + L)−
1
2 :

L2(R× S2) → L2(R× S2) 
� �	� �������� �� ������	 �
�� ���� ��� ���(
(εI + L)−

1
2

)∧

= (εI + L̂)−
1
2 .

�� ����  �! �� �"� Fk→t{ψ(k)rz,k} = ψ̂(t + z · x̂) �� �����

‖(εI + L̂)−
1
2 ψ̂(t + z · x̂)‖2

L2(R×S2) = ‖ ̂(εI + L)
− 1

2
ψ̂(t + z · x̂)‖2

L2(R×S2)

= ‖Fk→t(εI + L)−
1
2F−1

t→kFk→t{ψ(k)rz,k}‖2

= ‖(εI + L)−
1
2 ψ(k)rz,k‖2

L2(R×S2).

#$ 



�� ����� ��	

(εI + L)−
1
2 ψ(k)rz,k(x̂) =

(
(εI + Lk)

− 1
2 ψ(k)rz,k

)
(x̂).


����

‖(εI + L̂)−
1
2 ψ̂(t + z · x̂)‖2

L2(R×S2) =

∫
R

‖(εI + Lk)
− 1

2 ψ(k)rz,k‖2
L2(S2)dk.

�� �������� ��� ��� ��� ε2 < ε1

‖(ε1I + Lk)
− 1

2 rz,k‖2
L2(S2) ≤ ‖(ε2I + Lk)

− 1
2 rz,k‖2

L2(S2),

�� �� ������� ���� ���������� �������� ���������� ������� ����

lim
ε→0

‖(εI + L̂)−
1
2 ψ̂(t+ z · x̂)‖2

L2(R×S2) =

∫
R

ψ(k)2 lim
ε→0

‖(εI +Lk)
− 1

2 rz,k‖2
L2(S2)dk.

 ��!!"
#� z ∈ D ���� �� ����� ���

lim
ε→0

‖(εI + Lk)
− 1

2 rz,k‖2
L2(S2) = ‖L− 1

2
k rz,k(x̂)‖2

L2(S2).

$� L
− 1

2
k = k− 1

2 Im(Fk)
− 1

2 % �� ������� ���� ������� ��	& ��' ����� ��( ����
����� �� � )������� ����� C(z) ���� '�)��'� �� )���� z ���� ����

‖L− 1
2

k rz,k‖2
L2(S2) ≤

C(z)(1 + |k|)2

α0k2
.  ��!	"


����

lim
ε→0

‖(εI + L̂)−
1
2 ψ̂(t + z · x̂)‖2

L2(R×S2) =

∫
R

|ψ(k)|2C(1 + |k|)2

k2
'k.

< ∞.

#� z /∈ D ���� �� ����� ���

lim
ε→0

‖(εI + Lk)
− 1

2 rz,k‖2
L2(S2) = ∞

��� ��� k �= 0� 
���� �� ��������  ��!!"

lim
ε→0

‖(εI + L̂)−
1
2 ψ̂(t + z · x̂)‖2

L2(R×S2) = ∞.

�

!*+



��� �����	��� |ψ(k)| < |k| �� 	�� 
�����	� �� 0 � �	���� �� 	�� ����	���
ψ ∈ C∞

0 (R)� ���� ������� 	��������	��� �� � 
������� ��	 �����	� 	��	
� ∫

R

ψ̂(t)�t = 0.

��� �����	��� � 	����� �� ���� ��	��� �� ���	��� ��� ��� � ������ �����
���������� 	�� ������� 	��������	��� F̂ = Fk→tFF−1

t→k �� 	�� ��� ���� ���
���	�� F �

�� ��� ���
��� � ����	�� �� ����	 �������	��� �� ������� ��!�

������� ��	 ��� ψ ∈ S(R) �� ���� ��	� |ψ(k)| ≤ C|k| 
� 	 ��
�������

� 0� ���� z ∈ D 
� 	�� ��� 
�

lim
ε→0

∫
R×S2

(
(εI + L̂)−1ψ̂z

)
(t, x̂)ψ̂z(t, x̂)�tdH2(x̂) < ∞, "��#�$

����� ψ̂z(t, x̂) = ψ̂(t + z · x̂)�

���� %����	�� L � ������� ��� ������&���	� � �� �� 	��	 � ��� L̂ ���
(Iε + L̂)−

1
2 ��� ��� ε > 0� '���� ��� ��� z ∈ R3 �� ��
�

‖(Iε + L̂)−
1
2 ψ̂z‖2

L2(R×S2) = ((εI + L̂)−1ψ̂z, ψ̂z)L2(R×S2)

��� 	�� ����	 ������ ���� ������� ��!�

�

��� �����	��� "��#�$ ��� ��	 ���	��� � (���� ���	 �� L̂ ��� � ����� � ��	

����� 	� ���� ��	�� )� ����� 	� ��	���
(
εI + L̂

)−1

ψ̂z �� ���� 	� ��
� ĥ ��

	�� �(��	��� (
εI − 1

2
∂t(F̂ − F̂ ∗)

)
ĥ = ψ̂z "��#*$

�� 	�� 	��� ������� ���� ������	 �� 	�� ��������� ���	��� �� 	�� �(���
	��� ��� ��
�� �� ��	��� ��* ��	�� �� ��
� 	����� ���	��� ����	 �� 	�� 	���
������ +���� ������� �� ��	��� ��, ��� ����

#-*



��� ��� ���� 	
���� 
��� ��
����

��� ������� �	 
�� ������
 �� 
�� 	�������� ���
���� �� 
� �������  ����

���������� �	 
�� �������� ���������
� �	 
�� ���
��	�������� ��
��� ���
����� �� 
�� �������� ���
���� �� ����� 
� ���� 
�� ������

��� ����
 ��
����� 
�
 
�� ���
��� �� 
�� ����� ������ ���� ������
�� ���� �����
��
� �� ��
 ������ 	�� �� ������� �	 ���
���� ���� ��� �� �
� 
� 
�� �
�����
���������� ������ �� 
�� ��
��
����

��
 �� ������ ������ �� 
�� ��
��
��� �� 	�� � ����  ����� ������
���� �����


lim inf
t→∞

E(u, DR, t) = 0

������� �� ! �� "������� �� #$%&� '�� ������ ����� �� 
� ��
������
���
��� 
��� ����� �����
��� ����� �� ������ 
� ��� 
�� 
��� ����� (
	�������� ����� ������ �������� ��  ����� 
�
 ����� �������  	����
���� 	�� ���������

)��
��� ������ ����� �� 
� ��� 
�� *��
�� +���������� ,����
���
	���� ���� �� ��� �� -������� #./&� �� 
� ��� �	 
��� ����� ����  ��0����

������ ����� 1�
� �������� ��� �������� ������ 
�� ����� �	 
��� �����

�� ��
��� 
� 
�� 
��� ����� ����� ������� ���
����� �� 
�� ��
�����
���⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
�u(x, t) = 0 �� R+ × D+

u|t=0 = f1

ut|t=0 = f2

(∂ν − α∂t + β)u = 0 �� (R+ ∪ {0}) × ∂D.

2.�3.4

�� ����� 
�
 	�� �� t 
�� ���
���
��� u(t, ·) �� �� H1(D+)� ��� ����
H1(D+) �� 
�� ������
��� �	 C∞

0 (R3 \ B(x0, r)) ��
� ������
 
� 
�� ‖ ·
‖D(R3\B(x0,r)) ����� ����� x0 �� r �� ���� 
�
 B(x0, r) ⊂ D� 1� !���

$�5 �� u ∈ H1(D+) �
��	� u ∈ L2

oc(D

+)�

1� #5.� ������� 6�%�/& 
�� 
��� ����� ����� ������� ��  ����
��� �� 
��
	�������� �����7

��������� �	
 ��� (f1, f2) ∈ H(D+)� �����	
� u(t, x) ∈ H1

oc(R×D+) 	� �

�
��	
� 
� ������ 	�

�	� �
� � t ∈ R+ ∪ {0} �� ���� (u(t, ·), ∂tu(t, ·)) ∈ H(D+) ��� ��� �����
�	
��

t → ∇xu(t, ·), t → ∂tu(t, ·)
��� �
��	��
�� ��
� R+ ∪ {0} �
 L2(D+)�

38.



���� (u(0, ·), ∂tu(0, ·)) = (f1, f2)�

����� ��� s0 > 0 �� 	
 	�� ���� ��� ��� H : ∂D × [0, s0] → D+; H(x, s) =
x + sν(D) �	 ���������� ����

ũ(t, z, s) := u(t, H(z, s)))

	���	��	�

ũ ∈ C∞([0, s0],D′(R × ∂D)

ũ ∈ H1((−T, T ) × ∂D × (0, s0))

�
� � T ∈ R+�

���� �u = 0 �� R+ ×D+ ��� u(t, x) 	���	��	 ��� �
��� �
������ �
�����
�
�� ��� 	��	� 
� ��	�������
�	�

�� ���� ���� 	
��� �� ��	�������� ����� ��
 ‖u‖L2(DR) �
�� �� ��	��������
���
�� ������ ��
�� �� 	
��� � ��
���� �� ������
��� ���������� ��� ��� ���
��� ������
 ��� �� ���
�� ������

����� ���� ��� ϕ ∈ C∞
0 (R3)� R > R0 > 0 ��� UR = B(0, R) \ B(0, R0)�

����
‖ϕ‖L2(UR) ≤ 2−

1
2 (R2 − R2

0)
1
2‖ϕ‖D(R3\B(0,R0)). ���� !

��

�� "� 	
��� �� ��������� �� #$ % &���� �'����(�

�

"�� ����������� ������ � ��

��	������ 
����� �� H1(D+)�

	
�
���� ���� ��� R > R0 > 0 ��� UR = B(0, R) \B(0, R0)� ���� �
� �
u ∈ H1(D+)

‖u‖L2(UR) ≤ 2−
1
2 (R2 − R2

0)
1
2‖u‖

D(R3\B(0,R0)). ����)!

��

�� &�� u ∈ H1(D+) ��� (ϕn) *� �� ��+���� �������� �� u� ,� &����
���-

‖u‖L2(UR) = lim
n→∞

‖ϕn‖L2(UR)

≤ lim
n→∞

2−
1
2 (R2 − R2

0)
1
2‖ϕn‖D(R3\B(0,R0))

= 2−
1
2 (R2 − R2

0)
1
2‖u‖

D(R3\B(0,R0)).

�- 



�

����� ���� ��� u �� � ���	�
�� �� ����� 
� ��� ����� �� ����
�
�� ���
��� ���� ��� ��������
�� ������ ����� ��������� ���� 
� ��� ��� R > 0 �����
��
�� ��������� C ��� c� ��
�� ������ �� R� D ��� ��� �	������ �� u(0, ·)
��� ∂tu(0, ·)� �	�� ����

E(u, DR, t) ≤ Ce−ctE(u, D+, 0). ������

 ��� ��� ��� R > 0 ����� ��
�� ��������� C ��� c� ��
�� ������ �� R� D ���
��� �	������ �� u(0, ·) ��� ∂tu(0, ·)� �	�� ���� ��� ��� t ∈ [0,∞)

‖u(t, ·)‖L2(DR) ≤ Ce−ctE(u, D+, 0). ������

!����� �	
 U ⊂ D+ �	 � ��	 ����	� �	
 �� u(t, x) �	 
�	 ����
�� ��
������ � 
�	 �	�	 �� �	��
�� ���� �	 �	�	

uU(t) =
1

L(U)

∫
U

u(t, x)�x,

��	�	 L(U) �� 
�	 �	�	���	 �	����	 �� U � ���� � ��	�� �	!����
" �� 
�	
	#��	
��� 		��" �	$�" �� u �
 ������� 
��


|∂tuU(t)| ≤ 1

L(U)

∫
U

|ut(t, x)|�x

≤ 1

L(U)
1
2

(∫
U

|ut(t, x)|2�x

) 1
2

≤ 1

L(U)
1
2

CE(u, D+, 0)e−ct,

��	�	 C �� c �	�	� � ����(U)% D �� 
�	 ������
� �� u(0, ·) �� ∂tu(0, ·)�
�	$	 
�	�	 �� � ����


VU = lim
t→∞

uU(t).

&
 ������� ���� '��$��	(� &	!����
"% )*+% ,�	��	� �-% �� 
�	 		��" �	$�"

��


‖u(t, x) − uU(t)‖L2(U) ≤ C‖u(t, ·)‖D(U)

≤ CE(u, D+, 0)e−ct, ���*.�

��	�	 C �� c �	�	� � ����(U)% D �� 
�	 ������
� �� u(0, ·) �� ∂tu(0, ·)�

�./



��� ��� U1 ⊂ U �� �	 �
�	 ���� � ����

|uU1(t) − uU(t)|L(U1) = ‖u(t, x) − uU(t) − (u(t, x) − uU1(t))‖L2(U1)

≤ ‖u − uU1(t)‖L2(U1) + ‖u − uU(t)‖L2(U1)

≤ ‖u − uU1(t)‖L2(U1) + ‖u − uU(t)‖L2(U). ������

�� �������	 ������ ��� ��������	� ���� �� �������	 ������  �	������ �� !���"
�� �� ��� ���� ��� ��� �
�	 U1 ⊂ U �� ����

lim
t→∞

‖u(t, ·) − VU‖L2(U1) = 0. ������

#�� R >> R1 > 0" R1 �� �� � ���� D ⊂ B(0, R1)" U = DR �	� U1 =
B(0, R) \ B(0, R1)� �� $��	 ���%� �	�������� �	 �	 �		����" &�������� ����"
�� ����

‖u(t, ·)‖
L2(B(0,R)\B(0,R1)) ≤ 2−

1
2 (R2 − R2

1)
1
2‖u‖

D(R3\B(0,R))

≤ Ce−ctE(u, D+, 0),

����� C �	� c ��
�	� �	 R" D �	� ��� ��

���� �� u(0, ·) �	� ∂tu(0, ·)�
'�	 � V = 0 �	�

|uDR
(t)| ≤ |

∫ ∞

t

∂tuDR
(t′)�t′ + 0|

≤
∫ ∞

t

Ce−ct′E(u, D+, 0)�t′

≤ Ce−ctE(u, D+, 0),

����� C �	� c ��
�	� �	 ���((U)" D �	� ��� ��

���� �� u(0, ·) �	� ∂tu(0, ·)�
)� ������� ���( ��� �	�������� ������ ����

‖u(t, ·)‖L2(DR) ≤ ‖u(t, ·) − uDR
(t)‖L2(DR) + ‖uDR

(t)‖L2(DR)

≤ Ce−ctE(u, D+, 0),

����� C �	� c ��
�	� �	 R" D �	� ��� ��

���� �� u(0, ·) �	� ∂tu(0, ·)�

�

��� ��� ���� 	
���� �� ����

)	 ���� �� ���	 �� ������ � ���(��� ��� ��� ��(� ��(��	 ��� *��� �	� ����� ���
��(� ��(��	  ��	���
���� �� ��� ������	 � ��(��	 ��� *��� �
������ �	� ���

��+



���������	 
� �� ��� � ����� �� ��� ��� ���������� ������� � ������ �	�
��� ������� ������� ��� ��� �������� ��������� �� ��� ��������������
����������� ������	

��� �� ������� � �������� ����

ûbh(k, x) :=

∫
S2

eikx·dĥ(k, d)dH2(d)

�� �� ������ ���� � ��� ��������� ����� ��� ��� ������������ ������
����

uin(t, x) =

∫
S2

h(t − x · d, d)dH2(d),

��� h = Fk→t{ĥ} � ��� ��� �����	  � ��� �������� �� ������ ����

h ∈ C∞
0 (R × S2)! ���� � ��������� �� ��� ��������� ���� ψ̂ ∈ C∞

0 (R) �
��� ������� ������"� �������	

#�� ����� ���� �
utot = uin + usc. $�	%&'

��� R > 0 (� ���� ���� D ⊂ B(0, R) ��� T (� ���� ���� supp(h) ⊂ [−T, T ]×
S2	 #��� ��� ��� x ∈ B(0, R)! t ∈ R\ [−T −R, T +R] ��� d ∈ S2! ��� �������
h(t − x · d, d) = 0! ���� ���� �� ��� ���� ��� ������� �� ��� ������ ����
��������� ��� ��� D ���� ��� � )��� ��� �������	 ����� ��� ��������� ����
usc ����)��⎧⎨⎩

�usc = 0 � [T + R,∞) × D+

(∂ν − α(x)∂t + β(x))usc = 0 �� [T + R,∞) × ∂D
usc|t=T+R = f1 ∂tusc|t=T+R = f2,

$�	%�'
����� supp(f1), supp(f2) ⊂ B(0, 2(T + R)) (������ �� ��� )��� ����������
����� �� �����	


� ������ ���� ��� �(������ D ��� ��� ����� *�(� ������ ����� ��������
������ � +�)���� &	,! ���� ���� � ������� ���� ��� ��� R′ > 0 ��� t > T+R

E(usc, DR′ , t) ≤ Ce−ctE(usc, D
+, T + R). $�	%�'

-� ����� �	.% �� ���� ��� t > T + R

‖usc(t, ·)‖H1(DR) ≤ Ce−ctE(usc, D
+, T + R), $�	%,'

����� C ��� c ������ �� R! D ��� ��� �������� �� usc(T +R, ·) ��� ∂tusc(T +
R, ·)	

./0



�� ��� ���� ��	
� ������ �� ��� 
� ������ �� ��� ���� ���
�� ���	� 	��
������� �� ��� �
 ���� �� ��� �	
����� �
�� �� ��� ������	� ���
��� ���
R1 > R� χ ∈ C∞(R3) �� ��	� ��
� χ ≡ 0 �� 
 ������������ �� B(0, R) 
��
χ ≡ 1 ������� B(0, R1)� ���

w = χutot ���� !

�� 	�������� �� "�� ������ D� #�� ���	���� w �
������{
�w = Q �� R4

w|t<−T−R = uin|t<−T−R
����$!

���� supp(Q) ⊂ [−T − R,∞) × (B(0, R1) \ B(0, R))�

�� ��	������ w 
�
w = win + wsc, ����%!

���� win = χuin 
�� wsc = χusc� #�� &���������� ��	���������� �� ���
���	� ��� Q ��

Q = Qin + Qsc

= �win + �wsc.

'��	�

Qsc = �(χusc)

= 2(∂tχ)∂tusc + 2∇χ · ∇usc + (�χ)usc,

�� ������� ��� ���
����� �����! 
�� ����(! ��
� �� t > T + R

‖Qsc(t, ·)‖L2(B(0,R)) ≤ Ce−ctE(usc, D
+, T + R), ���)*!

���� C 
�� c ������ �� R1� D 
�� ��� ������� �� usc(0, ·) 
�� ∂tusc(0, ·)�
+��	� supp(Qsc) ⊂ [−T − R,∞) × (B(0, R1) \ B(0, R)) 
�� Qsc ∈ L1(R4)�
���	� ������� ��
� �� 	
� 
���� ����
 �� � �� ���	�

F−1
t→k{E+ ∗ Qsc} = (Φk ∗y F−1

t→k{Qsc}(k, ·))(k, x). ���),!

#�� �
�� wsc �
������ {
�wsc = Qsc �� R4

wsc|t<−T−R = 0,

�� �� #����� ���� �� �
��

wsc = E+ ∗ Qsc

,,*



��� �� ����	
�� ����� 	�� ����
�� 	���������	
��

F−1
t→k{wsc} = (Φk ∗y F−1

t→k{Qsc}(k, ·))(k, x).

�
��� ��� ��� k 	�� ������	 F−1
t→k{Qsc}(k, ·) ∈ L1(R3) �� ��� 	��	 �� �����

��� 	�� ��� ���� �� F−1
t→k{wsc}(k, ·) 
�

F−1
t→k{wsc}∞(k, x̂) =

1

4π

∫
B(0,R)

e−ikbx·yF−1
t→k{Qsc}(k, y)�y. �����

��� ��� k ∈ R �� �� � ‖F−1
t→k{Qsc}(k, ·)‖L1(R3) ≤ ‖Qsc‖L1(R4) �� F−1

t→k{wsc} ∈
S ′(R × S2) ��� �� ��� ����� 	�� 	
�� ����
� ��� ���� �� wsc 	� ��

wsc,∞(t, x̂) = Fk→t{F−1
t→k{wsc}∞}(t, x̂)

!� ����� ���"

wsc,∞(t, x̂) =
1

4π

∫
B(0,R1)\B(0,R)

Qsc(t + x̂ · y, y)�y. �����

#
	� $%����&� 
������
	�' ���
�
&� (������' �� 
�) 	� 	�� �*���
��� �����
+
��	�� �
	� 	�� z+�,
� ������ ��
)��� 
� 	�� ���� �
���	
�� �� y ��� �� ��
�)
	�� ����)� ��  ��
����� f : (0, π)× ((B(0, R1) \B(0, R)) → (t−R1, t+R1)×
(B(0, R1)\B(0, R)); f(α, y) := (t+ |y| cosα, y) �� ��� 	��	 ��� ��� t > T +2R1

‖wsc,∞(t, ·)‖2
L2(S2) ≤ C

∫
(t−R1,t+R1)×(B(0,R1)\B(0,R))

|Qsc(t, y)|2�t�y,

����� C ��*���� �� R1 ��� R� -	 ������� ���� ����	
�� ���"� 	��	 ���
t > T + 2R1

‖wsc,∞(t, ·)‖L2(S2) ≤ Ce−ctE(usc, D
+, T + R), ���.�

����� C ��� c ��*��� �� R1' R' D ��� 	�� ��**��	� �� usc(T + R, ·) ���
∂tusc(T + R, ·)�
�
��� ‖wsc,∞(t, ·)‖L2(S2) 
� ������� ��� t ≤ T + 2R1 	�� ��	
��	� ���.� �����
��� ��� t�

�� wsc ≡ usc �� R × (R3 \ B(0, R1)) �� ��/� 	�� ������
�) ����
	
��

��������� �	
� ��� usc �� ��� ������	�
 ���� � �������� ������ ��
 ������
��
 wsc �� ��� ���� 
����
 �� ������ ��
 ������� �� 
���� ��� ���� 
����
��	 �� 
 usc,∞ � usc � ��

usc,∞ := wsc,∞

���



����� wsc,∞ �� ���	�� 
� ������	 �������

�������� �� ���	� ��� �������� Ftime 
�

Ftimeh := usc,∞,

����� usc,∞ �� ��� ��� ���� �� ��� ��������� ���� �� ��� �	����	� ���� �������

�� ���� ���� 	���
���� �� Ftime ������� �
 ��
�� t �� 
	�
 � ����������
��� ����
���� ������ � ��� ������� (εI + L̂)h = ψ�

�� ����
�� ���
�� �
 ��� ĥ ∈ S(R × S2) �� ����

ĥ(k, d) = ĥ(0, d) + k∂kĥ(k′, d), ������

���
� k′ ∈ [0, k]�  �� k0 > 0� �� ����

sup
d∈S2

k∈[−k0,k0]

|∂kĥ(k′, d)| = Ck0 < ∞ ����!�

��	 �� ����� �
� ������� ������ ��	 ���
�� "�#! ���� �
 ĥ �
 �����

ĥ(0, d) = 0 �
 ��� d ∈ S2 �� ����∫
R

‖Fkĥ(k, ·)‖2
L2(S2)	k =

∫
[−k0,k0]

‖Fkĥ(k, ·)‖2
L2(S2)	k +

= +

∫
R\[−k0,k0]

‖Fkĥ(k, ·)‖2
L2(S2)	k

≤ 4π2C2
k0
|S2| + 4π

k0
‖ĥ‖2

L2(R×S2).

�� 	�$�� ��� ���

Sk0(R × S2) := {ĥ ∈ S(R × S2) : ∀ d ∈ S2 : ĥ(0, d) = 0}

��	 ��� %�
��
 F : Sk0(R×S2) → L2(R×S2)& ����� ��%� � ĥ ∈ Sk0(R×S2)
�

F ĥ(k, d) :=
(
Fkĥ(k, ·)

)
(d).

'����

ĥ(0, d) = F−1
t→k{h}(0, d)

= (2π)−
1
2

∫
R

h(t, d)	t, ����(�

##)



��� ��������� ĥ(0, d) = 0 �� ��� 	
������ ������ ��

������� �� ��� ����
������ �� ��� ��������� �	 ��� �
�� ������ �	 h(·, d)� ����� F−1

t→k ���� ���
���

Sm0(R × S2) := {h ∈ S(R × S2) : ∀ d ∈ S2 :

∫
R

h(t, d)�t = 0} ������

�� Sk0(R × S2) ��� ��� ��� F̂ := Fk→tFF−1
t→k : Sm0(R × S2) → L2(R × S2)

�� ����� ������� �� � ������
 �� �� ��� ���� ���
���
 (F ∗)∧ := Fk→tF
∗
kF−1

t→k

�� ����� �������

�� ��� �� � ����� �� ����!���� ��� ������� !������ ��� Ftime ��� F̂ ���
�
���
��

����� ���� ��� ��� h ∈ Sm0(R × S2) ∩ C∞
0 (R × S2) �� ��	�

Ftimeh = F̂ h.


����� "�� h ∈ Sm0(R × S2) ∩ C∞
0 (R × S2)� #� ����

F−1
t→k{Ftimeh}(k, x̂) = F−1

t→k{wsc,∞}(k, x̂)

=
(
F−1

t→k{wsc,∞(k, ·)
)
∞

(x̂)

=
(
F−1

t→k{u}(k, ·)
)
∞

(x̂).

$� ��� ����
 ���� 	�
 ���� k �� ����� ����

FkF−1
t→k{h}(k, ·) =

(
F−1

t→k{u}(k, ·)
)
∞

,

�� �� ��� ����
F−1

t→kFtime = FF−1
t→k,

���� ��
Ftime = F̂ .

�

%� � �� ��
��� ��� ���� �
���
� �	 ��� ���
���
 L̂� &�
�� �� �
����� �
����� �� ��� ������������ �	 F̂ ��� ��� ���
���
� ∂t ��� τs ���� �� ������
!

τsh(t, d) := h(t − s, d).

����� ���� �������� F̂ � (F ∗)∧ : Sm0(R × S2) → L2(R × S2) �������

���� ��� ��������� τs ��� ∂t�

''�



������ �� ����

F̂ τs = Fk→tFF−1
t→kτs

= Fk→tFe−iksF−1
t→k

= Fk→te
−iksFF−1

t→k

= τsFk→tFF−1
t→k, ���	
�

���� �� F̂ �������� ��� τs� �� ��� ���� ��� �� ��� ���� (F ∗)∧ ��������
��� τs�

��� ��� h ∈ S ′(R × S2) � ����� ����

kF−1
t→k{h(t)}(k) = F−1

t→k{i∂th(t)}(k) ������

���
∂tFk→t{h(k)}(t) = Fk→t{−ikh(k)}(t). ������

�����

∂tF̂ = ∂tFk→tFF−1
t→k

= F̂ ∂t.

�� ��� ���� ��� �� ��� ����

∂t(F
∗)∧ = (F ∗)∧∂t.

�

�� �������  � ��!�" �� ������� #�� ��� �$������ Ftime = F̂ �

������� ��	
 ��� h, ϕ ∈ Sm0(R × S2) ∩ C∞
0 (R × S2) 	
� T �� ��� ��	�

supp(h), supp(ϕ) ⊂ [−T, T ] × S2� ����� ���� C, c ∈ R+ ��	� ����
� �


R, R1, T 	
� D ��� ��	�∣∣(Ftimeh, τsϕ)L2(R×S2)

∣∣ ≤ Ce−cs‖h‖C(R×S2)‖ϕ‖L2(R×S2), ����%�

������ &� �'����� ���	�� ����� ��� C, c ∈ R+ ���� ��$��� �� R, R1, D ���
��� ��$$���� �# usc(T + R, ·) ��� ∂tusc(T + R, ·) ���� ����

‖Ftimeh(t, ·)‖L2(S2) ≤ Ce−ctE(usc, D
+, T + R). ����	�

(��� ��� ��������� �# ��� ������ ���� ��� ��� � ������ ������ �#��� ���
���−T −R� ��� ��$$���� �# usc(T +R, ·) ��� ∂tusc(T +R, ·) ��� �������� �

���



B(0, 2(T + R) + R)� ����� �� ��� ��	� 
�� ��
��
� ������ �
� ����
��
�
C ��� c 
��
 ������ �� T ��
��� �� 
�� ������
� �� usc(T + R, ·) ���
∂tusc(T + R, ·)�
��� t < −T−R 
�� �����
 ���� uin � ���� ���� B(0, R)� ��
 χ2 ∈ C∞

0 (R3)
�� ���� 
��
 χ2 ≡ 1 � B(0, 4(T +R)+R) ��� χ2 ≡ 0 �� R3\B(0, 4(T +R)+
R+1)� ����
�� χ2uin � ������
�� ������
�� �� 
���� � �� �!
���� "���
����
�� ũtot �
� 
�� �
�� ��
� ((χ2uin)(−T −R, ·), ∂t(χ2uin)(−T −R, ·))�
#������ �� 
�� $�
� �����%�
�� ����� �� 
�� ����� 
�� ����� utot ��� ũtot

��� ���
��� ���� 
�� ���� {(t, x) : |x| < 3(T + R) + R − t, t ≥ −T − R}�
����� �
 t = T + R �� ���� ���� 
�� ���� B(0, 2(T + R) + R)

usc = utot − uin

= ũtot − uin.

&��� supp(usc(T + R, ·)) ⊂ B(0, 2(T + R) + R) �� ��� 
��


E(usc, D
+, T + R) ≤ E(ũtot, D2(T+R)+R, T + R) +

+E(uin, B(0, 2(T + R) + R), T + R)

≤ 2E(uin, B(0, 4(T + R) + R + 1,−T − R),

������� �� 
�� ��������
�� �� ����%� ��� 
�� $�
� �����%�
�� ����� �� 
��
������

'� ����

∂xi
uin(t, x) =

∫
S2

∂th(t − x · d, d)(−di)dH2(d)

���

∂tuin(t, x) =

∫
S2

∂th(t − x · d, d)dH2(d).

�����

E(uin, B(0, 4(T + R) + R + 1),−T − R) ≤ Ce−ct‖∂tu‖C(R×S2),

����� C ������� �� T ��� R� (
 ������� ���� �)��
�� ������ 
��


‖Ftimeh(t, ·)‖L2(S2) ≤ Ce−ct‖∂th‖C(R×S2),

����� C ��� c ������ �� R, R1, T ��� D�

*�� ��
��
� ����+� ������� ���� �,����-� ��)���
� ��� 
�� ���
 
��
 supp(ϕ)
� ���
���� � [−T, T ] × S2�

�

..�



������� �� 	�
 
�� ��
��
� �� 
�� �����
�� L̂�

������� ��	
 �������� L̂ : C∞
0 (R × S2) → L2(R × S2) ��		
��� ��� ���

���������� τs ��� ������� ��� ��� h, ϕ ∈ C∞
0 (R×S2) ��� supp(h), supp(ϕ) ⊂

[−T, T ] × S2∣∣∣(L̂h, τsϕ)L2(R×S2)

∣∣∣ ≤ Ce−c|s|
(
‖∂th‖C(R×S2)‖ϕ‖L2(R×S2) +

. . . ‖∂tϕ‖C(R×S2)‖h‖L2(R×S2)

)
,

����� C ��� c ������ �� R, R1, T ��� D�

������ �� ������� ���
 
��
 �� ������

L̂ = −Fk→tkIm(F )F−1
t→k

= −Fk→t

1

2i
(F − F ∗)F−1

t→ki∂t.

����� ��� ��� ϕ ∈ C∞
0 (R × S2) �� ���� ∂tϕ ∈ Sm0(R × S2)� �� ��� 
��


L̂ : C∞
0 (R × S2) → L2(R × S2) �� ����� ���� �

�����

L̂ = −1

2

(
F̂ − (F ∗)∧

)
∂t

�� �� !�� ��"� �����
��� F̂ �� (F ∗)∧ ��#
� ��
� τs �� ��� 
��
 L̂
��#
�� ��
� τs�

�� ���� ��� ��� h, ϕ ∈ C∞
0 (R × S2) �� s ∈ R

(L̂h, τsϕ)L2(R×S2) = −1

2
((F̂ − (F ∗)∧)∂th, τsϕ)L2(R×S2)

=
1

2

((
F̂ ∂th, τsϕ

)
+
(
h, F̂ ∂tτsϕ

))
. ������

$
 ������� ��� �%#�
��� ����&� 
��
 ��� ��� s ≥ 0∣∣∣(F̂ ∂th, τsϕ)L2(R×S2)

∣∣∣ ≤ Ce−cs‖∂th‖C(R×S2)‖ϕ‖L2(R×S2), ������

����� C �� c  ���� �� R, R1, T �� D�

'� !�� ��"� �����
��� F̂ �� τs ��#
�� ��

(h, F̂∂tτsϕ)L2(R×S2) = (h, τsF̂ ∂tϕ)L2(R×S2)

= (τ−sh, F̂ ∂tϕ)L2(R×S2).

""(



��� s < 0 �� ���� 	
 ������� ������∣∣∣(τ−sh, F̂∂tϕ)L2(R×S2)

∣∣∣ ≤ Ce−ct‖h‖L2(R×S2)‖∂tϕ‖C(R×S2), ������

����� C ��� c ������ �� R, R1, T ��� D�

����� supp(ϕ) ⊂ [−T, T ]×S2 �� Qsc ������� ������������� � �� �������
���� ������ ∂tϕ ���� ���� �� supp(Qsc) ⊂ [−T − R,∞) × B(0, R)� ���!
������� ������ � ������� �� ��� t < −T − R1 − R �� ����

(F̂ ∂tϕ)(t, d) = 0,

��� ��� d ∈ S2� "���� ��� s > 2T + R1 + R �� ����

(τ−sh, F̂∂tϕ)L2(R×S2) = 0

��� 	
 �������� ������# ������ ��� ������∣∣∣(L̂h, τsϕ)L2(R×S2)

∣∣∣ ≤ Ce−c|s|
(
‖∂th‖C(R×S2)‖ϕ‖L2(R×S2) + . . .

. . . ‖∂tϕ‖C(R×S2)‖h‖L2(R×S2)

)
,

����� C ��� c ������ �� R, R1, T ��� D�

�

��� � �����	
 �	 �������� �����������
�

$� ��� ������ �� ������ ��� ���� ���!�� ��!!��� �� �� �!��������� ��
�� �������� �������� ����
��� ��� �� �����	�� ��!������ �!���!������ ��
�� �!� ��!��� !���� %�� ��������� &�� ��!������ �!���!������ ���
����� �� �� !���� ��� ������ �� ����� �� ��� �����

'� �!������� �� �� ���!�� �� ��� ������ �� ���(���������

)� �� ������ �� ������������ ��������

lim
ε→0

∫
R×S2

(
(εI + L̂)−1ψ̂z

)
)(t, x̂)ψ̂z(t, x̂)�tdH2(x̂) < ∞

�� &�����! ��*� $� ������� ��� ��!�������
# ��  �� ������ � ��+�����

�!��� ε > 0 ��� �������� �� !������� �� �� ����� ������

((εI + L̂)−1ψ̂z, ψ̂z)L2(R×S2).

,,-



��� �����	
� ψ̂z(t, x̂) = ψ̂(t + z · x̂, x̂) 	� �
������ ��
����� �
 �� ���� �


��� ��� ������ 
� (εI + L̂)−1ψ̂z 
� � �
���� ��� supp(ψ̂z) ⊂ Ĩ × S2�

�� �	�� �
 ������	�� ���� �	�� 
� ���
� 	� ���� 	� �� �������� ��� �
��	�
L2(R × S2) �
 � �
����� 
��� I × S2� ��	�� �
��	�� ��� �����	
�

(εI + L̂)f = ψ̂z . ���� !

�
 ��	� ��� �� �	�����	�� ��� �����	
� ���� ! �� ��
"	���	�� f ��� ψ̂z ��
��� ���	��

f ∼
∞∑

n=1

∞∑
j=−∞

fj,nυ(t− δj)Ψn(x̂)

ψ̂ ∼
∞∑

n=1

∞∑
j=−∞

ψj,nυ(t − δj)Ψn(x̂),

����� δ > 0 	� � �
������� υ ∈ C∞
0 (R) �	�� supp(υ) ⊂ (− δ

2
, δ

2
)�∫

R

|υ|2�t = 1,

��� {Ψk}k∈Z+ ⊂ C∞
0 (S2) 	� � 
���
�
���� ���	� 
� L2(S2)� #����	
�� Ψk ���

�
� �"���� �� ��� ����	��� ����
�	�� {Y q
p }�

#
� �"�� n0 ��� n1 ��� �����	
� ���� ! ��� � �	������ �
��������

(ε[I] + [L̂]n0,n1)[f ]n=n0 = [ψ̂z]n=n1 ,

�����

[f ]n=n0 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
���

f−1,n0

f0,n0

f1,n0

���

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

I 	� �� 	����	�� ����	" ��� [L̂] 	� � ����	" �	�� ��� �
�$�	����(
[L̂]n0,n1

)

,j

= (L̂υ(t − δj)Ψn0 , υ(t− δ�)Ψn1)L2(R×S2).

%� ���
��� ��& 
����
� L̂ �
������ �	�� τs� �
 �� ��� ����(
[L̂]n0,n1

)

,j

= (τδjL̂υΨn0, τδ
υΨn1)L2(R×S2)

= (L̂υΨn0, τδ(
−j)υΨn1)L2(R×S2).

&&'



���� υΨn0 ��� τδ(
−j)υΨn1 ��	 
� C∞
0 (R × S2)� �� 
� ������ ��� ��	��	�

���� ����

|
(
[L̂]n0,n1

)

,j

| ≤ Ce−c|δ(
−j)|
(
‖∂tυΨn0‖C1(R×S2)‖υΨn1‖L2(R×S2) + . . .

· · · + ‖∂tυΨn1‖C1(R×S2)‖υΨn0‖L2(R×S2)

)
, ������

��	�	 C ��� c �	�	�� �� R, R1, δ ��� D�

�	 ��	�����	 ���� ��	 e−c|δ(
−j)| ����� ���
���	� ��	 ��	���� �	���
��� � ��	
	���
	� � [L̂]n0,n1 �� ���� ��	 	���
	� � ��	 ����
 (ε[I] + [L̂]n0,n1) ���� ��	

�� �! ��	 �
�"���� ��	 �	�# ������ $
��	 ��	 �	���� [ψ̂z]n=n1 ��� ���%&	��
����	� ���# �� 
��
�	� {−jm,−jm + 1, . . . , jm − 1, jm} �	 ��	�����	 ���� ��	
�����
�� [f ]n0 �
�� �	 �	"�
"
��	 �� 
��
�	� ����
�	 ���	 
��	���� {−M,−M +
1, . . . , M − 1, M} �
�� M ≥ jm� ' ��
� ����� �	 ��� (�� � "��� �����
�� �#
����
�" ��	 (�
�	 ����
 	)���
��

(ε[I]M + [L̂]n0,n1M)[f ]n=n0,M = [ψ̂z]n=n1,M . ����*�

+	�	 [·]M 
��
���	� � �������	� (2M + 1) × (2M + 1) �� (2M + 1) ����
 �

�	 	 �	�� ���� ��	 �	��# � ��	 �!%�
�"���� 	�	�	��� 
� ������ 
� ��
���
	���"� �� ���� � �	���
� ����	� M 
� ���"	 	���"� �� ��� 
��
�	� n0 ��� n1�
'� ��
� ���	 ��	 	)���
��

(εI + L̂)f = ψ̂z

��� �	 ����	�����# ����	� �# �
�
�
�" ��	 ��������
��� �� ���	 (�
�	 �	�
IM × S2�

��	 ���	�
��� �����
�� ��� �	 ���	 �	��	� �
�� ���	 �#��	� ���	� ���� ��	
��	 �	 ��	�� '� ��	 ����	 �	 ���# ����	� �� �
"��
"�� ��	 ������ ����	��
��
�	��		� ��	 �
!	�	�� �
�	 ��
�	� (δj − δ

2
, δj + δ

2
)�

��� ������	
��

��	 �
� � ��
� ���, ��� �� ����# ��	 	 ����
�� � ��	 �����
&��
�� �	����
��
�� ������ 
������
�� ���
�" ��� �	�	��� 	)�	��
	� �� �	 ����#&	� ��
��	 ���	 �
�	� �� ��
� 	�� � ���	 ����	� ����#�
� ��� ���	 �� ��	������
Uk� Fk� Gk ��� ���	�� 
� -����	�� . ��� �� /���" ��	 ��# � �	� �
�"�	
�	)�	��# �	���� �
�� ���	 ����	� �	�	��	�� 	��
���	� ��� �	�	���	��
��
� �	���� 
� ��	 ���
� � ��	 ����
%�	)�	��# �	���� ��	�	��	� $	��
��
����

��*



��� �����	
������� ������ ��������� � ���� ���� �� �� �������� ����������
����������� ����� ����� � ���� �������� ���� ���� � ������� ��� �� ���
� ����� ��� ���� ����� 
�� ���� �������� ��� 
����� ����� ������ ����
��� ��������� ��� � !��� ��� � ����� ��������� "���� � ���� � ���������
��������� �
 ��� �� �� ������� ���� ��� �����	
������� 
������#���� ���
�������� � ������ ��$�

��� ������ �
 
������ �������� ����� � ���� ���� ���% � ��� ������&� ����%
�� ����� �� �����
���'

�����% �� ������� �
 ��� �� ���� ��������% ����� �� �� �������� ��� ��������
�� ����� �� ����� ��� ���� ��� ������������� ����� ���� ��� ������
�������� ��(�� �������� �����

����� �� ����� �� ���� �� ��� �� ��� �� ��� ��������� �
 !��� ��� �
������ ���� �� �� ��� � �� ����� � ��� ����) �� �� �� � ����� �

���������� ���� ���� ��� !��� ��� � ����� �������� �� �� �� ������ ���
��������� ���� ��� ��� �����% �� �
 ����� �� ������ �� ��� ����� �

����� ������� �� ��� �������� �
 ��� ���������� *
��� ���� �� �� �����
��� �����	
������� ������ �� ��� ������ ���� �� ������� ���� �����
������ �� ��� ���������

����� �� ����� ����� ��� ����� ������������ ������� ����� �� ���+�����
�� � 
������� ����� 	 ���� ����� �������� ,�� ����� � ���� ���� ��
�� ���� � ��� ����� 
������#���� ������� �� 
������� ����� ��������
-�� ���� � ������ ��� 
������� �� ���� ������% Fk→t : S ′(R × S2) →
S ′(R × S2) �� �� ���� ����������� � � ��� ����� ����� �
 ��������

.�/



����������

���



�������� �

���	�
��� �� �� ������


����� ��� ��� k ∈ R ��� R > 0� �� 	�
� �� ��� y ∈ B(0, R) ���

x ∈ R3 \ B(0, 2R) �	� �����������

Φk(x, y) =
eik|x|

|x|

(
1

4π
e−ikbx·y + 〈k〉OS

(
1

|x|

))
�����

���

∇yΦk(x, y) =
eik|x|

|x|

(
− x̂

4π
ike−ikbx·y + 〈k〉2OD

(
1

|x|

))
, �����

�	�� �	� O
(

1
|x|

)
���� �� C∞ ���	 ������ �� x ��� y ��� �� ��� ������

�� k�

����	
� ��	
 �	 �� ��� ��	 O
(

1
|x|

)
�	��� �� 
�� �	�	
� �
 k �	 �	


��� ��	�	 �� 
 	�����	�
∣∣∣O (

1
|x|

)∣∣∣ ≤ C
|x|
� ��	 �	������	� �� ���� �	�� ���

��	 ��	 ��	 ��
� �� �����������

����� �	 ��	 ��	 �	
 ���	 ��	��	� �
 ��	 ��
����
 t → (1+ t2)
1
2 
� �		

���

|x − y| = |x|(1 − 2x̂ · y +
|y|2
|x|2 )

1
2

= |x| − x̂ · y + O
(

1

|x|

)
.

���



�����

eik|x−y|

4π|x − y| =
eik(|x|−bx·y+O( 1

|x|))

4π(|x| − x̂ · y + O
(

1
|x|

)
)

=
1

4π

⎛⎝eik|x|

|x| +

⎛⎝ eik|x|

(|x| − x̂ · y + O
(

1
|x|

)
)
− eik|x|

|x|

⎞⎠⎞⎠ ·

·eik(−bx·y+O( 1
|x|)).

����
eik|x|

(|x| − x̂ · y + O
(

1
|x|

)
)
− eik|x|

|x| = O
(

1

|x|2

)
���

eik(−bx·y+O( 1
|x|)) = e−ikbx·y + |k|O

(
1

|x|

)
.

�����
eik|x−y|

4π|x − y| =
eik|x|

|x|

(
1

4π
e−ikbx·y + (1 + |k|)O

(
1

|x|

))
. �	
��

�� y ∈ B(0, R) ��� x ∈ R3 \ B(0, R) ��� ��������� eik|x|

|x|
� e−ikbx·y ��� eik|x−y|

4π|x−y|

��� C∞� �� �� ��� ���� ��� (1 + |k|)O
(

1
|x|

)
���� �� �	
�� �� C∞ ���� �������

�� x ��� y


�� ��� ����� ������ �� ������ ����

∇y

eik|x−y|

4π|x − y| = − ̂(x − y)

(
ikeik|x−y|

4π|x − y| −
eik|x−y|

4π|x − y|2

)
.

����
eik|x−y|

4π|x− y|2 = O
(

1

|x|2

)
���

| ̂(x − y) − x̂| = O
(

1

|x|

)
,

�� �� �������� �	
��

∇y

eik|x−y|

4π|x − y| =
eik|x|

|x|

(
− x̂

4π
ike−ikbx·y + (1 + k2)O

(
1

|x|

))
. �	
��

�� y ∈ B(0, R) ��� x ∈ R3 \ B(0, R) ��� ��������� eik|x|

|x|
� −x̂ike−ikbx·y ���

∇y
eik|x−y|

4π|x−y|
��� C∞� �� �� ��� ���� ��� (1 + k2)O

(
1
|x|

)
���� �� �	
�� �� C∞


� �



�

����� ��� ��� k ∈ R ��� R > 0� �� 	�
� �� ��� y ∈ B(0, R) ���

x ∈ R3 \ B(0, 2R) �	� �����������(
∂r(x) − ik

)
Φ(x, y) = 〈k〉O

(
1

|x|2

)
��� (

∂r(x) − ik
)
∇yΦ(x, y) = 〈k〉2O

(
1

|x|2

)
.

����� �� ����

(
∂r(x) − ik

) eik|x−y|

4π|x − y| =
(
x̂ · ̂(x − y) − 1

) ikeik|x−y|

4π|x− y| + x̂ · ̂(x − y)
eik|x−y|

4π|x− y|2 .

���� (
x̂ · ̂(x − y) − 1

)
= O

(
1

|x|

)
,

�	 
� ��� ���� (
∂r(x) − ik

) eik|x−y|

4π|x − y| = 〈k〉O
(

1

|x|2

)
.

�	� ��� 	���� ����� 
� �	���� ����(
∂r(x) − ik

)
∇y

eik|x−y|

4π|x − y| = I1 + I2 + I3,


����

I1 = −(∂r(x)
̂(x − y))

(
ikeik|x−y|

4π|x − y| −
eik|x−y|

4π|x − y|2

)
= 〈k〉O

(
1

|x|2

)
I2 = − ̂(x − y)

(
ik
(
∂r(x) − ik

) eik|x−y|

4π|x− y|

)
= 〈k〉2O

(
1

|x|2

)
I3 = − ̂(x − y)

(
∂r(x) − ik

) eik|x−y|

4π|x − y|2

= 〈k〉O
(

1

|x|3

)
.

���



����� (
∂r(x) − ik

)
∇y

eik|x−y|

4π|x − y| = 〈k〉2O
(

1

|x|2

)
.

�

���



�������� �

�	
���� ��������

�� ���� ���	�
�� �	 �	�	�� � 
	������� �� �����	 ���	���� ��
 � �����
����������� �� ��	� �� �	��� ���� �� �	�	������� �� �����	 ���	����
����	�� ������� ��	 ���� � !"� #	 �	��� ���� ��	 
	�������� �� � �������
�	������	 �������� ��
 � �����	 ���	����	 ���������

��������� �	
 ��� (Ω, Σ, μ) �� � σ���	�� 
����� ����� ��� ��� X �� �

������ ������ ���� �	
��� �����	��� T : Ω → X �� �� ��� ��


T (s) =

n∑
i=1

aiχEi
(s),

���� ai ∈ X� μ(Ei) < ∞ ��� χEi
	� ��� �������	��	� �����	��� �����	��

T : Ω → X 	� �������� 	
������
 	� ���� ��	��� � �������� (Tn) �� �	
���

�����	��� ���� �������� ��	���	�� �� T �

�
������� ��� �����	�� T : Ω → X 	� �����
� ���
����
 	� ���� ��	���

� �������� �� �	
��� �����	��� (Tn) ���� �������� �� T ��	���	�� ��� ���	����

lim
m,n→∞

∫
Ω

‖Tn(s) − Tm(s)‖X�μ(s) = 0.

�� T 	� ������ 	��������� �� �����∫
Ω

T (s)�μ := lim
n→∞

∫
Ω

Tn�μ.

��� �������	
 ��� ������� ��� ������ �	 �����	
 ���� � ��	����	 �� ����	��

�	��
������

���



������� ��	 �������� T : Ω → X �� ��	��
�� ����	���� �� ��� ���� �� ��	

��� ���� U ⊂ X �� ���� T−1(U) �� ����	���� ��� T (Ω) �� ����	�����

�	���� �� ����� �� ��	
 ������ ������

�

������� ��
 � �������� T : Ω → X �� ������	 ����
	���� �� ��� ���� �� T
�� ��	��
�� ����	���� ���∫

Ω

‖T (s)‖X�μ(s) < ∞.

�� ���� ���� ���	� ������ � �������� �� ����� ��������� (Tn) ���� �����	
��

��������� �� T ��� ��	 ��� s ∈ Ω ��� n ∈ N

‖Tn(s)‖X ≤ 2‖T (s)‖X �����

���

lim
n→∞

∫
Ω

‖T (s) − Tn(s)‖X�μ(s) = 0. �����

�	���� �� ����� �� ��	
 ������ �������

�

���������� ������� !��"�����#� ������ #�� �� �$$%�� �� ��� ��#����
�������%�� &�� ��� #��"�����#� �� ��� ��� �� '� ��$�� �#� ��� ������ ����
�� ����� �� ��	� ��� ��� $�����

������� ��� ��� T : Ω → X �� ��	��
�� ����	���� ��� (Tn) �� � ��������

�� ��������� ���� ���� ��	 ����� ���	� s ∈ Ω �� ���� Tn(s) → T (s)� �� ���	�
�� g ∈ L1(Ω) ���� ���� ��	 ��� n ∈ N ��� ����� ���	� s ∈ Ω �� ����

‖Tn(s)‖X ≤ g(s), �����

���� T �� ������	 ����
	���� ���∫
Ω

T (s)�μ = lim
n→∞

∫
Ω

Tn(s)�μ

�	���� �� ����� �� ��	
 ������ ����(�� �� ��' $��"� � � ��%% �$$%�#�����
�� ��� ��#���� �������% ���� '�� ��� � �� ��� ��� ��)��

��*



����� ��� ��� R ∈ R �� ���� ��	� D ⊂ B(0, R) 	
� h ∈ L2(S2)� ��

�	� T : S2 → H1(DR) ���
�� ��

T (d) = Urob,k(−(∂ν(D) + λtr )eikx·d)h(d)

�� ����
�� �
����	����

������ �� ������� �	
 ��� �� T �� ������� ���������� �� ��� ���� �� �� ��
�������� ���������� ��� ��������∫

S2

‖T (d)‖H1(DR)dH2(d) < ∞. ��	
�

�� ���� ���� ���� T �� �������� ����������	 �� ������� �	� ��� �� T
�� �������� ���������� �� ��� ���� �� 10 ��� ��� U ⊂ H1(DR) ��� T−1(U) ��
���������� ��� 20 T (S2) �� ��������	

10� �� ��� �������� T ��

T : S2 f→ H− 1
2 (∂D)

Urob,k−→ H1(DR),

�����

f(d) = (−(∂ν(D) + λtr )eikx·d)h(d)

= A(d)h(d).

 ��� A : S2 → H− 1
2 (∂D) �� ���������� ��� h ∈ L2(S2)	

����� �!��� ����� ��������� hn : S2 → C ���� ���� ��� ��� d ∈ S2 �� ����
h(d) = limn→∞ hn(d)	 "�� ��� n ∈ N ��� �� Ahn �� ���������� ���

Ah = lim
n→∞

Ahn.

�� #$$% &��������� '	$	'( � ����� �� ���������� ��������� Ahn ���� � �������

���� (S2,H2) �� � �����)���� ���������� ���� H− 1
2 (∂D) �� ����������% ��

�� ��� ���� f = Ah �� ����������	

*���� Urob,k : H− 1
2 (∂D) → H1(DR) �� ���������� �� ��� ���� ��� ��� U ⊂

H1(DR) ���% ��� ��� U−1
rob,k(U) ⊂ H− 1

2 (∂D) �� ���	  ���� T−1(U) �� ���+
�������	

20� H1(DR) �� ��������% �� T (S2) �� �������� �� � ������ �� � �������� ���	

,�� �� ���� �� ��� ��������� ��	
�	 ��� �� B : S2 → H1(DR) ������ ��

B(d) = Urob,k ◦ A

$-'



�� ���������� ��	 S2 �� ��
����� �� � ��� ����

sup
d∈S2

‖B(d)‖H1(DR) = C < ∞.

�� ����∫
S2

‖T (d)‖H1(DR)dH2(d) =

∫
S2

|h(d)|‖B(d)‖H1(DR)dH2(d)

≤ C‖h‖L2(S2)H2(S2)
1
2 , �����

�� T �� ������� �����������

�

���



�������� �

	
���� ������� �	 ������ ���

S′(R × U)

�� ��� ���� �� 	��
 ��� ���� S ′(R × U) �� ������� ��� ��
� ��� �� ���
���� D′(U) �� 	��
�� �� ���� ����� ��� ���� ��������� �� ���� �� �����
���� � �������� 	�
��� �	 ��
�����
�� ��� ��� ���� �	 ��
�������� �� ����
��� �������� �� ������� ��� ���	� 	�� 	��
��� ��� ���� S ′(R × U)� ��
	����� ��� ������ �	 ���� ������ �������! ���"�� �� ���� ��������� �� ��
��� 	"���
����� ������ ������� �	  �����! ����� ��� "��� �� �����

#�� C �� ��� $"������� ������� �	 ��� ��
��� ���� C�

��������� �	
 ��� E �� � �����	 
���� ��� � �������� T ��� ��� 
����


E × E ��� C × E �� ������� ��� ��� �	����� ��������
 T × T ��� C × T
	�
��������� ���� (E, T ) 
 � ���������� ������ ����� � ��� ������

+ : E × E → E ��� ��� 
����	 ����������� : C × E → E �	� ��������
�

�� ���� ���� 	�� ��� x ∈ E ��� 
� x+ : E → E; y → x + y �� � ��
��
�
�����
 ��� 	�� ��� λ ∈ C \ {0} ��� 
� λ : E → E; y → λy �� �
��
��
�����
�

��������� �	� ��� (E, T ) �� � ���������� 
����� � ��������� �� 
��
 B ⊂ T

 � ��

 �� ��� �������� T � ��	 ��� A ∈ T ��� x ∈ A ���	� ��
�
 � B ∈ B

��� ���� x ∈ B ��� B ⊂ A�

�� ���� ���� �	 B �� � ����� �	 ��� ������� ���� 	�� ��� A ∈ T ����� ���
���
���� {Bx}x∈A ⊂ B �"�� ���� A =

⋃
x∈A Bx� ��� ���� ���"�� �� ����

"��	"� �� �����
����� �	 � ���������� �� � ����� �	 � ��������

%&'



����� ��� � ���������� B �	 
��
 �
 � ��
�
 �	 
�� �������� �	 ��� ���� �	

	�� ��� A, B ∈ B ��� x ∈ A∩B ����� ���
�
 � D ∈ B 
��� ���� x ∈ D ⊂ A∩B�

����	� �� ����� �� ��	
 ������ �����

��	
���
 ��� � ����������� ������ 
���� (E, T ) �
 � ������� ������ 
����

�	 T ��
 � ��
�
 ���� ���
�
�
 �	 ������ 
��
�

��� ������ �� ���� ��������� ��� ����������� �� ������ ������� �� � ��� ��
��������� ����� ������ ���� �� ������� ������ ������ ���� ������ ������ ��
�� ���� ��� �� ��� ���� ����

����� ��� ��� E �� � ������ 
����� P � ���������� �	 
������
 �� E

��� ���� 	�� ��� p1, p2 ∈ P ����� ���
�
 � p ∈ P 
��� ���� p1, p2 ≤ p� ��� ���

p ∈ P ��� ε > 0 ���

Bp(ε) = {x ∈ E : p(x) < ε}.
���� ��� ����������

A := {x + Bp(ε) : x ∈ E, p ∈ P, ε > 0}]

�
 � ��
�
 �	 � ��������� ������� T �� E ��� (E, T ) �
 � ������� ������

����������� ������ 
�����

����	� �� ��� ��� ����� ��������� �� !�� "�#� $���� ��� x1, x2 ∈ E

ε1, ε2 > 0
 p1, p2 ∈ P ���

z ∈ (x1 + Bp1(ε1)) ∩ (x2 + Bp2(ε2)) = A.

!�� p �� ���� ���� p1, p2 ≤ p ���

ε = min{ε1 − p1(x − z), ε2 − p2(y − z)}.

���� z + Bp(ε) ⊂ A ��� �� !�� "�# ��� ���������� A �� � ������

%�� ��� x ∈ E
 p ∈ P ��� ε > 0 ��� ��� x + Bp(ε) �� ������
 �� �� ��� ����
��� ����� (E, T ) �� ������� �������

�� ����� ���� ���� ��� ����������� ���������� ��� ����������� !�� λ ∈ C

x, y ∈ A
 f(x) = λx
 g(x, y) = x + y ��� U ⊂ E �� ����� !�� z ∈ f−1(U)�
����� ����� p ∈ P ��� ε > 0 ���� ���� λz + Bp(ε) ⊂ U � $����

z + λ−1Bp(ε) = z + Bp(|λ|−1ε) ⊂ λ−1U = f−1(U)

��� f−1(U) �� �����

�#�



��� U ⊂ E �� ���� ��	 (x, y) ∈ g−1(U)
 ����� ���� �� p ∈ P ��	 �� ε > 0
��� ���

(x + y) + Bp(ε) ⊂ U.

�� ������� ���� �� �����		������� �� p ���

Bp(
ε

2
) + Bp(

ε

2
) ⊂ Bp(ε),

�� �� ��� ���

(x + Bp(
ε

2
), y + Bp(

ε

2
)) ⊂ g−1(U).

����� g−1(U) �� ���� ��	 g ����������


�

��������� �	
 � ���������	� 
���� ��	�� (E, T ) �� 	 ������ ��	�� ��

�� �� �� ���	��� ���
���

�� �� �� �����	����

�� �� �� ���������

��������� �	� ��� {Ej}j∈N �� ������ ��	���� Ej ⊂ Ej+1 �� 	�� j ∈ N 	��

��� ���� ����� ij : Ej ↪→ Ej+1 �� 	� ���������� ��� Ej �� ij(Ej)� !���
ij(Ej) �� ����!�� !��� ��� ��	��
� �������� ��� Ej+1� ���� ��� ��������

������ ��������� ���� �� ��� ������� ������ {Ej} �� ��� ���

E :=

∞⋃
j=1

Ej

������� !��� ��� �������� T �	
��� 	 �	��� �� ������� ����� �� 0� !����
������� �� ����� ���
�� ���� V �� !���� 0 ∈ V 	�� �� 	�� j ∈ N ��� ����"

������� V ∩ Ej �� ���� �� Ej� #� �	�� ��� ��	�� (E, T ) 	� �� ��	�� 	�� ���

��$ ���� {Ej}j∈N 	 �������� �� ��������� �� E�

�� �� ����� 	�������� �� �� ��	��	 ����� �� ������� �� ����������	� ��

����� �� �� ���� ��� �� �� ���� �����

��� �	� ��� {Ej}j∈N� E 	�� ��� ������� ����� V �� ��� �� 	� ��

%�&������ '�(� ���� ��� ����������

B := {x + V : x ∈ E, V ����������� �� 0}

�� 	 �	��� �� 	 �������� �� E�

� !



������ �� ���� ��� �	� 
���� ������� �� ����� ���� �� �	�� ���� ��� x, y ∈ E
��� Vx, Vy 
� ���� ����	
��	���� �� ��� ���

z ∈ (x + Vx) ∩ (y + Vy).

��� j 
� �� ���� �	�� x, y, z ∈ Ej � �	��

((x − z) + Vx) ∩ Ej = x − z + (Vx ∩ Ej),

�	��	 �� �� ���� ��� �� Ej ����� Vx∩Ej ⊂ Ej �� ���� ��� �	� ��� p → p+x ��
� 	�������	��� �� Ej � �� �	� ���� ��� �� ��� �	�� ((y−z)+Vy)∩Ej ⊂ Ej

�� ����� ��

(((x − z) + Vx) ∩ Ej) ∩ (((y − z) + Vy) ∩ Ej) ⊂ Ej

�� � ���� ����	
��	��� �� 0 �� Ej �

��� k < j� �	� ��������� ik,j : Ek → ik,j(Ek) ↪→ Ej �� �� ������	��� ���
Ek �� ik,j(Ek)� �� �� ��� �	�� �	� ��������

P = i−1
k (((x − z) + Vx) ∩ Ej) ∩ ((y − z) + Vy) ∩ Ej))

= ((x − z) + Vx) ∩ Ek) ∩ (((y − z) + Vy) ∩ Ek)

�� �� ���� ��� �� Ek� ����� 
� �	� ������� �� �	� ���� ����	
��	���� ��
0 �� E �	� ��� ((x− z) + Vx) ∩ ((y − z) + Vy) �� �� ���� ����	
��	��� �� 0
�� E� ����� (x + Vx) ∩ (y + Vy) ∈ B ��� 
� �	� 
���� ������� B �� � 
����
�� � ���������

�

 �� �� �� �
�� �� ��!� �� �	� ��"������ �� �	� ���� ��������� S(R × U)�

��� U ⊂ R3 
� �� ���� ���� #� $%%� ����� &'�&( �	�� �)��� ������� ����
{Kj}j∈N �� U ���	 �	�� �� ��� j ∈ N �	� ��� Kj �� �� �	� ������ �� Kj+1 ���
U =

⋃
j∈N

Kj � �� ��"�� �	� ���������

‖ϕ‖k,i,j := sup
|α|≤k

sup
t∈R

x∈Kj

|〈t〉i∂αϕ(t, x)|,

�	�� α ∈ N4� ��� �	� �����

S̃(R × U) := {ϕ ∈ C∞(R × U) : ‖ϕ‖k,i,j < ∞ ∀k, i, j ∈ N}.

#� ����� ��% �	� ��������� {‖ · ‖i,j,k} ������ � �������� T �� �	� �����

S̃(R × U)� �	��	 ��*�� �� � ������� ���!�) ����������� !���� ������ #�

&��



���� ������	
	�� ��� � 
������	��� ����� 	������ �� � ��������� ��
 �� ���	�

����� 	� ��
�	������ �� �� ��� 
��
 S̃(R × U) 	� ��
�	����� �� ��� 
��


S̃(R × U) 	� ���� ������
�� ��
 (ϕn)n∈N ⊂ S̃(R × U) �� �  ����� ��!�����
"	
� 
�� ����� ‖ · ‖0,0,j �� ��� ��� 
��
 
���� 	� � ϕ ∈ C∞(R×U) ���� 
��


��� ��� (t, x) ∈ R × U �� ��#� ϕn(t, x)
n→∞−→ ϕ(t, x) ��� 
��
 
�� ���#�������

	� ��	���� �#�� ������
 ��
� K ⊂⊂ U  $� 
�� ���� ��� �� ��� 
��
 ��� ���
i ∈ N ��� α ∈ N4 
���� �%	�
� � fα ���� 
��
 〈t〉i∂αϕn → 〈t〉ifα ��	������ ��
R × K ��� ��� K ⊂⊂ U  &���� �� ��� 
��
 ϕ ∈ C∞(R × U) ��� 
��
 ��� ���
k, i, j

‖ϕ‖k,i,j < ∞.

&���� ϕ ∈ S̃(R×U)� ϕn → ϕ 	� S̃(R×U) ��� S̃(R×U) 	� ������
� ����

S̃(R × U) 	� � '�����
 �����

(�
 
�� �����

S(R × Kj) := {ϕ ∈ S̃(R × U) : supp(ϕ) ⊂ Kj}

�� �!�	���� �	
� 
�� 	������ 
������� ���� S̃(R ×U)� 
��
 	� 
�� 
�������

	������ �� 
�� 	�����	�� i : S(R × Kj) ↪→ S̃(R × U) ��	� 	� 
�� ����

������� �� 
�� ��� 	������ �� 
�� ���	������ {‖ · ‖k,i,j}k,i∈N �� S(R×Kj)

$� � ��!����� (ϕn) ⊂ S(R × Kj) ���#����� 
� �� ϕ ∈ S̃(R × U) 
��� ��� ���
x ∈ U \Kj ��� t ∈ R �� ��#� ϕn(t, x) → 0 �� n → ∞ &���� �� ��� 
��
 	�
���
 ϕ ∈ S(R × Kj) ��� 
��
 S(R × Kj) 	� ������ &���� S(R × Kj) ���� 	�
� '�����
 �����

��� 	�����	��� ij : S(R×Kj) ↪→ S(R×Kj+1) ��� ���� 	�������	��� &����
�� ��� ��)�� �� *�)�	
	��  +

S(R × U) :=
⋃
j∈N

S(R × Kj)


� �� 
�� ����
���� �
�	�
 	����
	#� �	�	
 �� '�����
 ������ (S(R × U), T )

,�� �� ��� ��)�� 
�� ����������	�� �	�
�	��
	���

��������� �	
 ��� ������	
����� S ′(R×U) �� ������
�
� ��� ���� S(R×
U) �� C�

��� ������	�� �����
 	� ��������� 
� 
�� ��� ��� �	�
�	��
	��� 	� D′(U) 
��

��� �� ����� �� 	� ���� ������	
	�� -��� "� ��������� 
�	� �����
 �	
� �
�����

������ �	�� � ����� �� f : S(R × U) → C �� ������
�
� �� �� ����

�� ��� �� ��� ��������� ��
������ ���������� �����

�./



��� ��� ����	 
���
� ��� K ⊂ U ����� �� ������� k, i ∈ N ��  
������
C > 0 ��
� ��� ��� �� ϕ ∈ S(R × U) ���� supp(ϕ) ⊂ K �� ���

|f(ϕ)| ≤ sup
|α|≤k

sup
t∈R
x∈K

|〈t〉i∂αϕ(t, x)|.

���� ��� �� ������
�� (ϕn) ⊂ S(R × U) ���� supp(ϕn) ⊂ R × K ��� ����

���
� K ⊂ U �� ���� ��� �������	� ��� �� k, i ∈ N

lim
n→∞

sup
|α|≤k

sup
t∈R

x∈Kj

|〈t〉i∂αϕ(t, x)| = 0

�� ���
lim

n→∞
|f(ϕn)| = 0.

������ �� ���� ���	�
���� ����� � ����� ��	 L ���� � �� 
	��� E �� C �

�������
 �� �� ��� �� ��� ��� Ej � � 
������ �� ������� �� E ��� ��
�����
��� L|Ej

�
 �������
�  ��� � ����� ��	 f : S(R×U) → C �
 �������

�� �� ��� �� ��� ��� j ∈ N ��� ��
������� f |S(R×Kj) �
 �������
� �� ����
���	�
���� !�!� � ��	 L ���� � ������� ��"�# 
	��� �� C �
 �������
 ��
�� ��� �� ����� �
 � �������
 
������� p � E 
��� ���� ��� ��� x ∈ E
$� ��"�

|Lx| ≤ p(x).

%�� 
�� {‖ · ‖k,i,j}k,i∈N ����
 � &�
�
 �� �������
 
�������
 � S(R×Kj)�

� ��� ��
������� f |S(R×U) �
 �������
 �� �� ��� �� ����� �#�
�
 k, i ∈ N


��� ���� ��� ��� ϕ ∈ S(R × Kj) $� ��"�∣∣f |S(R×Kj)(ϕ)
∣∣ ≤ C‖ϕ‖k,i,j. '(��)

�� ���� ���	�
���� *��� � ��	 L ���� � �����+�&�� 
	��� E �� � ��	���,����
"����� 
	��� F �
 �������
 �� �� ��� �� �� �
 
���������� �������
�
 ��� $� �� ��	���
� ��� ������� '(��) ��� ��� �������� �� f |S(R×Kj)

�
 �����$
- ��� ��	 f |S(R×Kj) �
 �������
 �� �� ��� �� ��� ��� 
������


(ϕn) ⊂ S(R × Kj) 
��� ���� ‖ϕn‖k,i,j
n→∞−→ 0 ��� ��� k, i ∈ N $� ��"�

lim
n→∞

f |S(R×Kj)(ϕj) = 0. '(�.)

��� K ⊂ U &� ���	���� /��� ��� ��� j ∈ N ��� 
�� Kj �
 � 
�&
�� �� ���
������� �� Kj+1� $� 
�� ���� U =

⋃
j∈N

�� (Kj) �� ���� ����� �#�
�
 � j ∈ N


��� ���� K ⊂ Kj �  ��� ��� ������� '(��) �
 ����"���� �� ������� '�)
�� ��� %������ �� ��� ������� '(�.) �
 ����"���� �� ������� '��) �� ���
%�������

�

%�� 	��"���
 ������� ,�"�
 � 	�������� ������� ��� ��� �������� �� � �����

���



��� f : S(R×U) → C� �� ��	
� � �� 
��
����� �� ����� ���� ����� ���� ����
��� �� �� 
!	� 
��
 	� ����
�� �� � �
�"
	�� ��	�
 ��� 
!� 
!��"# �� $"�%!�

���%�� ��� &$ ���%�� 	� ��	����� �� 
!� ���� �# � %�� ��"�� �� 
!�
��''�	�� ��(�	
	���� !	%! "��"����
 
!� )���"�
	*� ���) �� 
!	� 
!��"#�

��������� �	

 � �������� (ϕn) ⊂ S(R × U) �� �	�
 �� ������� �� ϕ ∈
S(R × U) �� ����� ������ 	 ����	�� K ⊂ U ���� ��	� ��� 	�� n �� �	�

supp(ϕn) ⊂ R × K 	�
 ��� 	�� k, i ∈ N�

lim
n→∞

sup
|α|≤k

sup
t∈R

x∈Kj

|〈t〉i∂α(ϕn − ϕ)(t, x)| = 0,

����� α ∈ N4 �� 	 ��������
���

��������� �	
� � ����	� �	� f : S(R × U) → C �� ���������� �� ��� 	��

��������� (ϕn) ⊂ S(R×U) ��	� ������� �� 0� �� ��� ����� �� ��� ���������

����� �� �	�

lim
n→∞

f(ϕn) = 0.

+# ,!��"�� -�.� ��(�	
	�� -�.� 	� ���	*�'��
 
� 
!� ��''�	��/ f : S(R×U)
	� %��
	����� �� � 
���'��	%�' ��� !�� S(R × U) 	� ���	���� 	
! 
!� &$

���'��# ��� C 	� ���	���� 	
! 
!� ��%'	���� 
���'��#�

.0 



�������� �

	�
���

����

N ������� {0, 1, 2, . . .}
Z ������� {. . . ,−1, 01, . . .}
Z− ������� {−1,−2,−3, . . . }
Z+ ������� {1, 2, 3, . . .}
R �	� ��
 �� ��� �������

R+ �	� ��
 �� ����
��� ��� �������

R− �	� ��
 �� ���
��� ��� �������

C �	� ��
 �� ������� �������

Rn �	� n�
����� �� ��� �������
B(0, r) ��� �� ����� r �� Rn

D ���� �� ������� ��
 ��
	  C2 ������� �� R3

U � ��
 �� Rn

∂U �	� ������� �� 
	� ��
 U
U ������� �� 
	� ��
 U
DR ����� B(0, r) \ D

��������

Hs s����������� ������ ������ �� Rn

Ln n����������� !����� ������ �� Rn

"#$



������

Ck(U) k ����� ������	��
��� �	����	� �	 U � �U ���	�
C∞(U) �	�	����� �
	� ����� ������	��
��� �	����	� �	 U
Ck

0 (U) k ����� ������	��
��� �	����	� �	 U ���� ����
�� �������
D(U) �
�� 
� C∞

0 (U)
C∞

0 (U) �	�	����� �
	� ����� ������	��
��� �	����	� �	 U ���� ����
�� �������
D(U) ���� �����	�� �
�� 
� C∞

0 (U)
S(Rn) �
����� �
	����	� �	����	�
S(R × U) �
����� �����
��	� �	����	� �	 ��� ��� R × U
Sm0(R × S2) �������� �	����	� �	 R × S2 ����  ��� ��
	 �	����
� ���� ���� ������
E(U) �
�� 
� C∞(Rn)
D′(U) !����������	�� 
�� �	 �����	����	� D(U)
S ′(Rn) !����������	�� 
�� �	 �����	����	� S(Rn)
S ′(R × U) !����������	� �	 S(R × U)
E ′(U) !������������ 
�� �	 �����	����	� E(U)
Lp(U) "�
���
��� ��
���� �	 U ���� �	��� || · ||Lp(U) 	���
�p ��#��	��� α = (αj)j∈N ���� ||α||p
p :=

∑
j∈N

|αj|p < ∞
W k

p (U) Lp$�
��� ������� ��
�� �	 U
Hs(Rn) ������� ��
�� �	 Rn

Hs(U) ��
�� � ����������	� � Hs(Rn) �	 U
Hs

0(U) %������ � D(U) �	 Hs(U)
Hs(∂D) ������� ��
�� �	 ∂D

�����	�

(·, ·)D′×D(U) !����������	 
����	� ������& ��	'��
�� �	 ��� ���� �����	�

(·, ·)L2(U) L2 �		���������
(·, ·)H−s×Hs(A) %�����& ������� ��
� 
����	 ������	 H−s(A) 
	� Hs(A)


���	���� ��	���	���

Φ�&��� (�	�
��	�
� �������	 � ��� )������� *#�
���	
u ⊗ v ��	���������� � u 
	� v
û (�� 
 �	����	 �� �����������	 u+ F{u}
u ∗ v %�	�������	 � u 
	� v
u ∗y v %�	�������	 � u 
	� v ���� ������� �� ��� �
�
�������� y

,-.



���������

∂ ������� ����	���	�

∂ν 
����� ����	���	�

∂−
ν ������� ������ ����	���	�

∂+
ν �������� ������ ����	���	�

Δ ������� ��������

� ��	� ��������

Ran (T ) ����� �� �������� T
Dom(T ) ������ �� �������� T
F{·} ������� �������������� �� Rn

F−1{·} �	���� ������� ��������������

tr ����� ��������

tr − ����� �������� ���� ��� ������ �� � ������

tr + ����� �������� ���� ��� ������� �� � ������

tr ∗ ���� �� ��� ����� �������� tr
Fk→t ������� �������������� ���� ������� �� ��� 	�������

�� � ���������������� �����

F−1
t→k ��� ��	���� �� ��� ���	����

Gk  ����� ��������� ��������

SLk !����� ��"�� ��������

Sk !����� ��"�� �������� �� ��� �������"

DLk ������ ��"�� ��������

Grad !������ ��������

∇ #������� ∇ = (∂x1 , ∂x2 . . . , ∂xn
)

∇y #������� ���� ������� �� ��� 	������� y
�$ limλ→μ T (λ) !����� ����� �� ���������

{P (λ)} ���������� �� �������"

Uk !������� �������� �� ��� ������ ���%����" ��������� �������

Urob,k !������� �������� �� ��� ������ ���%����" ����� �������

Λk ��� �������� �� 
������ ���

Λk,− ������� �������� �� 
������ ���

Λk,+ �������� ��������� �� 
������ ���

Tk ������ ��"�� �������� �� ��� �������" �� � !�����	 ����� �������

Rk !����� ��"�� �������� �� ��� �������" �� � !�����	 ����� �������

Im(T ) �������" ���� �� ��� �������� T
Re(T ) ���� ���� �� ��� �������� T
Fk ��� ��� &��� ��������

Gk ����� �������" 	����� �� ��� ��� &��� $���

GD,k ��������� �������" 	����� �� ��� ��� &��� $���

'()



Lk ������ −kIm(Fk)
L ��	
������ �� Lk ��� �� L2(R × S2) �������
F ��	
������ �� Fk ��� �� L2(R × S2) �������

F̂ ������ ������� �������	���� �� F
Ftime ��	� ���� ��� ���� �������

���������	
� �	����	��

ν(U) ������� ������� ���	�� �� ∂U

〈k〉 ������ (1 + k2)
1
2

‖ · ‖op ��������� ������� ������� ���	

Jϕ ��� ����
��� �� ϕ� ������ ��� ϕ : Rn → Rm

d(x, U) ������� �� x ���	 �� �� U
x̂ ��� ����� � �� ��	� �������� �� x �= 0
∂xi

������ ���������  ���� �� xi �����
��

‖ · ‖D �������� ���	

O (f(x)) !��	���� ��	 
������ 
� Cf(x)
Im "	�#����� ���

Re $��� ���

[A] %���� ������������# � �� ������� A

&'(
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�

��� �����	 
�� ��������	 �� ���������� ���������� �� 
�������� �� ����� 
������ !"������� #��$ 
����� %$�������������� &������ �'������� (��$ 
�����"��	 )�� *+�,�-./0	 ��� � *1�

�2� �$�����	 �� 3�� %�����4 �������� 2��	 (�5��# ��� 6���	 7�# 8��9	
�-//�

�*� �����	 :�� ;$� ������ �������� #��9�� 6�)���� ���<���� 2+ ,2++=0	 ���
�	 �/*>�.*�

�=� ?�@$�	 (�� 5�<������9������ �� ��� ���9�����$�� 6������A��������$��	
�$��� :$����	 B��)������ �� C������$�	 �---�

�D� ?�@$�	 (�� !4������ �$��������A����� �� ���������� �� ���������� ���������
��������$�� 
6�( &������ �� (��$�������� �������� *2 ,2++�0	 ��� /	
�*2.>�*=��

�/� ?�@$�	 (�� ��9�	 (�� 7�������� �������������� �� �#� ����������)�
���$��� ��� �������� ���������� <� ��������� �������$�	 6�)���� ���< 
���� �/	 ��� �+2- =2	 2+++�

�.� ?�@$�	 (�� ��9�	 (�� E����� �������� �� ���������� ��������� ����� 
���$�	 6�)���� ���<���� �- ,2++*0	 ��� /D -+�

�1� %�9���	 F�� %�����	 ��� G��������)� (��$��� �� 6�)���� 
���������
:$����H �� 6������������ 6���������� �� (��$����� ��� (��$�������	

������� 3�����	 ?�����	 2++/�

�-� %$�� G�� ����� �����$������ ���(��9	 ��� � �������� ���$�� ���
��)���� ���������� �� �$� ���� ������	 6�)���� ���<���� 2/ ,2+�+0	 ���
1�

��+� %$��	 8� I�� ;�	 �� %�� 
����� J���� !������� !"������� ��� !�������

������	 �������� (��$�������� 
������	 �--1�

�=�



���� ���� �	
	� ����� ������ ���������� ������� ����	

���� ������� �	� ������� �	� � �� !�  ���" #�� ���$��% ��$�� ��������%
!��&� � �� �� ������� �%���	 '�$�� (��&� � �� )���*+� ��	 ,�
-.-/-�-	

��-� ������� �	� ���� 0	� '��%��� 12������ ����"� �� 3�������% ������
4��� 5��� 6 3���� ��.-	

��,� ������� �	� ����� 0	� '�$�� �������� ��" 1����� �%���� 3�������%
����� 3��� 1"������ 3!���%�78���%� ������ ���.	

��9� ������� �	� ����� (	� � ����� �� !���%  ���" #�� �� "������ �#
��� �� ����%  ����:�$� ''�	 3'�� 4	 �!!�	 ����� *; )����+� �,�7
�99	

��*� ���:��� 4	 �	� � ����� �� <��������� �������� �"� 3!���%�78���%�
=: >���� ���;	

���� 1$���� 
	 �� (������ ��?������ 12�������� � ����� ���� ������ 3�7
����� ���.	

��.� 1$���� 
	 �	� @���!�� 0	 <� ����� ����� ��" <�� (��!���� �#
<��������� �0� (���� =: >���� ����	

���� @&���� �	� A���� �	� ������� �	� ����B� 5	� 3����"� �	� � �� 7
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