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Tiivistelma

Kvanttimekaaniseen laskentaan perustuvalla uudenlaisella tietokoneella, kvanttitie-
tokoneella, on potentiaalia kyeta ratkaisemaan tiettyja monimutkaisia ongelmia,
joihin parhaiden supertietokoneidenkaan laskentateho ei riitd. Tasta syysta toimivaa
kvanttitietokonetta ja sen laskentayksikkoa, kubittia, kehitetadn nykyéaan lukuisissa
yliopistoissa ja yrityksissa ympari maailmaa. Yksi lupaavimmiksi osoittautuneista me-
netelmista on kédyttad kubittina suprajohtavaa virtapiirié, josta voidaan muodostaa
makroskooppinen kvanttimekaaninen kaksitilasysteemi.

Nopean laskennan mahdollistamiseksi yhden kubitin operaatiot eli kvanttipor-
tit on toteutettava nopeilla pulsseilla. Riittavin tarkan operaation saavuttamiseksi
suprajohtaville kubiteille kaytetadn usein heikkoa kapasitiivista kytkentaéa ulkoiseen
resonaattoriin, jolloin tavoiteltu nopeus saavutetaan pulssin tehoa kasvattamalla.
Suuri teho voi kuitenkin aiheuttaa kubitin ldmpenemistéd, mikéa heikentaé sen ko-
herenssia seka operaation tarkkuutta. Téassa tyossa ongelman ratkaisuksi esitetaén
kubitin ajamista tyypillisen resonanssialueen sijaan epéresonanssissa, jolloin pulssin
kesto on mahdollista saada lyheneméaan hyvin nopeasti ajotehon kasvaessa. Lisaksi
eparesonanssiajossa kubitin ja ulkoisen resonaattorin véaliin voidaan lisata kubitin
taajuuden estdva suodatin, miké parantaa kubitin elinaikaa merkittavasti. Tyossa
tutkitaan numeerisesti simuloiden kahden eparesonanssimenetelmén, aliharmonisen
ajon seké kahta ajotaajuutta hyodyntavin nk. kahden taajuuden ajon, toimivuutta
unimon-kubitilla, joka on Aalto-yliopistossa kehitetty lupaava suprajohtava kubitti.
Tuloksia verrataan unimonin resonanssiajoon.

Tulokset osoittavat, etta tutkituissa eparesonanteissa ajoalueissa kvanttiportin
nopeutta voidaan kasvattaa vain pienella lisdyksella ajojannitteeseen, mika vahvistaa
eparesonanssiajon potentiaalia resonanssiajoon nahden. Unimonille lupaavimmalta
ajomenetelmaltd vaikuttaa kahden taajuuden ajo, silla talla menetelmalla saavu-
tetaan lahes resonanssiajoa vastaava porttien tarkkuus. Tarkkuutta voidaan yha
parantaa optimoimalla kaytettavia ajotaajuuksia, jolloin kahden taajuuden ajo nousee
vahvuuksiensa ansiosta erittdin varteenotettavaksi menetelméaksi unimonin ajamiseen.

Avainsanat Suprajohtava kubitti, unimon, eparesonanssiajo, aliharmoninen ajo,
kahden taajuuden ajo
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Symbolit ja lyhenteet

Symbolit
h Planckin vakio 6,626 07015 x 1073* Js
h redusoitu Planckin vakio h/(2m)
e alkeisvaraus 1,602176 634 x 10~ C
o magneettivuon kvantti h/(2e)
|v) kvanttimekaaninen tilavektori

|0}, |g) kubitin perustila
|1), le) kubitin viritystila

H Hamiltonin operaattori
Wq kubitin taajuus
wq ajotaajuus
« epaharmonisuus
Or Rabi-taajuus
) AC Stark -siirtyma
Lyhenteet
CPW kaksiulotteinen aaltoputki coplanar waveguide
AC vaihtovirta alternating current

RWA  pyorivan aallon approksimaatio rotating wave approximation



1 Johdanto

Kvanttitietokoneiden kehitys sai alkunsa 1980-luvulla, kun fyysikot kuten Richard
Feynman ja David Deutsch esittivit ajatuksen kvanttimekaniikan periaatteita hyo-
dyntavisté laskentajarjestelméasta [1, 2]. Varhaisessa vaiheessa tutkimus oli pitkalti
teoreettista, mutta 1990-luvulla kehitys sai vauhtia, kun muiden muassa Peter Shor ja
Lov Grover osoittivat algoritmeillaan, etté kvanttitietokone voisi ratkaista tietyt ongel-
mat huomattavasti klassista tietokonetta nopeammin [3-5]. Viime vuosikymmenten
aikana kvanttiteknologian kehitys on kiihtynyt entisestdédn, ja lukuisten sovellus-
kohteiden, kuten ladketieteen, kryptografian ja monimutkaisten laskentaongelmien
optimoinnin odotetaan hy6tyvin kvanttilaskennasta tulevaisuudessa [6-8].

Kvanttitietokoneen potentiaali perustuu sen klassisesta tietokoneesta poikkeavaan
laskentaperiaatteeseen. Kubitilla eli kvanttilaskennan perusyksikolla on perustila |0)
ja viritystila |1), jotka vastaavat klassisen tietokoneen bitin kahta arvoa 0 ja 1. Toisin
kuin klassinen bitti, kubitti voi perustilan ja viritystilan lisdksi olla niin kutsutussa
superpositiotilassa, joka on mielivaltainen lineaarikombinaatio kyseisisté tiloista. [9]
Kéytéannossa kubitti on mahdollista toteuttaa monin tavoin, joista lupaavimpina pide-
taan ioniloukkuja seké suprajohtavia virtapiireja [10, 11]. Keinotekoisiksi atomeiksikin
kutsuttujen suprajohtavien kubittien energiaspektri muistuttaa atomin energiatiloja,
ja kubitin tiloina |0) ja |1) kdytetdén usein spektrin kahta alinta energiatilaa. Yksi
suprajohtavien kubittien merkittava etu on niiden energiaspektrin muokattavuus,
silla kubitin ominaisuudet riippuvat virtapiirin komponenttien parametreista, jotka
voidaan sddtdd halutunlaisiksi. [11]

Suprajohtavien kubittien tilaa saddelladn mikroaaltotaajuuksilla toimivalla ul-
koisella séhkomagneettisella kentalld [12]. Halutut operaatiot eli kvanttiportit to-
teutetaan valitsemalla ajavalle sahkomagneettiselle pulssille sopiva kesto ja taajuus.
Ulkoisen kentan kapasitiivisessa kytkennéssé operaatioista saadaan tyypillisesti tar-
kempia heikentamallé kaytettya kytkentaa, mutta télloin tarvittavat pulssit pitenevat.
Pulssien kestoa voidaan lyhentda kasvattamalla kytkennasséa kédytettyéd tehoa, mika
puolestaan voi aiheuttaa ldmpenemisté heikentden kubitin koherenssia. [13, 14] Erés
ratkaisu ongelmaan on ajaa kubittia yleisesti kdytetyn resonanssiajon sijaan sopivalla
eparesonanssiajomenetelmallé, jossa pulssin kesto lyhenee hyvin nopeasti ajotehon
kasvaessa [15]. Epédresonanssiajo my6s mahdollistaa sen, ettd resonanssitaajuudella
fotonien siirtyminen kubitin ja ajavan resonaattorin valilla voidaan estéda sopivalla
suodattimella, miké kasvattaa kubitin elinaikaa huomattavasti [14].

Téssa tyossa tutkitaan kahden erilaisen epéresonanssiajomenetelmén, aliharmoni-
sen ajon ja tyossi esiteltdvan kahden taajuuden ajon, toimivuutta Aalto-yliopiston ja
IQM:n yhteistyossa kehitetyn unimon-kubitin ajossa. Télld lupaavalla suprajohtavalla
kubitilla on useita hyvid ominaisuuksia, kuten korkea epaharmonisuus, varauksista
johtuvan matalataajuisen kohinan taydellinen sietokyky seké vuosta johtuvan kohi-
nan osittainen sietokyky [16]. Tutkimus toteutetaan numeerisesti simuloiden. Tyon
rakenne on seuraava: Luvussa 2 esitellaédn suprajohtavien kubittien perusperiaatteita
seké tyossa kaytetyt ajomenetelmét. Luvussa 3 tarkastellaan unimonin simuloimi-
sessa kidytettyd matemaattista ja numeerista mallia, ja saatuja tuloksia késitelladn
luvussa 4. Tulosten merkitysta arvioidaan luvussa 5, joka paattaa tutkielman.



2 Teoreettinen tausta

Tassa luvussa kasitellaan tyon kannalta olennaista teoriaa. Ensimméisessé alaluvussa
esitelladn kubittien perusominaisuuksia seké suprajohtavien kubittien kaytédnnon
toteutusta. Toisessa alaluvussa perehdytdan Schrodingerin yhtalon numeeriseen
ratkaisemiseen ja tarkastellaan lyhyesti Floquet’'n teorian hyodyntémista siinéd. Kol-
mannessa alaluvussa esitelldan ajetuille kubiteille olennaiset kasitteet Rabi-taajuus
ja AC Stark -siirtymé tyossi kdytettdvien ajotaajuusalueiden yhteydessa.

2.1 Suprajohtavat kubitit ja kvanttipiirit

Kvanttitietokoneen laskennallinen yksikko eli kubitti on kvanttimekaaninen systeemi,
jonka laskennallinen Hilbertin avaruus H voidaan virittaé ortogonaalisilla tiloilla |0)
ja |1). Kubitin tilaa kuvaa kompleksinen tilavektori 1), joka on lineaarikombinaatio
kubitin ominaistiloista,

) =al0) +5]1), a BeC, (1)

missi kertoimet « ja 3 toteuttavat normalisointiehdon |a|? + |5]? = 1. [12]

Kubitin laskennallisina ominaistiloina |0) ja |1) kdytetdén usein kvanttimekaani-
sen systeemin energiatiloja. Vaikka laskennallisia tiloja on vain kaksi, myos useita
energiatiloja omaava kvanttimekaaninen systeemi voi toimia kubittina, mikéli systee-
mistd on mahdollista erotella kaksi energiatilaa. Yleensa kubitin tiloiksi valitaan kaksi
alinta energiatilaa. Namé vastaavat systeemille ominaisen Hamiltonin funktion H
ominaistiloja |0) ja |1), joiden ominaisarvoyhtalon

Hli) = Ejli), i=0,1,2,... (2)
mukaisille ominaisarvoille E; patee
E; <Ei+17 1=20,1,2,.... (3)

Tilaa |0) kutsutaan kubitin perustilaksi |g) (engl. ground state) ja tilaa |1) ensim-
maiseksi viritystilaksi |e) (engl. first excited state). Kubitin laskennallisen avaruuden
ulkopuolelle jéé toinen viritystila |f) sekd korkeammat energiatilat.

Suprajohtavat kubitit perustuvat kvanttimekaaniseen harmoniseen vérahtelijaén,
jollainen voidaan muodostaa esimerkiksi kuvan 1(a) LC-piirilla [12]. Tadma4 ilmenee
LC-piirin Hamiltonin funktiosta [11]

A2 ~2
Ao Q¢
HLC_20+2L7 (4)

joka on summa piirin kapasitiivisesta ja induktiivisesta energiasta. Kaavassa (4)
C ja L kuvaavat piirin kapasitanssia ja induktanssia. Kvanttimekaaniset operaattorit
Q ja gb on mééritelty jatkuvien vuo- ja varausmuuttujien [11]

o= [ vy, (5)
Q= /_t N I(tdt' (6)



avulla siten, ettd ne toteuttavat kanonisen kommutaatiorelaation [11]
16,Q] = 6Q — Q¢ = ih, (7)

missd i = h/(27) on redusoitu Planckin vakio. Kvanttimekaanisena harmonisena
varahtelijana LC-piirilla on ddreton maara energiatiloja tasavilein [17]. Koska perak-
kiisten energiatilojen erotus E; — E; = h/ VLC on sama kaikilla tilapareilla E; ja
E;, systeemista ei voida erottaa kahta tilaa ja kayttaa niitd kubitin laskennallisina
tiloina.

Kuvassa 1(b) LC-piirin kela on korvattu Josephsonin liitoksella, joka on epéline-
aarinen induktiivinen elementti. Josephsonin liitos koostuu kahdesta suprajohtavasta
elektrodista, joita erottaa ohut eristekerros [12]. Elementin epélineaarisuuden ai-
heuttaa sen sinimuotoinen induktiivinen energia —FEy cos (277(;3/ <I>0), missid Fj on
Josephsonin energia ja ®, = h/(2¢) on magneettivuon kvantti [18]. Téssa e viittaa
alkeisvaraukseen. Josephsonin liitoksella on myo6s levymaisesta rakenteestaan johtuva
kapasitiivinen energia, joka vastaa kondensaattorin energiaa kapasitanssilla Cj.

Joshepsonin liitos tekee harmonisesta véardhtelijasta epaharmonisen, jolloin sen
energiatilojen vélisistd etaisyyksista tulee erisuuret. Télloin kahden alimman ener-
giatilan erotus hwg = FE; — Fy eroaa muista mahdollisista energiasiirtymisté, ja
tilat voidaan erottaa kubitin laskennallisiksi tiloiksi |0) ja |1). Taajuutta wy; kutsu-
taan kubitin taajuudeksi, ja sitd merkitdaan usein symbolilla w,. Yksinkertaisimman
mahdollisen transmon-kubitin piirikaavio onkin kuvan 1(b) mukainen [11].

Tassa tyossé tarkasteltava unimon-kubitti perustuu molemmista paistadan maadoi-
tettuun kaksiulotteiseen aaltoputkiresonaattoriin (CPW-resonaattori, engl. coplanar
waveguide resonator). Resonaattorin keskimmaiseen johtimeen on lisétty Josephsonin
liitos, joka tekee resonaattorin energiatiloista epaharmonisia. [16] CPW-resonaattorilla
on useita erillisia moodeja, miké tekee unimonista monimoodisen kubitin [19]. Téasté
johtuen unimonin operoimisessa voi hyédyntad useampaa moodia samanaikaisesti [20].
Téassa tyossa kubittina kaytetadn kuitenkin vain unimonin pienimmén taajuuden
moodia, ja laskennallisen avaruuden virittéavét sen kaksi alinta energiatilaa. Unimonin
piirikaavio esitellaan luvussa 3.1.

¢

(a) (b)

Kuva 1. (a) Piirikaavio LC-piirista, joka sisaltda kelan (induktanssi L) ja konden-
saattorin (kapasitanssi C). (b) Kondensaattorista (kapasitanssi C') ja Josephsonin
liitoksesta koostuva piiri. Josephsonin liitosta kuvaa sen kapasitanssi C'y ja Josephso-
nin energia Fj. Molemmissa piireissa symboli ¢ kuvaa vuota kyseisessé solmussa.



2.2 Schrodingerin yhtilon ratkaiseminen numeerisesti

Kvanttimekaanisen systeemin aikakehitys maaraytyy Schrodingerin yhtéalosta [17]

d A
ih [9(8)) = H()[¢(1)) (8)

missid H () on systeemin Hamiltonin funktio ja |1(t)) systeemin tilavektori ajanhet-
kella ¢t. Jos Hamiltonin funktio ei riipu ajasta, yhtéalostéd tulee ensimmaéisen asteen
lineaarinen differentiaaliyhtalo, jolla on analyyttinen ratkaisu

() = e /M 1)) 9)

tunnetun hetkellisen tilan [1(to)) avulla ilmaistuna.

Dynaamisissa systeemeissa, kuten ajetuissa kubiteissa, Hamiltonin funktio kuiten-
kin usein riippuu ajasta, jolloin systeemin aikakehityksen ratkaiseminen hankaloituu.
Analyyttisen ratkaisun puuttuessa Schrodingerin yhtilé voidaan ratkaista numeeri-
sesti hetkelld ¢ tunnetun alkutilan [¢)(¢y)) suhteen jakamalla aikavéli [tg, ¢] riittavan
pieniin jaksoihin At, joissa systeemin Hamiltonin funktio approksimoidaan vakioksi.
Talloin tilan ratkaisemisessa ajanhetkelld ¢ voidaan hyodyntaa aikariippumattoman
Schrédingerin yhtéalon ratkaisua. Tila hetkelld ¢o + At on yhtalon (9) perusteella

[W(to + At)) r e HUHAYD AR (1))

kun Hamiltonin funktio aikavalilla [¢y, to+ At] oletetaan vakioksi, joka vastaa funktion
arvoa valin puolessavalissa. Laskemalla samalla menetelmallé systeemin tila jokaisella
aika-askeleella tilaksi hetkella ¢ saadaan

N-1

[(t)) = | [T e N -amnt 828U (1)) = U, to)[1b(to)) (10)
n=0
missé t, =ty +n x At ja N = (t — to)/At. [21]

Edellé esiteltya numeerista ratkaisumenetelméa voidaan nopeuttaa merkittéavasti
Floquet'n teorian avulla, jos systeemin Hamiltonin funktio on periodinen. Téll6in on
olemassa jaksonaika T', jolle kaikilla ajanhetkilld ¢ pitee H(t+T) = H(t). Yhtalon (10)
mukainen yhden jakson aikakehitysti vastaava operaattori U (to+T,to) on Hamiltonin
jaksollisuudesta johtuen sama kaikille jaksoille [tg +k x T, to+ (k+ 1) xT), k€ Z,
joten systeemin tilaksi hetkelld ¢t =ty + n x T saadaan [22]

(1)) & Ulto + T, to)"|1h(to)) - (11)

Floquet'n teoria on erityisen hyodyllinen, jos Hamiltonin jaksonaika 7" on pieni
systeemin tilojen aikakehityksen mittakaavassa.
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2.3 Resonanssi- ja eparesonanssiajo

Kvanttimekaaniseen laskentaan ei riitd pelkkd toimiva kubitti, vaan sen kvanttitilaa
taytyy pystyd myos kontrolloimaan. Suprajohtaville kubiteille tdma on mahdollista
kytkemalld kubitti ulkoiseen resonaattoriin, joka luo kubitille ulkoisen siéhkomagneet-
tisen kentén [12]. Kubitti vuorovaikuttaa kentan kanssa absorboimalla ja emittoimalla
fotoneja, jolloin sen kvanttitila muuttuu. Ulkoisen resonaattorin parametreja saé-
telemalld kubittia ajavalle oskilloivalle jannitteelle voidaan valita sellainen taajuus
ja amplitudi, ettd kubitin tilassa tapahtuu haluttu muutos, esimerkiksi siirtymé
perustilalta |g) ensimméiselle viristystilalle |e). Muun muassa tamé niin kutsut-
tu ge-siirtymé voidaan toteuttaa usealla eri ajotaajuudella hyodyntamalla erilaisia
fysikaalisia prosesseja.

Yleisimmin kaytetyssa ajomenetelmassa ajotaajuus wq on ldhella kubitin taajuut-
ta wy, jolloin puhutaan resonanssiajosta. Kuvassa 2(a) havainnollistetussa prosessissa
yksittdinen fotoni virittda perustilassa olevan kubitin seuraavalle energiatilalleen tie-
tylla todennékoisyydelld, joka vaihtelee sinimuotoisesti. Riittavin pitka oskilloiva ajo-
pulssi saa kubitin siirtyméaan myos takaisin perustilalleen, minka vuoksi kubitin tila
virdhtelee niiden kahden energiatilan véalilla. Tétd kutsutaan Rabi-oskillaatioksi. [17]

Kuvissa 2(b) ja 2(c) esitellaan kaksi erilaista eparesonanssiajomenetelméaé, jois-
sa ajava taajuus eroaa selvisti kubitin taajuudesta. Aliharmonisessa ajossa (engl.
subharmonic drive) kubittia ajetaan noin kolmasosalla kubitin taajuudesta, jolloin
kubitti tarvitsee virittydkseen samanaikaisesti kolme fotonia ajavasta sahkomagneet-
tisesta aallosta [15]. My6s kahden taajuuden ajoksi téssé tyossa kutsuttu kuvan 2(c)
ajomenetelma perustuu kolmen fotonin prosessiin, mutta kubitin tilan virittdmiseen
kaytetadn kahta fotonia taajuudella wy ja yhté taajuudella wy. Fotonien taajuuksien
on toteutettava relaatio 2w; — wy ~ wy.

Ajetun kubitin Hamiltonin funktio riippuu ajasta ja voidaan ilmaista muodos-
sa [14]

H(t)=Hy+ H'(t), (12)

missé H, vastaa ajamattoman kubitin Hamiltonin funktiota. Ajotermin H'(t) ai-
kariippuvuus seuraa ajojannitteestd V' (t), ja termin voidaan olettaa olevan muotoa

7Y 7Y |e> yY 7Y ’e> Way
i T le)
Wq Wq Wy Wq 1
X Wq w1
A Y |g> Y Y |g> Y A |g>
(a) Resonanssiajo. (b) Aliharmoninen ajo. (c) Kahden taajuuden ajo.

Kuva 2. Havainnekuva ge-siirtymén toteuttamisesta eri ajotaajuuksilla. Kubitin
taajuus on w,. Kubittia voidaan ajaa taajuudella (a) wq = wq, (b) wa ~ wy/3 tai
(c) kahdella erisuurella taajuudella wy ja we, kun yhtald 2w; — wy & wq pétee.
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A (t) = M V(t), missé M on aikariippumaton operaattori. Yhteen ajotaajuuteen
perustuvat resonanssiajo ja aliharmoninen ajo voidaan toteuttaa oskilloivalla ajojan-
nitteella

V(t) = Vinax sin(wqt) , (13)

missd Vipax on jannitteen amplitudi. Kaksitilasysteemeille, jollainen kubitti ideaalisesti
on, patee relaatio [11]

MO,lvmax = hQRa (14)

missa My, kuvaa operaattorin M ge-siirtymadn liittyvad elementtia ja {2g on Rabi-
oskillaation taajuus resonanssissa. Nain ollen resonanssiajon Rabi-taajuus on suoraan
verrannollinen ajojannitteen amplitudiin.

Tassa tyossa mallinnettavalla unimonilla eri ajoalueita ei ole juuri tutkittu, joten
tuloksia verrataan transmoniin, joka on laajasti tunnettu suprajohtava kubitti [23].
Transmonin aliharmonisessa ajossa kubitin tilojen oskillaatio eli Rabi-oskillaatio

tapahtuu taajuudella [14]
3

o , (15)

3

missd o = [(Ey — E1) — (E1 — Ep)] /h on kubitin epadharmonisuus, «’ maaritelldin
lausekkeella W’ = wq — a ja Qg vastaa yhtélon (14) mukaista resonanssiajon Rabi-
taajuutta. Koska {2g on suoraan verrannollinen ajojénnitteen amplitudiin, aliharmo-
ninen Rabi-taajuus Q5 skaalautuu amplitudin kuutioon.

Kahden taajuuden ajo voidaan toteuttaa esimerkiksi ajojannitteella

w’QR
2

qub —
R w'? — wji

V(t) = Vinax [sin(wit) + sin(wat)] . (16)

Tassa oskilloivilla termeilld on yhteinen amplitudi, jolloin liitteessd A transmonille
johdettu kahden taajuuden ajon Rabi-taajuus (A10) yksinkertaistuu muotoon

1303
o3

Qtwo — .
T o) (@2 - wd)

(17)

Aliharmonisen ajon tapaan téssidkin Rabi-taajuus Q% skaalautuu ajojannitteen
amplitudin kuutioon.

Kvanttilaskennassa tavoitellaan riittavin nopeaa ja mahdollisimman tarkkaa ku-
bitin tilan kontrollointia. Edella esitellyissa ajomenetelmissé Rabi-taajuus kasvaa
ajojannitteen amplitudin kasvaessa, joten sopivan kestoisen ge-siirtymén saavutta-
miseksi jannitteen taytyy olla riittavian suuri. Amplitudin kasvaessa ajavan reso-
naattorin luoma ulkoinen sahkémagneettinen kentté vahvistuu, jolloin havaitaan
AC Stark -siirtyméksi kutsuttu ilmioé (engl. AC Stark shift). Ilmion taustalla on
ulkoisen sdhkomagneettisen kentdan ja usean energiatilan systeemin vélinen vuorovai-
kutus, joka aiheuttaa pienié siirtymia systeemin tiloihin. [24, 25] Kubitin tilojen |g)
ja |e) vélisen energiaeron muuttuminen muuttaa kubitin taajuutta, mikd puolestaan
vaikuttaa optimaaliseen ajotaajuuteen.

Resonanssiajossa AC Stark -siirtyméa on tyypillisesti hyvin pieni joskaan ei mer-
kitykseton ajotaajuuden tarkan kalibroinnin kannalta [26]. Epéaresonanteissa ajo-
menetelmissa siirtymé on suurempi, ja transmonilla se skaalautuu ajojannitteen
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amplitudin neli6én. Aliharmoniselle ajolle tdmé ilmenee yhtélosté [14]

2

200 | W'Qgr

- (18)

5sub -

2 2
w Wy

sekéd kahden taajuuden ajolle liitteen A yhtélosta (A12), joka ajojédnnitetta (16)
kaytettaessa saa muodon

1 1
Siwo = 20O l + 2] : (19)

( w/2
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3 Tutkimusmenetelmat

Tassé luvussa esitelladn tutkimuksessa kédytetyt teoreettiset ja numeeriset menetel-
mat. Ensimmaéisessé alaluvussa johdetaan unimonin Lagrangen funktio, kun unimon
on kytketty kapasitiivisesti ulkoiseen resonaattoriin. Toisessa alaluvussa unimo-
nin Lagrangen funktiosta johdetaan edelleen Lagrangen mekaniikkaa hyodyntéden
Hamiltonin funktio, joka toimii teoreettisena pohjana tyon numeerisille menetel-
mille. Kolmannessa alaluvussa tarkastellaan simulaatioissa kaytettya mallia ja sen
toteutusta.

3.1 Unimonin Lagrangen funktio

Unimonin Lagrangen funktio voidaan johtaa lahtemaélla liikkeelle piirimallista, jos-
sa unimon esitetaan diskreettien piirielementtien avulla. Kyseinen malli seka téssa
ja seuraavassa alaluvussa johdetut matemaattiset esitykset perustuvat artikkelei-
hin [16, 20, 27]. Kuvan 3 mukaisessa unimonin piirimallissa vuo ¢ on diskretoitu
N:dan solmuun. Kubitin perustana toimivaa kaksiulotteista aaltoputkea, pituus [,
mallinnetaan sarjana rinnan kytkettyja kondensaattoreita ja sarjaan kytkettyja ke-
loja. Kondensaattorien kapasitanssi yksikkopituutta Az kohden on C) ja kelojen
induktanssi vastaavasti L;. Aaltoputken puoleenviliin on kytketty Joshepsonin liitos,
jota kuvaa sen kapasitanssi C'y seké Josephsonin energia Ej. Symboli ¢; kuvaa vuota
1:nnessa solmussa, kun taas ulkoista magneettivuota kyseisessé solmussa merkitaan
symbolilla ®;. Solmun d kohdalla unimon on kytketty ulkoiseen ajojénnitteeseen V.
Kapasitiiviseen kytkentaén liittyy kapasitanssi C..
Kuvassa 3 esitetyn piirimallin mukainen unimonin Lagrangen funktio on

AT 2 o 1 cy . N
L= 2 ZT@ - ;m (Piv1 — ¢ + <I>,;)2 + 7‘] (¢J+1 — qu)
i (20)
+ Ejcos [27T (%:Ir)l — ¢J)] n CQ’C (éd _ 2V(t))2 |
0

missa ®y on magneettivuon kvantti. Vuota ¢; jokaisessa solmussa voidaan kayttas
toisistaan riippumattomina yleistettyind koordinaatteina, jolloin niille pdtee Eulerin—

V Cy
| i

C.
Ebd G3-1 sl Ei o |os b2 dn-a ON DN+l

Kuva 3. Piirimalli unimonille, johon on kytketty kapasitiivisesti ulkoinen ajolinja.
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Lagrangen yhtalo

d [oc\ oL
& <a¢> -3 = 0. (21)

Maééritteleméalld Josephsonin liitoksen kriittinen virta I. = 27 Ej/®, saadaan yhta-
16 (21) eri solmuissa muotoon

i ¢ {J,J+1,d}:

Culsed, = 5= [(6is1 = 60) = (65— 6] =0, 22)

ClegiéJ + LllAQU (65— dy—1) — Cy (éJ-i—l - ¢J)

21 (311 — 91— P5)| 0 (23)
o -

— I, sin [

1 =d:

CiAz, — [($as1 = 6a) = (da — $a-1)] + Ce (G —2V(1)) =0, (24)

LZA.’E

missd yhtéloiden yksinkertaistamiseksi yleistetyille koordinaateille ¢; on tehty lisdaksi
mittamuunnos

i—1
=1

Taméa antaa halutun tuloksen, kun ulkoinen magneettivuo ®; i:nnessa solmussa
oletetaan vakioksi. Solmua ¢ = J + 1 ei kasitelld erikseen, koska sen yhtélo ei
olennaisesti eroa yhtéalosta (23), ja ndméa voidaan yhdistédé yhtélossa (26).

Diskretoitu piirimalli ainoastaan approksimoi jatkuvaa vuomuuttujaa ¢(t,x),
joten tarkan esityksen saamiseksi vieddén yhtalot (22)—(24) jatkuvalle rajalle, jossa
N — oo ja Az — 0. Talloin yhtaloitd (22)—(24) vastaavat differentiaaliyht&lot

. 1
1mwuw>=aanfﬁw(“_@”]+a@<ﬂ, (26)
Ll (DO
. . 1
Bt 20) =2V (1) = 15 (0:0(t,28) = 0a0(t, 7)) (27)
missd ¢_(t) = limy_yoo (011 — @y) = hmx—mj o(t,x) — limx_mJ— ¢(t,x) on vuon

erotus Josephsonin liitoksen eri puolilla ja 0,¢(t,z3) kuvaa paikan toispuoleisia
derivaattoja.
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Yhtéloiden (25)—(27) perusteella vuon on oltava paloittain kahdesti derivoituva
funktio. Maaritellian vuo paloittain ajolinjan ja Josephsonin liitoksen sijaintien
mukaan:

Ga(t,z), x€[0,24]
o(t,x) =< on(t,x), z € [za, 2] . (28)
de(t,x), x € |uy,l]

Systeemin fysikaalisten ominaisuuksien perusteella vuolle patee reunaehdot

¢(t> 0) =0= ¢(t7 l) ) ¢<t7 .73;) - (b(t? l’;{) ) aw¢<t7 .733) - aa:¢(t7 xJJr) ) (29)
jotka johtuvat maadoituksesta resonaattorin molemmissa paissd, vuon jatkuvuudesta
ajolinjan kohdalla seké virran jatkuvuudesta Josephsonin liitoksessa.

Ensimméinen differentiaaliyhtélé (25) on yksidimensioinen aaltoyhtalé aallon
nopeudella v = 1/(L;C}), joten Fourier-muunnettuna funktio (28) voidaan ilmoittaa
jokaisella valilla erikseen muodossa

¢, (w, ) = A;(w) cos <wm) + Bj(w)sin <wm) (30)

(% (%

kaikille ¢+ = a, b, c. Tassa A; ja B; ovat mielivaltaisia kompleksifunktioita, joiden
Fourier-kaanteismuunnokset ovat kahdesti derivoituvia. Namé voidaan ratkaista
muuttujan ¢_ suhteen analyyttisesti kiyttamalla reunachtoja (29) seké yhtalon (27)
Fourier-muunnosta

1

—w?p (w,zq) — 2wV (w) = oC.

(0e0(w, 23) = Dob(w, 27)) - (31)
Sijoittamalla saatu ratkaisu ¢(w,z) yhtdlén (26) vasemmalle puolelle huomataan
yhtélon olevan lineaarinen muuttujien ¢_(w) ja V(w) suhteen. Kun kytkentédkapa-
sitanssi C, oletetaan pieneksi ja approksimoidaan lineaarisia osia niiden Taylorin
kehitelmien johtavilla termeilld, yhtéalon vasen puoli voidaan ilmaista muodossa

0,0~ ~R ()9 () + GV (@), (3)
missa funktiot K ja G ovat
~ w w w 1
K(w) = oo cos (UxJ) cos [v(l —xy) - (%l) , (33)
G(w) = —2iCwsin (tjxd> Cos ﬁj(l — .TJ>:| sz”) . (34)

Néilla kompleksifunktioilla on ensimmaéisen kertaluvun navat €2, = mnv/l, joten
niille voidaan kehittaa Mittag-Lefflerin napahajotelma [28]. Talloin funktiot saadaan
muotoon

- - K "(0) M Q, 1 w?
K ~ K(0)+ + E 2 S L W W
() (0) 2 © = o w—Q2  Q, Q)7 (39)

’ M w w

n=1
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jotka lahestyvéat tarkkaa arvoa, kun M lahestyy aaretonta. Funktioiden ja niiden
derivaattojen arvot nollassa tulkitaan raja-arvoina, jolloin

N 1 - 2(12 — 3lzy + 322 N 2iC.x
RO=7;. Ko =220 g - B

l

ja kertoimet k, ja -, ovat

k, = Res (_f((w),w = Qn) = 721;2} cos? (Wlnx‘]> , (38)
- 2iC., 2
7n = Res (G(w), W= Qn) = _1C’l72rnv cos (Wlnxj) sin (7%) . (39)

Sijoittamalla funktiot (35) ja (36) yhtdloon (32) saadaan

Lo = (k0 32 25 10— (K10 25 55

oy Mmkﬂ]wa)<M
" (G’(O) Yy m) V() - 3 Fnt ) = T L),
n=1 n n=1 n
josta Fourier-kdanteismuuntamalla paastain muotoon
1 . M2k, K"(0) & 2k,
IR LBt xy) = — (K(O)"‘ZQ) ¢-(t) ( ) +Z Qs)
l net o (41)

_%@mnﬂl”ﬂV@—fﬂ{§2W“¢$ﬁé?mW”}

n=1

Lauseketta voidaan yksinkertaistaa maarittelemélla efektiivinen kapasitanssi Cog ja
induktanssi Le.g sekéd kytkentavakio I' seuraavasti:

K"(0) &L 2k,
Ca=0y - 0 5 (42)
n=1 n
M 9 -1
m_@@+z§), (43)
n=1 n
~ M 2’}/71
=i (G’(O) + z_:l m) (44)
Kun madéritellaan lisaksi apukoordinaatiksi kutsuttu muuttuja
1 M 20kt (w) — 29wV (w)
W(t) = F! e “ , 45
w0 = e {5 "

lauseke (41) sievenee muotoon

zlax¢<tv mJ) = _Ltff ¢7 (t) + (CJ - Ceff) é— (t) - FV(t) Y, Zanan<t) : (46)
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Sijoittamalla saatu tulos yhtdlon (26) vasemmalle puolelle muodostuu yhtélo

Coad () + —— 6 () + TV(t) + L. sin [ZW (9-(t) = D)) ] + Y ol =0, (47)

Leﬂ CDO

missé a,, = /28, k,.

Apukoordinaatti x,(t) ratkaisee differentiaaliyhtalon
X (t) + Qo (t) + and— () + 0,V (1) = 0, (48)

missé a,, = v2Q,k, jab, =1 ﬁ%. Yhtélot (47) ja (48) ovat Lagrangen funktiota

HONRA0
2 2 Lo

L=Cuy +5 2 (0 - 2xa)

4 By cos [% (¢ <tj - <I>J>] 1 M .

- Z (and- () + bV () Xn(t) = TV () (1)

vastaavat Eulerin-Lagrangen yhtélot, kun Lagrangen funktio ilmaistaan yleistettyjen
koordinaattien ¢_(t) ja x»(t) seké niiden aikaderivaattojen ¢_(t) ja x,,(t) avulla. Y1l
johdettu funktio (49) on unimonin taydellinen Lagrangen funktio, josta systeemin
Hamiltonin funktio johdetaan.

3.2 Unimonin Hamiltonin funktio

Edellisessé alaluvussa unimonille johdettiin Lagrangen funktio (49). Hamiltonin
formalismissa systeemia kuvataan Hamiltonin funktiolla, joka saadaan Lagrangen
funktiosta Legendren muunnoksella [29]

oc . oL
H = ZX"& —i—qﬁ,?—ﬁ (50)

Naéin ollen unimonia vastaa Hamiltonin funktio

P(t) (¢ 21 (¢ (t) — ®y) M

M

+ 3 (and- (1) + b V(1) X (£) + TV (£)-(2) .

n=1

Hamiltonin formalismissa toisistaan riippumattomina muuttujina kiaytetdan niin kut-
suttuja kanonisia konjugaattipareja (¢, p), joissa paikan kaltainen muuttuja ¢ vastaa
yleistettyja koordinaatteja ¢_(t) ja x,(t), kun taas liikemaaran kaltainen muuttuja p
vastaa Lagrangen funktion derivaattoina maériteltyja yleistettyja liikemaérid

0 - 0
Q)= g5 = Cord () I E0) = 5

= Xa(t)- (52)
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Systeemin kvanttimekaanisen luonteen vuoksi jatkuvat kanoniset muuttujat on tarkoi-
tuksenmukaista ilmaista kvantittuneina operaattoreina, jotka toteuttavat kanonisen
kommutaatiorelaation (7). Tamé vastaa relaatioita

[p_, QI =1h  ja  [{;E5] =1ihdy;, (53)
kun muut kommutaattorit saavat arvokseen nollan. Sijoittamalla kanoniset operaat-

torit Hamiltonin funktioon (51) unimonin kvantittuneeksi Hamiltonin funktioksi
saadaan

A QM) A1)
= e " 2t P

27 (6 (t) — )
0

COS

+;§_jl( )+ 22 52(1))
" (54)

+Zl(an<£_< )+ bV (1)) Xu(t) + TV (1)6_(1).

Y14 oleva lauseke on ajojénnitteen V' (t) sijaan suoraan verrannollinen ajojan-
nitteen derivaattaan V' (t), mikd hankaloittaa numeerista analyysia. Tasta syysté
tehdadn Hamiltonin funktiolle vield energiatilat sailyttavd unitaarinen muunnos

H v =UHU f +iRUU f unitaarisella operaattorilla

U = exp [ (rqs ) + Z b X, (1) )] . (55)

Muunnettu Hamiltonin funktio on muotoa

Hy=Ho+ H' (1), (56)
missa aikariippumaton termi
. 2 2 2 (o_(t) — @
g @0 En (00 - )
20eff 2Leﬁ“ (I)O
- (57)
1 A N n -
+5 2. (Z2() + 20 (1) + D and_ (1), (1)
n=1 n=1

vastaa itse unimonia ilman ulkoista ajolinjaa ja aikariippuva termi

(Z b Zn(t) ng (j)) 40 (58)

kytkee systeemin moodit suoraan verrannollisesti ajojannitteeseen. Johdettu aikariip-
pumaton Hamiltonin funktio (57) riippuu kubitin epélineaarisuuden aiheuttavasta

operaattorista QAL seké lineaarisista apumoodeista y,, ja on artikkelissa [16] kuvatun
mallin 2 mukainen.
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3.3 Numeeriset menetelmat

Kvanttimekaanisen systeemin energiatilat ja vastaavat ominaisarvot voidaan ratkais-
ta diagonalisoimalla systeemin Hamiltonin funktio. Koska unimonin aikariippumaton
Hamiltonin funktio (57) on epélineaarinen, funktiota ei voi diagonalisoida analyytti-
sesti. Systeemin aikakehityksen simuloimiseksi energiatilat on kuitenkin tunnettava,
joten diagonalisointi tehdédan numeerisilla menetelmillé.

Edellisessé alaluvussa johdettu Hamiltonin funktio (57)—(58) ldhestyy tarkkaa
arvoa, kun M kasvaa rajatta. Suuren maardn huomioiminen apumoodeista x,, kas-
vattaa diagonalisoitavan matriisin dimensiota ja vaikeuttaa laskentaa, joten valitaan
ylarajaksi arvo M = 6. Tama takaa riittavan hyvan approksimaation Hamiltonin
funktiolle [30]. Apumoodien lineaarisuudesta johtuen operaattorit x,, ja =, voidaan
ilmaista muodossa

X = 2?2 (ah +an) ja  E.=1iy m;” (a5, — an) , (59)

missa dL ja a, ovat n:ttd apumoodia vastaavan aliavaruuden luomis- ja havitysope-
raattorit

[0 0 | 0
o A
0

0
O o
0 0 V3 .| (60

NG - 8

V1 0

Koska alimmat apumoodit vaikuttavat eniten matalimpiin energiatiloihin, kayte-
tadn dimensioltaan suurempia matriiseja apumoodeille 1-4 ja pienempia apumoo-
deille 5 ja 6. Fysikaalisista parametreista riippuen kaikki apumoodit eivét aina ole
lomittuneina epélineaarisen moodin QAL kanssa, jolloin kyseisilla apumoodeilla ei ole
merkitysta systeemin energiatilojen kannalta. Taulukon 1 mukaisesti tdman tyon
simulaatioissa Josephsonin liitos on sijoitettu CPW-resonaattorin puoleenvéliin, jol-
loin Hamiltonin funktion (57) ristitermin kerroin a,, katoaa parittomilla n:mn arvoilla
purkaen parittomien apumoodien kytkennén. Tésta syysté laskuissa kiaytetyt dimen-
siot apumoodeja kuvaaville matriiseille ovat kasvavassa jarjestyksessa 1 x 1, 20 x 20,
1 x1,20x 20,1 x1ja10 x 10.

Tassa tyossa vuo-operaattori (ﬁ_ esitetaédn differenssimenetelmad kayttaen diskre-
toimalla se 1000 pisteeseen tasavilein valilla [—®/2, ®y/2] ja muodostamalla naista
diagonaalimatriisi ¢_. Varausoperaattori Q on vuokannassa derivaattaoperaattori
—ih d/0¢_, jota voidaan approksimoida matriisilla [31]

S it — 051
L= —ihed L 61
Téassa 6;; on Kroneckerin delta ja A¢_ = ®,/1000 on diskretoitujen vuopisteiden
etaisyys. Differenssimenetelman mukainen operaattorin () nelié on [31]

2 _ 2 Oij+1 — 205 + 0ij—1
" Ag? '

(62)
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Taulukko 1. Simulaatioissa kiytetyt parametrit. Tassa [ on CPW-resonaattorin pituus,
xy on Josephsonin liitoksen sijainti ja xq on ulkoisen ajolinjan sijainti. L; kuvaa
resonaattorin induktanssia yksikkopituutta kohden ja C; vastaavaa kapasitanssia.
C. on ajolinjan kytkentdan liittyva kapasitanssi, Fj Josepshonin energia ja Cf
Josephsonin liitoksen kapasitanssi. ®; kuvaa ulkoista vuota.

Parametri | Arvo Parametri | Arvo Parametri | Arvo
[ 8,0mm || L; 0,893puH/m || E;/h 19,0 GHz
X 4.0mm || 79,8 pF/m Cy 2,0fF
Ty 2,0mm || C, 1,0fF Dy 0,5P

Talloin ainoastaan moodista qg_ riippuvaksi Hamiltonin funktion osaksi H ¢ saadaan
elementeittain ilmaistuna

2m (((ﬁ*)z] - (I)J>

B, (63)

2. (po)?.
H — % 2V E
( ¢7)i7j 2C.g + 2Leg 708

Diagonalisoimalla tama kolmidiagonaalimatriisi ja rajoittamalla tarkastelu sen 20 alim-
paan ominaistilaan voidaan vuo- ja varausmatriisien dimensiota pienentdéd muunnok-
silla ¢_ + pTp_p ja Q — ©IQe, missi p on matriisin (63) ominaiskannan sisdlté-
va unitaarinen 1000 x 20-dimensioinen matriisi [27]. Aikariippumaton Hamiltonin
funktio (57) muodostetaan muunnetuista vuo- ja varausmatriiseista sekd apumoo-
deista (59) Kroneckerin tuloa kayttden, jolloin sen dimensioksi tulee 80000 x 80 000.
Taméan matriisin diagonalisoiminen vie aikariippumattoman Hamiltonin funktion
energiakantaan maérittden unimonin energiatilat, joista kymmenen alinta on esitetty
taulukossa 2. Taulukon perusteella kubitin taajuudeksi saadaan

wq/(2m) = (E1 — Ey)/h =~ 4,40 GHz (64)
ja epdharmonisuudeksi

Unimonin Hamiltonin funktion aikariippuva termi (58) on muotoa H'(t) = MV (t),
missa aikariippuvuus sisaltyy ajojannitteeseen. Operaattori M riippuu muuttujista
=, ja @, joten se voidaan laskea numeerisesti edelld kuvatulla menetelmélla.

Taulukko 2. Unimonin energiatilat, kun alin energia on asetettu nollaksi.

n | E,/h (GHz) || n | E,/h (GHz)
0 0.0 51 21,33
1| 4403 6| 2577
2 9,285 7 25,91
3 14,50 8 30,94
4] 2001 9| 31,78
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Systeemin aikakehitysté simuloidessa Hamiltonin funktio (56) on jérkevéa esittaa
sen aikariippumattoman termin maéritteleméssa energiakannassa. Télloin simulaa-
tiot voidaan hyvalld tarkkuudella rajoittaa vain osaan energiatiloista. Téassa tyossa
keskitytaan unimonin kymmeneen alimpaan energiatilaan, ja alin tila |0) toimii
systeemin alkutilana kaikissa simulaatioissa.

Systeemin aikakehitys lasketaan numeerisesti luvussa 2.2 kuvatulla Floquet’n
teoriaa hyodyntévalld menetelmélla. Systeemid simuloidaan luvussa 2.3 esitellyissé
kolmessa eri ajotaajuusalueessa. Resonanssiajossa ja aliharmonisessa ajossa Hamilto-
nin funktion jaksonaika eli Floquet-jakson pituus on 27 /wq , missé wq on yhtélon (13)
mukainen ajava taajuus. Kolmannessa ajoalueessa, jossa systeemié ajetaan kahdel-
la erisuurella taajuudella w; ja we yhtélon (16) mukaisesti, Floquet-jakson pituus
riippuu kaytetyista ajotaajuuksista. Tassa tyossa systeemid simuloidaan kahdella eri
taajuusparilla:

pari 1: w; = 0,9Wyef , wa = 0,8wyer (66)
pari 2: wi = 0,95Wyer , wo = 0,9Wref (67)

missa wrer X wWq on simulaatioissa muunneltava referenssitaajuus. Télloin ajotaa-
juusparit toteuttavat ehdon 2w; — wy ~ wy. Koska unimonin epaharmonisuus on
positiivinen, ajotaajuudet on valittu kubitin taajuuden alapuolelta. Nain estetaén
pulssia ajamasta niin kutsuttua ef-siirtyméaa systeemin tilalta |1) tilalle |2). Floquet-
jakson pituus on 27/(0,lw,) parille 1 ja 27/(0,05w) parille 2. Kaikissa ajoalueissa
yhden Floquet-jakson simuloimiseen kaytetdan 1000 aika-askelta.

Koska oskilloivien pulssien muotoa ei optimoida verhokayralla vaan simulaatiot
toteutetaan kanttipulssilla, ajotermeissa kaytetdan sinifunktiota, joka takaa janni-
tekayran V (t) jatkuvuuden pulssin alussa. Kahden taajuuden ajossa ajojannite on
muotoa

V(t) = Vinax [sin(wit) — sin(wst)] , (68)

missa Ve on jannitteen amplitudi ja siniaallot yhteenlaskun sijaan vahennetaan
toisistaan hitaammin kasvavan ajojannitteen saavuttamiseksi. Toteutetut simulaatiot
vastaavat nain paremmin sopivalla verhokayrélla optimoituja pulsseja seka simulaa-
tioissa ettd kokeellisessa tilanteessa, ja saatavat tulokset ovat selkedmpié.
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4 Tulokset

Tassa luvussa esitetdan simulaatioista saadut tulokset ja tarkastellaan niiden merki-
tysta. Koska kubitin perustila toimii systeemin alkutilana ja ajotaajuudet on valittu
luvussa 3.3 kuvatulla tavalla, simulaatiot kuvaavat kubitin kvanttitilan oskillaatiota
perustilan ja viritystilan vélilld. Ajavan pulssin keston ollessa oskillaation jaksonajan
puolikas kyseessa on yhden kubitin kvanttiportti X, joka on kvanttilaskennan vastine
klassiselle NOT-portille [9]. Tamén tyon simulaatioissa kubitin tilan aikakehitysta
tarkastellaan kuitenkin tata pidemmaélla aikavélilla. Kahdessa ensimméisessé ala-
luvussa kasitelldan simuloitujen ajoalueiden ominaisuuksia, kuten Rabi-taajuutta
ja AC Stark -siirtyméa. Kolmannessa alaluvussa vertaillaan eri ajomenetelmilla
saavutettua ge-siirtyméan tarkkuutta.

4.1 Rabi-taajuus

Téassa tyossa unimonin dynamiikkaa tutkitaan kolmessa erityyppisessa ajoalueessa
luvussa 3.3 kuvatulla menetelmélld. Simulaatioiden tuloksena saatavaa kubitin tilojen
aikakehitystd havainnollistaa kuva 4, johon on valittu likimain samalla taajuudella
vardhtelevat esimerkit eri ajoalueista. Nama ajoalueet ovat luvussa 2.3 esitellyt re-
sonanssiajo, aliharmoninen ajo sekd kahden taajuuden ajo, jota tutkitaan kahdella
eri taajuusparilla (66)—(67). Taajuusparin 1 ajotaajuudet ovat yleisesti parin 2 ajo-
taajuuksia kauempana kubitin taajuudesta. Toisistaan poikkeavien ajotaajuuksien
liséksi kussakin ajomenetelmassa kaytetaan ajojannitteen amplitudille sellaista vélié,
ettd tuloksena saadaan vertailukelpoiset Rabi-oskillaatiot. Kvanttilaskennassa yhden
kubitin porteille tavoitellaan kestoa yli viidestd nanosekunnista noin sataan nanose-
kuntiin, mika vastaa likimain Rabi-taajuuksia 5-100 MHz. Numeerisessa laskennassa
kaytetty Floquet’'n menetelma kuitenkin rajoittaa Rabi-taajuuden kasvattamista
useisiin kymmeniin megahertseihin erityisesti kahden taajuuden ajossa, jossa da-
tapisteiden etédisyyden maarittavd Floquet-jakson pituus on parin nanosekunnin
luokkaa. Naista syistd ajojannitteen amplitudille Vi, kiytetdan resonanssiajossa
valia 0,2-201V, aliharmonisessa ajossa valia 430-780pV seka kahden taajuuden
ajossa taajuusparilla 1 valia 20-130 1V ja taajuusparilla 2 valia 20-70nV. Kahden
taajuuden ajossa ajojannitteen todellinen amplitudi on tosin kaksinkertainen, sil-
14 ajotermi (68) on summa kahdesta sinimuotoisesta termistd, joiden molempien
amplitudi on V..

Kuvan 4 mukaisista aikasarjoista voidaan laskea kubitin tilojen oskillaation taa-
juus eli Rabi-taajuus. Tulokset on esitetty ajojénnitteen amplitudin V., funktiona
kuvassa 5 logaritmisella asteikolla. On huomioitava, etté tarvittavien ajojannitteiden
absoluuttinen arvo riippuu simulaatioparametreista kuten ajolinjan sijainnista, joten
on mielekasté tarkastella ldhinna ajojannitteen suuruusluokkaa seké vertailla eri
ajoalueiden tuloksia toisiinsa. Kuvasta havaitaan, ettd resonanssiajossa sama Rabi-
taajuus saavutetaan pienimmalla ajojannitteella muihin ajomenetelmiin verrattuna,
ja ettd aliharmoninen ajo vaatii suurimman ajojannitteen. Kahden taajuuden ajossa
kaytettava jannite osuu nédiden kahden valille my6s, kun huomioidaan téssa ajoter-
min todellisen amplitudin olevan kaksinkertainen kuvan vaaka-akselissa kaytettyyn
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Kuva 4. Havainnollistus kubitin tilojen |0}, |1) ja |2) simuloidusta aikakehityksesta
tilojen todennakoisyyden avulla ilmaistuna (a) resonanssiajossa, (b) aliharmonisessa
ajossa sekéd (c) kahden taajuuden ajossa taajuusparilla 1 (66) ja (d) taajuuspa-
rilla 2 (67). Kussakin tapauksessa ajava taajuus tai taajuudet sekd ajojannitteen
amplitudi on valittu siten, etta tilat viarahtelevat likimain taajuudella 5 MHz.

nidhden. Lisdksi taajuusparilla 2 samaan Rabi-taajuuteen vaaditaan pienempi ajo-
jannite kuin taajuusparilla 1. Koska parin 2 ajotaajuudet ovat lahempéané kubitin
taajuutta kuin parilla 1, tulos viittaa siihen, ettd kahden taajuuden ajossa kaytettyjen
ajotaajuuksien ldhestyessa kubitin taajuutta tarvittava ajojannite pienenee.

Kuvan 5 perusteella resonanssiajon Rabi-taajuus kasvaa lineaarisesti ajojannit-
teen amplitudin funktiona luvun 2.3 teoreettisen mallin mukaisesti. Suoran teoreet-
tinen kulmakerroin on yhtalén (14) perusteella | My, |/(27h) ~ 2,983 x 10'2 (Vs) ™',
joka vastaa sovituksen kulmakerrointa a &~ 2,975 x 102 (Vs)™' kahden numeron
tarkkuudella.

Aliharmonisen ja kahden taajuuden ajon datapisteisiin on kuvassa 5 sovitettu
potenssilain Qg /(27) = aV?  mukaiset kiyrat. Sovituksen perusteella aliharmonisen
ajon Rabi-taajuus skaalautuu ldhes seitseméanteen potenssiin. Pienimmilla jannit-
teilla simulaatiopisteet kaartuvat kuitenkin sovitteen alapuolelle, mika viittaa viela
nopeampaan kasvuun télla alueella. Sen sijaan molemmat kahden taajuuden ajon
datasarjat noudattelevat hyvin hieman yli kuutiollista potenssilakia, mika sopii lu-
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Kuva 5. Rabi-taajuus ajojannitteen amplitudin funktiona eri ajoalueissa. Kuvaaja
sisaltad simuloidut datapisteet seka niihin tehdyt sovitteet.

vun 2.3 teoreettiseen malliin. Transmonille johdetut Rabi-taajuuden yhtalot (15)
ja (17) ennustavat kuutiollista skaalautumista ajojannitteen suhteen kuitenkin molem-
missa eparesonanteissa ajomenetelmissé, mika on ristiriidassa aliharmoniselle ajolle
saatujen tulosten kanssa. Tama voi johtua siitd, etteivat kaikki transmonin aliharmo-
niselle ajolle patevéit oletukset vélttamatta pidé paikkaansa unimonin tapauksessa,
jolloin kubittien kayttdytyminen saattaa poiketa toisistaan merkittavastikin.

4.2 AC Stark -siirtyma

Kuvissa 6 ja 7 on esitetty AC Stark -siirtymé ¢ eri ajoalueissa Rabi-taajuuden seké
ajojannitteen amplitudin funktiona. AC Stark -siirtymé resonanssiajossa, alihar-
monisessa ajossa sekd kahden taajuuden ajossa lasketaan kaavoilla dyes = wq — wq,
Jsub = 3Wd — Wq J& Otwo = (2w — W2) — Wq = Wref — Wq, MISSA Wy, Wy ja wy Ovat
simuloimalla etsityt ge-siirtyméan kannalta optimaalisimmat ajotaajuudet kullakin
ajojannitteelld eri ajoalueissa. Kuvan 6(a) perusteella AC Stark -siirtymé on reso-
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Kuva 6. AC Stark -siirtyméa Rabi-taajuuden funktiona (a) resonanssiajossa seké
(b) eparesonanteissa ajoalueissa.

nanssiajossa negatiivinen. Pienimmilla Rabi-taajuuksilla ja siten my6s ajojannitteilla
AC Stark -siirtymé on lédhes olematon, ja kuvan 6(b) eparesonantteihin ajomenetel-
miin verrattuna resonanssiajon AC Stark -siirtymé on hyvin pieni myo6s korkeilla
Rabi-taajuuksilla. Tamé tasmaa tunnettuihin tuloksiin usean tilan kvanttisysteemin
ja sdhkomagneettisen kentén vuorovaikutuksesta [24].

Kuvan 6(b) perusteella tutkituissa epéresonanteissa ajoalueissa AC Stark -siirtymé
on positiivinen, ja suurimmat arvot havaitaan aliharmonisessa ajossa. Pienimmil-
lakin simulaatioissa saavutetuilla Rabi-taajuuksilla aliharmonisen ajon AC Stark
-siirtyma on selvésti nollaa suurempi, joskin pisteet nayttavit lahestyvin nollaa. Kah-
den taajuuden ajon taajuuspareja verrattaessa havaitaan, etta taajuusparilla 1 on
taajuusparia 2 suurempi AC Stark -siirtymaé, kun kubitti vardhtelee samalla Rabi-
taajuudella. Tama selittyy taajuusparin 1 kayttamalla suuremmalla ajojannitteelld,
silld vahvempi ajava kenttd aiheuttaa suuremman siirtymén unimonin energiatiloissa.

Kuvassa 7 epédresonanttien ajoalueiden simulaatiopisteisiin on sovitettu potenssi-
lain 0/(27) = aV}},, mukaiset kéyrét, joista selvidd AC Stark -siirtymén skaalautu-
minen suhteessa jannitteeseen. Kaikissa tapauksissa sovitteet osuvat datapisteisiin
hyvin. Aliharmonisen ajon AC Stark -siirtymé skaalautuu kuvaajan perusteella liki-
main jannitteen kolmanteen potenssiin, kun taas molemmat kahden taajuuden ajon
sovitteet ovat hyvélld tarkkuudella neliollisia. Transmonille johdetun teorian mukaan
seké aliharmonisen ettd kahden taajuuden ajon AC Stark -siirtymé skaalautuu ajo-
jénnitteen amplitudin neli6én, mika ilmenee yhtéloistd (18) ja (19). Rabi-taajuudelle
saatujen tulosten tapaan unimonin aliharmoniselle ajolle simuloidut tulokset poik-
keavat tasté teoriasta, mutta kahden taajuuden ajo sen sijaan noudattaa teoriaa
hyvin.
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Kuva 7. AC Stark -siirtymé ajojannitteen amplitudin funktiona epéresonanteissa
ajoalueissa seké datapisteisiin tehdyt sovitteet.

4.3 Vuoto laskennallisen avaruuden ulkopuolelle

Koska kvanttimekaaniseen harmoniseen varahtelijéan perustuvana kubittina uni-
monilla on my6s korkeampia energiatiloja kubitin tilojen |g) ja |e) liséksi, kubittia
ajaessa myoOs korkeammat tilat voivat virittya. Téatéd kutsutaan kubitin tilan vuo-
tamiseksi (engl. leakage). Tlmiosté johtuen simulaatioissa tavoiteltu ge-siirtymaé ei
ole taydellinen, vaan useimmissa tapauksissa viritystilan |e) korkein saavutettu to-
dennakoisyys jaa hieman arvon 1 alapuolelle. Taman voi havaita kuvasta 4, jossa
erityisesti aliharmonisessa ajossa systeemin tila vuotaa toiselle viritystilalle |f), eiké
ensimméinen viritystila |e) néin ollen saavuta arvoa 1.

Eri ajomenetelmilla saavutetut tilan |e) maksimitodennékoisyydet ilmenevét
kuvasta 8. Kaikissa tapauksissa maksimitodennékoisyys laskee Rabi-taajuuden kas-
vaessa yksittéisid arvoja lukuun ottamatta, mika selittyy pulssin lyhenemisella.
Huomionarvoista on, etta aliharmonisella ajolla saavutetut arvot ovat selvasti mui-
ta ajomenetelmia pienempia ja laskevat nopeammin. Tama selittyy aliharmonisen
ajon vaatimalla muita suuremmalla ajojannitteelld. Kahden taajuuden ajossa taa-
juusparilla 2 saavutetaan taajuusparia 1 korkeampia arvoja, ja resonanssiajossa
maksimitodennékoisyydet ovat vield néitdkin suurempia. Taajuusparin 2 arvot ovat
kuitenkin melko ldhelld resonanssiajon arvoja, joten ajotaajuuksien optimoinnilla
kahden taajuuden ajossa voitaneen péasta ldhes resonanssiajoa vastaaviin tuloksiin.
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Kuva 8. Viritystilan |e) saavuttama maksimitodennékoéisyys Rabi-taajuuden funktio-
na eri ajoalueissa. Maksimiarvot on laskettu useita Rabi-syklejé sisaltavista datasta,
joten arvot poikkeavat hieman X-porttia vastaavasta ensimmaisen Rabi-jakson huip-
puarvosta.

Optimaalisten ajotaajuusparien etsintd on kuitenkin rajattu tdmén tyon ulkopuolelle.

Tuloksista havaitaan myos, etté jopa resonanssiajossa korkein saavutettu tilan |e)
todennakoisyys laskee nopeasti yli promillen padhén arvosta 1,0 Rabi-taajuuden kas-
vaessa. Useita perakkaisid kvanttiportteja suoritettaessa virheen todennéakoisyys on
talloin jo merkittava. Tassa tyossa ei kuitenkaan optimoitu simulaatioparametreja tai
ajopulssin muotoa. Pulssin muuttaminen téssd kaytetysta kanttipulssista esimerkiksi
silediksi tasakattopulssiksi (engl. flat-top pulse) parantaisi ge-siirtymén tarkkuut-
ta, jolloin myo6s eparesonanteilla menetelmilld péaastéisiin esitettyja korkeampiin
maksimitodennakoisyyksiin [15].
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5 Johtopaatokset

Taméan tutkielman tavoitteena oli tarkastella kahden erilaisen epéaresonanssiajomene-
telmén, aliharmonisen ajon seké niin kutsutun kahden taajuuden ajon, toimivuutta
unimon-kubitin kvanttitilan saételyssa seka verrata menetelmid unimonin resonans-
siajoon. Néissd menetelmissa unimonia ajetaan kubitin taajuudesta selvésti eroavilla
taajuuksilla, kun taas resonanssiajossa ajotaajuutena kaytetddn likimain kubitin
taajuutta. Kahden taajuuden ajomenetelmasséa ajava jannite on summa kahdesta
sinimuotoisesta termisté, ja ajo voidaan toteuttaa usealla eri ajotaajuuksien yhdis-
telmalla. Tasta syysta tarkasteluun valittiin kaksi paria ajotaajuuksia. Tutkimus
toteutettiin simulaatioilla, joissa ajetun unimonin kvanttitilan aikakehitys laskettiin
numeerisesti tyossi johdetun Hamiltonin funktion avulla.

Koska kyseisten eparesonanttien ajomenetelmien teoriaa ei ole johdettu unimo-
nille, tuloksia verrattiin transmonin teoreettiseen kayttéaytymiseen. Simulaatioiden
perusteella aliharmonisessa ajossa unimonin dynamiikka poikkesi transmonin teorias-
ta, silld sekd Rabi-taajuus ettd AC Stark -siirtyma kasvoivat ajojdnnitteen amplitudin
funktiona korkeampaan potenssiin kuin transmonin teoria ennustaa. Kahden taa-
juuden ajossa Rabi-taajuus kasvoi likimain kuutiollisesti ja AC Stark -siirtyma
nelidllisesti ajojannitteen amplitudin funktiona, mika tdsméa trasmonin teoriaan.
Kaikissa epéresonanteissa ajomenetelmissa Rabi-taajuus kuitenkin kasvoi selvésti
nopeammin kuin resonanssiajossa, jossa kasvu oli lineaarista. Téma tarkoittaa, ettéa
eparesonanssiajossa Rabi-taajuutta voidaan kasvattaa merkittavasti vain pienella
lisayksella ajojannitteeseen. Tulokset ovat lupaavia, silla nopeat kvanttiportit vaa-
tivat korkeaa Rabi-taajuutta, mutta ajojannitteen kasvattaminen voi lammittad
kubitin ympéristod ja siten heikentéda siirtymén tarkkuutta tai aiheuttaa vuotoa
korkeammille energiatiloille.

Suurinta potentiaalia unimonin epéresonanttina ajomenetelméana osoitti kahden
taajuuden ajo kohtalaisen lahella kubitin taajuutta olevilla ajotaajuuksilla. Tyossa
havaittiin, ettd aliharmonisessa ajossa kubitin tila vuosi korkeammille energiatiloille
melko paljon, kun taas kahden taajuuden ajossa vuoto oli vidhdisempéaa. Ajotaa-
juusparilla, jonka taajuudet olivat lahempana kubitin taajuutta, vuotoa tapahtui
lahes yhta vahéisessd méarin kuin resonanssiajossa. Kyseinen taajuuspari vaati myos
pienimman ajojannitteen kaikista eparesonanteista ajoalueista. Resonanssiajossa
kaytetty ajojannite oli kuitenkin vield tatdkin pienempi, joten suoraa hyotya kahden
taajuuden ajosta ei tassa tutkimuksessa kaytetyilld ajotaajuuksilla viela saatu.

Yksittaisid merkittdvid virhelahteita simulaatiotuloksissa ei juuri ollut, vaan mah-
dollinen virhe kasautui useista approksimatiivisista vaiheista. Unimonin Hamiltonin
funktion matemaattiseen johtoon siséltyi linearisointi, ja daretonulotteinen Hamil-
tonin funktio diagonalisoitiin numeerisesti kdyttamaélld vain muutamaa tarkeinta
moodia typistetyilla matriisiesityksilla. Kvanttitilan aikakehityksen simuloimisessa
huomioitiin vain unimonin kymmenen alinta energiatilaa, silld korkeampien tilojen
vaikutus alimpiin tiloihin on pieni. Suurimmilla Rabi-taajuuksilla Floquet’n menetel-
man kiyttdminen saattoi vaikuttaa erityisesti kvanttitilan vuodosta saatujen tulosten
tarkkuuteen. Ilmeisin virheldhde oli kuitenkin datapisteissa kaytettyjen optimaa-
listen ajotaajuuksien etsinté, silla se tehtiin enimmaékseen yksitellen ja valittujen
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taajuuksien tarkkuus vaihteli. Saatujen tulosten valossa téstd aiheutunut virhe lienee
kuitenkin pienehko.

Tulokset osoittivat, ettd unimonia voidaan ajaa onnistuneesti epéresonanssis-
sa ja erityisesti kahden taajuuden ajossa. Hyvélla optimoinnilla kahden taajuuden
ajomenetelmélla on potentiaalia tuottaa merkittavaa hyotya nopean ja tarkan kvant-
tiportin toteuttamisessa sekéa kubitin korkean elinajan saavuttamisessa verrattuna
perinteiseen resonanssiajoon. Tésta syystéd tassd tyossa aloitettua tutkimusta on
kannattavaa jatkaa. Jatkotutkimuksissa unimonin epéresonassiajoa voitaisiin tutkia
kokeellisesti, jolloin tuloksia voisi verrata simuloimalla saatuihin. Lisdksi unimonin
eparesonanteille ajomenetelmille olisi hyodyllista kehittaéd teoreettinen malli. Téssé
kéaytetyn kapasitiivisen kytkennén lisaksi suprajohtavia kubitteja voidaan ajaa in-
duktiivisella kytkennélla, jonka hyodyntamistd unimonin eparesonanssiajossa olisi
my0s syyté tutkia.
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A Kahden taajuuden ajon teoria transmonille

Hairioteoriaa kayttamalld transmonin Hamiltonin funktio voidaan ilmaista luomis-
ja havitysoperaattoreiden ¢' ja ¢ avulla. Kun transmonia ajetaan kahdella eritaa-
juuksisella sinitermilld, héiri6teorian mukainen Hamiltonin funktio on [11, 12]

Z — WitG+ 1% (a+ QT)4 + Qsinwit) (§+4") + Qosinwat) (§+47) . (A1)

missé W' = wq — @, kun w, on kubitin taajuus ja a on kubitin epdharmonisuus.
Ajavat taajuudet ovat w; ja wy ja ajotermien amplitudit ovat €; ja €. Siirto-

A

operaattorilla (engl. displacement operator) D(t) = exp {zl (t)q + ZQ(t)qﬂ Hamiltonin
funktio muuntuu muotoon

D' +iDD'

= (QT@+ 21q — zacﬁ) + 1% (cj+ G'+ 21 — Z2)4 + O sinfwnt) (cj+ QT) (A2)

+ Qosin(wat) (44 41) +1i (214 + 220") |

missd on hyodynnetty relaatioita ﬁcjﬁT =q— 29 ja ﬁ@TﬁT = §' + 2 seka poistettu
vakiotermit. Lineaariset termit ¢:n ja ¢':n suhteen kumoutuvat differentiaaliyhtalsiden

w'z1 + Qy sin(wit) + Qo sin(wot) + 127 =0, (A3)
—w'z9 + Qy sin(wyt) + Qo sin(wat) + iz = 0 (A4)
toteutuessa. Yhtaloiden ratkaisut ovat

—w' sin(w1t) + iw; cos(wst) —w' sin(wat) + iws cos(woat)

Zl(t) = Ql o2 — w% + QQ o — w% s (A5)

w'sin(wyt) + iwy cos(wyt W’ sin(wat) + iws cos(wat
) = o ) g el Peclal (g

w'? — wy w? — w;
jotka sijoittamalla muunnettu Hamiltonin funktio saadaan muotoon
A : : 4

HD I At « T , Ql 31n(w1t) QQ Sln((,th)
Hp _ oy @l ot o . (AT
5 wqq+12 qd+q w 0 + 0 — of (A7)

Transmonin Rabi-taajuuden loytamiseksi siirrytadn pyorivaan koordinaatistoon
unitaarisella muunnoksella R(t) = exp [i(2w1 - m)t@”ﬂ, jota vastaa Hamiltonin
funktio

= REPR HIRR = (o — 2w + ) 010 (A8)
o ~ —i(2w;—w A i(2w1 —w . eiwlt — efiwlt eiwzt o efiwgt 4
BT <91M+92M>] |
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Avataan neljinnen asteen termi ja kéytetddn pyorivian aallon approksimaatiota
(RWA, engl. rotating wave approzimation), jossa nopeasti pyorivit termit oletetaan
merkityksettomiksi ja hylataan [12]. Talloin saadaan

A

Hgr

- = (W — 2w + wy) QTQA
N 1% {MWW + 124" + 240" l oz g_ﬁw%)Q e gj%w%)Ql 7¢
— {W/ — 2wy + Wy + a + 20w [(w’z g—Z%w%)Q " (w g_zgwg)Q] } 74
4 %ngTqﬁ + 2i(w,2 _a;?j?(i{?_ w3) (cj - QT) ’

missé vakiotermit on jilleen poistettu. Kun termin ¢'¢ kerroin on nolla, ylli oleva
muoto on samankaltainen kuin resonanssiajon Hamiltonin funktion pyorivan aallon
approksimaatio [11]. Tasta voidaan péétella kahden taajuuden ajon Rabi-taajuudeksi

LawP02Q
Qe — kit e B (A10)

(w? = wi)?(w"? — wj)

Yll4 johdetusta Hamiltonin funktiosta (A9) saadaan teoreettinen lauseke myos
kahden taajuuden ajon AC Stark -siirtymélle, silld ajotaajuuksille patee yhtélo
2wy — Wy = Wq + Ogwo, Missa dywe on AC Stark -siirtyma. Siirtymé saadaan ratkaistua
termin g kertoimesta, joka asetetaan nollaksi:

) f 03
. /
0=w — 2w +wy + a+ 20w [(wlz — ) + (2 = w%)Ql
02 02 (A11)
=Wy — @ — Wy — o + @ + 20w 12 + 22 ,
(W2 —w?)? " (W2 —w?)?

mista saadaan 02 Q2

Stwo = 20" ! 2 : A12

two aw [(wa — W) + (W2 — w3)? ( )
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