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Tiivistelma
Tyosséa johdetaan jokaiselle topologiselle avaruudelle ensimmainen homotopiaryhma,
jota kutsutaan myos perusryhmaksi, ja jokaiselle jatkuvalle kuvaukselle maéritel-
laan perusryhmien valinen indusoitu homomorfismi. Perusryhmien ja indusoitujen
homomorfismien naytetdan muodostavan perusryhméfunktorin, joka on invariantti
homotopiaekvivalenssin suhteen. Sitten perusryhmié lasketaan erilaisille topologisille
avaruuksille — ensin triviaaleissa tapauksissa ja sitten ympyréan ja pallon tapauksessa.
Tyon tuloksia sovelletaan kahden eri lauseen, algebran peruslauseen ja Brouwerin
kiintopistelauseen, todistamisessa. Ongelman esittaminen topologisten avaruuksien
vélisena vaihdannaiskaaviona, jossa se voidaan funktorin avulla kuvata perusryhmien
valiseksi vaihdannaiskaavioksi, mahdollistaa ongelman ratkaisemisen algebrallisin
menetelmin.
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1 Johdanto

Algebrallinen topologia ratkaisee topologian ongelmia muuntamalla ne algebrallisiksi
ongelmiksi. Tata varten on hyodyllista esittad ongelma kaaviona

x —L v

h (1)

A

missa X, Y, Z ovat topologisia avaruuksia ja niiden valiset nuolet f, g, h ovat jatkuvia
kuvauksia. Jos h = g o f, niin kaavio on vaihdannainen. Topologiset avaruudet ja
niiden véliset jatkuvat kuvaukset muodostavat kategorian.

Kun ongelma on esitetty kaaviona, kuten (1), voidaan se muuntaa algebralliseen
muotoon funktorin avulla, joka kuvaa topologisen avaruuden X joksikin algebralliseksi
objektiksi A(X) ja jatkuvan kuvauksen f : X — Y néiden algebrallisten objektien
véliseksi indusoiduksi homomorfismiksi A(f) : A(X) — A(Y). Funktori sailyttéa
vaihdannaisuuden, jolloin kaavio (1) kuvautuu muotoon

AX) — 2 Ay

A(h) o (2)

A(Z)

Topologian yksi perusongelmista on avaruuksien luokittelu homotopiaa vaille.
Koska homeomorfismi on ekvivalenssirelaatio, jakaa se topologiset avaruudet ho-
meomorfismityyppeihin, jolloin voidaan kysya ovatko kaksi topologista avaruutta
homeomorfisia, X = Y, vai ei, X 2 Y. Topologiassa tutkitaan homeomorfismityyp-
pien invariantteja: jos X = Y ja avaruudella X on tietty invariantti, niin myos
avaruudella Y on tama invariantti.

Algebrallisessa topologiassa kaytetdan homeomorfismia karkeampaa ekvivalenssi-
relaatiota, homotopiaekvivalenssia, joka ei erota jatkuvalla tavalla toisistaan defor-
moitavia avaruuksia mutta joka jakaa topologiset avaruudet homotopiatyyppeihin.
Useat algebrallisessa topologiassa luotavat invariantit ovat homotopiainvariantteja:
jos avaruuksilla X ja Y on sama homotopiatyyppi, niin avaruuksien algebralliset
objektit ovat isomorfisia, eli A(X) = A(Y"). Lisdksi useat topologiset invariantit ovat
myos laajemmin homotopiainvariantteja.

Algebrallisen topologian yksi funktoreista, perusryhmdfunktori my, liittda topologi-
seen avaruuteen X perusryhmén m (X, zg), joka koostuu tietyn kantapisteen zy € X
silmukoista, ja jatkuvaan kuvaukseen f : X — Y naiden ryhmien vélisen indusoidun
homomorfismin 7 (f) : m (X, z0) = m(Y, %), joka kuvaa avaruuden X silmukan
avaruuden Y silmukaksi. Tama funktori on homotopiainvariantti; esimerkiksi pallo
S? ja torus S' x ST eivit ole homotopiaekvivalentteja (ja siten homeomorfisia), silla
niiden perusryhmét eivét ole isomorfisia.



Tyon paatavoitteena on tdydentédéd J. Rotmanin kirjan [4] perusryhméfunktoria
kasittelevida lukua 3, jossa suuri osa merkittéavista tuloksista on annettu harjoitus-
tehtaviksi, loogisemmaksi kokonaisuudeksi. Lisaksi perusryhméfunktorille ja sen
homotopiainvarianttiudelle luodaan Rotmanin kirjaa perusteellisempi kategoriateo-
reettinen kehys, joka on saanut vaikutteita S. Mac Lanen kirjasta [3]. Vaikka suurin
osa tyostéd perustuu Rotmanin kirjaan, on siita myos paikoin poikettu; esimerkiksi
ympyrin S perusryhmén laskeminen perustuu yleisiin peiteavaruuksien ja nosto-
jen tuloksiin, joiden todistukset saavat ideansa A. Hatcherin [1] ja E. Spanierin [7]
kirjoista.

Kappaleessa 3 maaritellaan késitteet kategoria ja funktori sekéd luodaan pohjaa
perusryhméfunktoria varten. Kappaleessa 4 kasitellian homotopiaa — ensin yleisesti
kappaleessa 4.1 ja sitten polkujen vaatimukset huomioon ottaen kappaleessa 4.2.
Homotopiaan perustuen kappaleessa 5 esitelladn perusryhmé ja indusoitu homo-
morfismi, joiden naytetdan muodostavan homotopiainvariantti perusryhmaéafunktori.
Lopuksi tassd kappaleessa naytetdan perusryhméafunktorin ominaisuuksia.

Kappaleessa 6 muodostetaan perusryhmia erilaisille topologisille avaruuksille.
Ensimmaisena kappaleessa 6.1 suljetaan pois mahdollisimman monta triviaalia pe-
rusryhmaéa, jotka ovat myos triviaaleja laskea. Toisena kappaleessa 6.2 selvitetaan
ympyran perusryhmé, joka ei ole triviaali ja sen laskeminen ei ole triviaalia. Viimei-
send kappaleessa 6.3 naytetdan, etta pallon perusryhmaé, toisin kuin ympyran, on
triviaali, mutta sen laskeminen osoittautuu myos epéatriviaaliksi.

Kappaleessa 7 tyon tuloksia sovelletaan kahteen ongelmaan: kappaleessa 7.1
algebran peruslauseeseen ja kappaleessa 7.2 Brouwerin kiintopistelauseeseen. Mo-
lemmissa tapauksissa ensin todistetaan lemma, jonka todistuksessa topologisten
avaruuksien vaihdannaiskaavio, kuten (1), muutetaan perusryhméafunktorin avul-
la perusryhmien véliseksi kaavioksi, kuten (2). Tamé lemma auttaa puolestaan
merkittavésti itse lauseen todistamisessa.

2 Merkinnat ja terminologia

1. Isoilla kirjaimilla X, Y ja Z merkitaan topologisia avaruuksia ja pienilla kir-
jaimilla f, g ja h jatkuvia kuvauksia ndiden topologisten avaruuksien valilla.
Tarvittaessa voidaan kéiyttaa alaindekseja — joko numeroituvia, X, Xo, ..., tai
yleisemmin { X} }1es, indeksijoukolla J.

2. Merkinta X = Y tarkoittaa, ettd topologiset avaruudet X ja Y ovat homeo-
morfisia.

3. Kuvauksien f,g : X — Y sanotaan yksimielisid osajoukossa A C X, jos

flA=g|A.

4. Avaruutta R™ kutsutaan n-ulotteiseksi euklidiseksi avaruudeksi. Tdéhan
avaruuteen on maadritelty kaikille alkioille z,y € R" sisdtulo (x,y) = x -y =

>, x;y;, mikd puolestaan indusoi normin ||z|| = \/(z, z).



5. Euklidisen avaruuden R" osajoukoista
D'={zeR":||z]| <1} ja S"={zxecR":|z| =1}

ovat nimeltddn kuula ja n-ympyra (pelkistdin ympyra, jos n = 1, ja pallo,
jos m > 2). Kiekon D" reuna on S™! ja liséiksi reuna kuuluu kiekkoon, eli
kiekko on suljettu.

6. Pallolle S® C R™™! maééritelliin pohjoisnapa N = (0,0,...,1) € S" ja
etelanapa S = (0,0,...,—1) € S™.

7. Reaalilukujen R osajoukoista I = [0, 1] on suljettu yksikkovili. Yksikkovélin
reunaa {0, 1} merkitdan OI.

8. Avaruuden polkuja merkitaén kreikkalaisilla kirjaimilla o, 5 ja 7.

9. Poluille on olemassa binadrioperaatio, jota tassa tyossa kutsutaan polkutuloksi
ja merkitddn «f. Selvyyden vuoksi kuvausten f : X — Y jag:Y — Z
kompositiota merkitadn g o f.

10. Polkutulo on liitdnnainen binddrioperaatio (lause 4.27), joten polkujen ekviva-

lenssiluokkien (&arellisille) tuloille voidaan merkita

n

[[lei] = [ai][es] . . . [an).

i=1

3 Kategoria ja funktori

Maaritelma 3.1. Kategoria C koostuu

1. kokoelmasta objekteja Ob(C),

2. erillisistd joukoista morfismeja Home (A, B), yksi jokaiselle parille objekteja
A, B € Ob(C), ja

3. kompositiosta Hom(A, B) x Hom(B, C) — Hom(A, C), (u,v) + vou jokaiselle
kolmelle objektille A, B, C' € Ob(C)

siten, etta
1. kompositio on liitdnndinen, eli u o (v ow) = (v ov) ow, ja

2. jokaiselle A € obj(C) on olemassa sellainen yksikésitteinen identiteettikuvaus
14 € Hom(A, A), ettd foly = f kaikilla f € Hom(A, B) ja 140 g = g kaikilla
g € Hom(C, A).

Huomautus. Méaaritelméassé puhutaan objektien kokoelmasta eika objektien joukosta,
silla "kaikkien joukkojen joukko” on ongelmallinen késite. Jos oletetaan joukon V'
sisaltédvan kaikki joukot, niin silloin myés P(V) C V, eli |[P(V)] < |[V]. Tamé on
ristiriidassa sen kanssa, ettd yleisesti |V| < |P(V)|. Lisda kerrotaan esimerkiksi
artikkelissa [6].



Tyossa esiintyy kaksi merkittavaéd kategoriaa: topologisista avaruuksista ja nii-
den vélisista jatkuvista kuvauksista koostuva Top ja ryhmista ja niiden vélisista
homomofismeista koostuva Groups.

Kolmas tyossi merkittavd kategoria, Top?, muodostetaan pareista (X, A) ja
(Y, B), jossa X on topologinen avaruus ja A C X on aliavaruus, ja morfismeista
f X — Y, jotka ovat jatkuvia ja joille f(A) C B. Taméan ehdon toteuttavaa
morfismia voidaan merkita tiiviimmin f: (X, A) — (Y, B).

Maaritelma 3.2. Kategoria A on kategorian C alikategoria, jos
1. Ob(A) C Ob(C),
2. Homy(A, B) C Home (A, B) kaikilla A, B € Ob(A) ja
3. kompositio kategoriassa A on yhtenevi kategorian C komposition kanssa.

Merkittéva alikategoria on kanta-avaruuksista (X, zq) ja kantapisteita siilytta-
vistd kuvauksista f : (X, z9) — (Y, y0) muodostettava Top,. Téssi tapauksessa
f(z0) = yo, misté seuraa f({zo}) C {yo}. Kategorialle Top® niytettivit tulokset
patevat siis myos kategorialle Top, .

Madsritelmé 3.3. Morfismia f € Hom(A, B) kutsutaan kategorian ekvivalenssiksi,
jos on olemassa morfismi g € Hom(B, A), jolle fog=1gjago f=14.

Kategorian Top ekvivalenssit ovat homeomorfismeja ja kategorian Groups ryh-
maéisomorfismeja.

Seuraava rakenne mahdollistaa ekvivalenssia karkeampien luokittelujen muodos-
tamisen.

Maéritelmd 3.4. Ekvivalenssirelaatiota ~ luokassa U 4,5y Hom(A, B), joka koostuu
kaikista morfismeista, kutsutaan kategorian C kongruenssiksi, jos seuraavat ehdot
toteutuvat:

1. jos f € Hom(A, B) ja f ~ f', niin f’ € Hom(A, B) ja

2. jos f~ f'ja g~ ¢ sekd go f on maaritelty, niin go f ~ g’ o f'.

Ensimméisestd ehdosta seuraa, ettéd kongruenssi osittaa morfismit Hom(A, B)
ekvivalenssiluokkiin. Toisesta ehdosta seuraa, ettd kongruenssi on yhteensopiva
kuvausten komposition kanssa.

Merkitdan morfismien Hom(A, B) ositusta [A, B], kun osittava kongruenssi tie-

detédan kontekstista. Jos morfismien joukko vaihdetaan sitd vastaavaan ositukseen,
saadaan tekijikategoria C/~, joka maaritelldén seuraavalla tavalla.

Lause 3.5. Jos C on kategoria ja ~ on kongruenssi tassa kategoriassa, niin seuraava
rakenne on kategoria:

1. Ob(C/~) = Ob(C),
2. Home, (A, B) = {[f] : f € Hom¢(A, B)} = [A, B] kaikille A, B € Ob(C/~);
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3. lglo[fl =[go f], kun go f on mddritelty,
missd | f] viittaa morfismin ekvivalenssiluokaan.

Todistus. Objektit, morfismit ja kompositio ovat jo hyvin maariteltyja. Naytetaan
komposition liitannaisyys ja identitettikuvauksen olemassaolo.

1. Jos uo (vow) = (uow)ow,nin

[u o ([v] o [w]) = [uo (vow)] = [(uow)ow]= ([u] o[v]) o [w].

2. Jos A € Ob(C/~), niin A € Ob(C), jolla on identiteettikuvaus 1, € Hom(A, A).
Jos [f] € Hom(A, B), niin [f]o[14] = [f o 14] = [f], ja jos g € Hom(C, A), niin
[14] 0 [g] = [1ag] = [g]. Siis [14] € Hom¢,(A, A) on objektin A identiteettiku-
vaus.

O
Kategorioiden vilille voidaan myo6s maaritella kuvauksia.
Maaritelma 3.6. Olkoon C' ja D kategorioita. Funktori 7" : C' — D kuvaa
1. kategorian C' objektin A € obj C kategorian D objektiin T'(A) € obj D;

2. kategorian C' morfismin f : A — B kategorian D morfismiin 7'(f) : T'(A4) —
T(B) siten, ettd T'(14) = 1p(ay kaikilla A € obj C ja T(go f) =TgoTf, kun
g o f on méaaritelty.

Huomautus. Méaéritelméssa funktorin oletetaan séilyttdvin morfismien suunnat, jol-
loin sanotaan, ettd funktorit ovat kovariantteja. On myts mahdollista, etta funktori
kaantda morfismit, jolloin puhutaan kontravarianteista funktoreista. Talloin méari-
telméssa f : A — B kuvautuu morfismiksi T'(f) : T(B) — T(A) jaT(gof) =T foTyg.
Tassa tyossa funktorit ovat aina kovariantteja.

Funktori kuvaa ekvivalenssit ekvivalensseiksi.

Lause 3.7. Olkoon T : C — D funktori kategoriasta C' kategoriaan D. Jos
f € Hom(A, B) on ekvivalenssi kategoriassa C, niin Tf € Hom(T(A),T(B)) on
ekvivalenssi kategoriassa D.

Todistus. Olkoon f € Hom(A, B) ekvivalenssi kategoriassa C'; ts. on olemassa
g € Hom(B, A) siten, ettd fg = 1p ja gf = 1a. Siten seuraa, ettd (T'f)(Tg) =
T(fg) = T(1g) = lrwp) ja (Tg)(Tf) = T(9f) = T(1a) = ly), eli Tf €
Hom(T'(A), T(B)) on ekvivalenssi kategoriassa D. O

Lauseessa 3.5 esitettiin funktori C — C/~. Lauseesta 3.7 saadaan seuraava
korollaari.

Korollaari 3.8. Olkoon ~ kategorian C kongruenssi. Jos f on ekvivalenssi katego-
riassa C, niin [f] on ekvivalenssi kategoriassa C/~.



11

Kun myohemmin naytetdan homotopiaekvivalenssin olevan kongruenssi katego-
riassa Top, tédsta korollaarista seuraa, ettd homeomorfismit ovat myos homotopiaek-
vivalensseja.

Olkoon T": C — D funktori ja olkoon ~ kategorian C kongruenssi. Jos funktorille
patee T'(f) =T(g), kun f ~ g, niin funktori T pystytdan hajottamaan kategorian
C/ ~ kautta seuraavalla tavalla.

Lause 3.9. Olkoot C ja D kategorioita. Olkoon ~ kongruenssi kategoriassa C ja
olkoon C/~ wvastaava kongruenssikategoria. Jos T : C — D on funktori, jolle pdtee
T(f)=T(g) kaikilla f ~ g, niin T mdadrittelee funktorin T' : C/~ — D seuraavasti:
T'(X) =T(X) jokaiselle objektille X ja T'([f]) = T(f) jokaiselle morfismille f.

Todistus. Jos [14] on objektin A identiteettikuvaus, niin
T'([1a)) = T(1a) = Loy = 1av(a)-
Jos [f] o [g] on mééritelty, niin

T'([flelg) =T'(f og]) =T(fog) =T(f) o T(g) = T"([f]) o T"([9])-

Kuva 1: Funktori T': C — D voidaan hajottaa kategorian C/~ kautta.

Kuva 1 havainnollistaa lausetta 3.9. Seuraavan kahden kappaleen tavoitteena on
luoda diagrammin toteuttava perusryhmafunktori 7 : Top, — Groups, joka on
homotopiainvariantti eli hajottuu kategorian Toph, kautta.

4 Homotopia

4.1 Yleisesti

Maaritelma 4.1. Kuvaus fy : X — Y on homotooppinen kuvauksen f; : X — Y
kanssa, jos on olemassa sellainen jatkuva kuvaus F': X x I — Y, nimeltdan homo-
topia, jolle

F(z,0) = fo(z) ja F(z,1) = fi(z)
kaikilla z € X.
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Huomautus. Jos merkitddn f;(x) = F(x,t) kaikille t € I ja x € X, niin saadaan perhe
{fit }er jatkuvia kuvauksia f; : X — Y jonka péaétepisteind ovat ndimé homotooppiset
kuvaukset. Voidaan siis ajatella, etta jatkuvat kuvaukset ovat homotooppisia, jos
yksi voidaan jatkuvalla tavalla muuntaa toiseksi jatkuvin vélivaihein.

Huomautus. Kuvausten homotooppisuutta merkitdan F' : fy ~ f; tai lyhyemmin
Jo~ f1.

Seuraava apulause mahdollistaa osajoukoissa maariteltyjen jatkuvien kuvauksien
yhdistdmisen, olettaen paallekéisyyksien olevan yksikasitteisesti méaariteltyja.

Lemma 4.2 (Liimauslause). Olkoon X ddrellinen yhdiste suljettuja osajoukkoja, eli
X =U, X;. Jos jollekin avaruudelle Y on olemassa jatkuvien kuvauksien X; =Y
perhe {fi}7_, jotka ovat yksimielisii padllekkdiisyyksien suhteen, eli f;|X; N X, =
i1 Xa N X, kaikilla 1 < 4,5 < n, niin on olemassa yksikdsitteinen jatkuva kuvaus
f: X =Y, joka rajoittuu f|X; = f; kaikilla 1 <i <mn.

Todistus. Muodostetaan yksikasitteisen jatkuva kuvaus f : X — Y, joka rajoittuu
f1X: = fi

Hyvin mddritelty: Jos x € X;, niin méadritelldén f(z) = f;(z). Jos myos z € X,
niin paallekkaisyyksien yksimielisyydesta seuraa f;(z) = f;(x). Kuvaus f: X — Y
on siis hyvin maaritelty.

Rajoittuminen: Jos x € X;, niin maaritelman mukaisesti f(z) = f;(z), jolloin
fIXi = fi.

Yksikdsitteisyys: Olkoon g : X — Y sellainen kuvaus, joka my0s rajoittuu
g|X; = fi kaikilla 1 < i < n. Jos z € X}, niin g(x) = fi(x) = f(x), eli kuvaus f on
yksikésitteinen.

Jatkuvuus: Jos C' C Y on suljettu joukko avaruuden Y topologiassa, niin

U =Xnf(0)
(0

I
C-=
>

D
Kﬁ

fi
I

(X; N f7H(C))

I
=1

N
Il
—

I
=
o
3

@
Il
—

Koska kuvaukset f; ovat jatkuvia ja suljettujen joukkojen darelliset yhdisteet ovat
suljettuja, alkukuva f~1(C) on suljettu ja siten f on jatkuva. O

Liimauslauseesta on toinen yhtapitavda muoto, jossa kaytetdan avoimia osajouk-
koja.

Lemma 4.3. Olkoon X (mahdollisesti adreton) yhdiste avoimia osajoukkoja, eli X =
User Ui. Jos jollekin avaruudelle Y on olemassa jatkuvien kuvauksien X; — Y perhe
{fi}icr, jotka ovat yksimielisii padllekkdisyyksien suhteen, eli f;|X;NX; = f;|X;NX;
kaikilla ©,7 € I, niin on olemassa yksikdasitteinen jatkuva kuvaus f : X — 'Y, joka
rajoittuu f|X; = f; kaikilla i € 1.
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Todistus. Todistus on samanlainen lemman 4.2 todistuksen kanssa. O]
Homotopia on relaationa refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen.
Lause 4.4. Homotopia on ekvivalenssirelaatio jatkuvien kuvauksien X — Y joukossa.

Todistus. Naytetadn, ettd homotopia on relaationa refleksiivinen, symmetrinen ja
transitiivinen.

Refleksiivisyys: Kuvaukselle f : X — Y voidaan madritella F' : X x [ — Y
kaavalla F'(z,t) = f(x). Télloin F' on jatkuva, sekd F(x,0) = f(z) ja F(x,1) = f(z)
kaikilla x € X. Siis F': f ~ f.

Symmetrisyys: Olkoot f,g : X — Y kuvauksia ja oletetaan F' : f ~ g. Méaa-
ritelladn G : X x I — Y kaavalla G(z,t) = F(z,1 — t). Silloin G on jatkuva,
G(z,0) = F(z,1) = g(x) ja G(z,1) = F(x,0) = f(x) kaikilla x € X. Siis G : g ~ f.

Transitiivisuus: Olkoot f,g,h : X — Y kuvauksia, ja oletetaan F' : f ~ g ja
G : g ~ h. Maaritellaégn H : X x [ — Y kaavalla

F(z,2t), jos 0 <t

<
G(x,2t —1), jos % <t<

—_ N

Y
I

H(x,t):{

Koska viilien leikkauskohdassa t = 1 pétee F(z,2t) = g(x) = F(z, 2t — 1) kaikilla
z € X, niin liimauslauseen perusteella (lemma 4.2) kuvaus H on jatkuva. Lisaksi
H(z,0) = F(z,0) = f(z) ja H(z,1) = G(z,1) = h(x) kaikilla x € X. Siis H :
f~ h. [

Homotopia ekvivalenssirelaationa osittaa jatkuvien kuvauksien X — Y joukon
ekvivalenssiluokkiin.

Maaritelma 4.5. Kuvauksen f : X — Y kanssa homotooppiset kuvaukset muodos-
tavat ekvivalenssiluokan

[fl=Ag: X =Y : f~g},
jota kutsutaan homotopialuokaksi.

Jatkuvien kuvausten kompositio on yhteensopiva homotopian kanssa.
Lause 4.6. Olkoot fo, f1 : X =Y ja go,q1 : Y — Z kuvauksia. Jos fo ~ fi ja
9o = g1, nain go © fo = g1 0 fi.
Todistus. Olkoot F': fo >~ f1 ja G : gy =~ g1. Méaritellddn H : X x I — Z kaavalla
H(x,t) = G(F(x,t),t).
Kuvausten kompositiona H on jatkuva. Lisaksi
H(z,0) = G(F(2,0),0) = G(fo(2),0) = golfo(x)) = (g0 © fo) ()
ja
H(z,1) = G(F(z,1),1) = G(fi(z),1) = g1(f1(2)) = (g1 0 f1)(z)
kaikilla x € X. Siis H : gy o fo >~ g1 o fi. O
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Lauseen 4.6 perusteella on mahdollista maaritelld kompositio [f][g] = [f o ¢]
joukossa [X,Y].

Korollaari 4.7. Homotopia on kongruenssi kategoriassa Top.
Todistus. Seuraus lauseista 4.4 ja 4.6. O

Maaritelma 4.8. Maaritellaan homotopiakategoria Toph seuraavasti:

Ob(Toph) = Ob(Top),
Homropn (A, B) = [A, B] kaikille A, B € Ob(Top) ja
[fllg] = [f o g] , kun f o g on méadritelty.

Homotopiakategorian Toph objektit ovat samoja topologiakategorian Top kanssa,
mutta homotopiakategorian morfismit ovat homotopialuokkia, jolloin keskenaédn
homotooppiset kuvaukset on samastettu.

Topologiakategorian Top nakokulmasta homotopiakategorian ekvivalenssit ovat
niitd morfismeja f : X — Y, joille pitee fog~1y jago f~1x jollaing:Y — X.

Maaritelma 4.9. Kuvaus f : X — Y on homotopiaekvivalenssi, jos on olemassa
sellainen g : Y — X ettd go f ~1x ja fog >~ ly.

Jos f: X — Y on homotopiaekvivalenssi, avaruuksilla X ja Y sanotaan olevan
sama homotopiatyyppi. Homotopiatyyppi lajittelee avaruuksia karkeammin kuin
homeomorfisuus.

Lause 4.10. Homeomorfisilla avaruuksilla on sama homotopiatyypps.
Todistus. Tamé seuraa yleisestd tapauksesta, korollaarista 3.8. O

Maaritelma 4.11. Jos yg € Y, vakiokuvaukseksi kutsutaan kuvausta ¢: X — Y,
madriteltyna c(z) = yo jokaiselle z € X.

Maaritelma 4.12. Kuvaus f : X — Y on nollahomotooppinen, jos f on homo-
tooppinen jonkin vakiokuvauksen ¢ : X — Y kanssa.

Maaritelma 4.13. Avaruus X on kutistuva, jos 1x on nollahomotooppinen.

Kutistuvat avaruudet ovat homotopiakategorian Toph yksinkertaisimpia objek-
teja.

Lause 4.14. Avaruudella X on sama homotopiatyyppi kuin pisteelld jos ja vain jos
X on kutistuva.

Todistus. Oletetaan, etta avaruuksilla X ja {y} on sama homotopiatyyppi. On siis
olemassa kuvaukset f : X — {y} ja g : {y} — X, joille pitee go f ~ 1x ja
fog~ 1. Kuvaus [ on vakiokuvaus pisteeseen y ja (g o f)(z) = g(y) on vakio
kaikilla z € X, jolloin 1x on nollahomotooppinen ja X on kutistuva.

Oletetaan 1x ~ k, kun k(x) = xy. Mééaritelldén f : {zo} — X kaavalla f(z0) = 2o
ja maaritelladn g : X — {0} kaavalla g(x) = xy. Saadaan go f = 1,, ja fog =k ~
1x oletuksesta. Siis f : {zg} — X on homotopiaekvivalenssi, ja avaruudella X on
sama homotopiatyyppi kuin pisteella. O
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Lause 4.15. Jos Y on kutistuva, niin kaikki kuvaukset X —'Y ovat nollahomotoop-
PISia.
Todistus. Oletetaan, ettd 1y ~ k, kun k : Y — Y on vakiokuvaus k(y) = y, jollain

Yo € Y kaikille y € Y. Méaaritellddn ¢g : X — Y kuvaamalla g(x) = y, kaikille z € X.
Jos f: X — Y on jatkuva, niin

f=1lyof~kof=yg
lauseella 4.6. O

4.2 Polkuhomotopia

Maéritelma 4.16. Polku on jatkuva kuvaus o : I — X, joka alkaa pisteesta «(0)
ja padttyy pisteeseen «(1).

Kun ensimmaéinen polku paéttyy pisteeseen, josta toinen alkaa, pystytadn ndma
polut yhdistamaédn uudeksi poluksi.

Maaritelma 4.17. Olkoot «, 8 : I — X polkuja, joille a(1) = £(0). Maaritelldén
polkutulo af : I — X kaavalla

: 1
a(2t), jos 0 <t <3,
B2t —1), josz<t<1

(af)(t) = {

jokaiselle t € I.

Maéritelm& 4.18. Olkoon p € X. Vakiopolku i, : I — X madritelladn i,(t) = p
kaikilla t € I

1

Maaritelma 4.19. Polun a : I — X vastapolku a™ : [ — X maéaritelladn

al(t) = a(l —t) kaikilla t € I.

Maaritelmissa kaytetty merkintdatapa viittaisi siihen, etta poluista ja polkutulosta
voisi muodostaa ryhméan. Vakio- ja vastapolku eivat toimi kuitenkaan neutraali-
ja kddnteisalkioina: yleisesti aar™! # ia(0) J& Ta() # «; vastapolku a~ ! ei kumoa
polkua a ja iq)a on polku, jossa (in0)@)(t) = ia(0)(2t) kaikilla 0 < ¢ < 1.

Hyo6dynnetdaan homotopialuokkia ja kompositiota algebrallisen rakenteen luomi-
seen. Jos kuitenkin X on kutistuva, kaikki polut I — X ovat nollahomotooppisia ja
siten homotooppisia keskenddn (Lause 4.15). Tarvitaan siis yleisempi versio homoto-
piasta, jossa tiettyjé avaruuden pisteita pidetadn paikoillaan.

Maaritelma 4.20. Olkoon fy, fi : X — Y jatkuvia ja A C X osajoukko. Tall6in
fo on homotooppinen f;:n kanssa osajoukon A suhteen, mikili on olemassa
jatkuva kuvaus F': X x I — Y, nimeltaan relatiivinen homotopia, jolle

F(z,0) = fo(z) ja F(x,1)= fi(z).
kaikilla x € X ja
F(a,t) = fo(a) = fi(a)
kaikilla a € Ajat € I.
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Huomautus. Jos fo ja f1 ovat homotooppisia osajoukon A suhteen, niin merkinnélla
fi(z) = F(x,t) kaikille t € I ja x € X saadaan perhe {f;}icr jatkuvia kuvauksia
fi : X = Y, ja tdméan perheen péatepisteet ovat fy ja fi. Toisesta ehdosta seuraa,
ettd perheen kuvaukset kuvaavat osajoukon A samalla tavoin: f;|A = f,| A kaikilla
s,t € I. Intuitiivisesti ajateltuna kuvaukset ovat homotooppisia osajoukon A suhteen,
jos yksi voidaan muuntaa toiseksi pitdmalla osajoukon A pisteitd paikoillaan.

Huomautus. Kuvausten relatiivista homotooppisuutta merkitaén F': fy ~ f; rel A.

Huomautus. Kun A = (), relatiivinen homotopia vastaa aikaisemmin maariteltya
vapaata homotopiaa. Relatiivinen homotopia on siis yleistys vapaasta homotopiasta.

Lause 4.21. Homotopia rel A on ekvivalenssirelaatio kuvausten (X, A) — (Y, B)
joukossa.

Todistus. Téydennetaan vapaan homotopian tapauksen todistusta (lause 4.4).

Refleksiivisyys: Jos f : (X, A) — (Y, B) on jatkuva, voidaan F' : X x [ — Y
maédaritella kaavalla F'(z,t) = f(z). Saadaan F'(a,t) = f(a) kaikillaa € A jat € I.
Siis F': f ~ f rel A.

Symmetrisyys: Olkoot f,g : (X, A) — (Y, B) kuvauksia, joille patee F' : f ~
g rel A. Maéritellaén G : X x [ — Y kaavalla G(z,t) = F(x,1 — t). Saadaan
G(a,t) = F(a,1 —t) = f(a) = g(a) kaikilla a € Ajat € [. Siis G: g ~ f rel A.

Transititvisuus: Olkoot f,g,h : (X, A) — (Y, B) jatkuvia ja oletetaan F' : f ~
grel Aja G : g~ hrel A. Kaytetdan samaa homotopiaa, H : X x [ — Y kuin
alemmassa todistuksessa. Jos 0 <t < 1 niin H(a,t) = F(a,2t) = f(a) = G(a,2t) =
h(a), ja jos 3 <t < 1, niin H(a,t) = G(a,2t — 1) = h(a) = F(a,2t — 1) = f(a),
kaikilla a € A. Siis H : f ~ h rel A. O

Lause 4.22. Olkoot fy, f1 : (X, A) — (Y, B) ja go,q1 : (Y,B) — (Z,C) kuvauksia.
Jos fo =~ f1 rel A ja gy ~ g1 rel B, niin gy o fo == g1 o f1 rel A.

Todistus. Téydennetdén vapaan homotopian tapauksen todistusta (lause 4.6). Olkoot
F:fo~ firel AjaG: gy~ g; rel B. Kéytetddn samaa homotopiaa H : X x [ — Z,
joka madritellaan

H(x,t) = G(F(x,1),1).
Jokaisella a € A ja t € I saadaan
(90 © fo)(a) = go(fo(a)) = G(fo(a),t) = G(F(a,t),t) = H(a,1),
silli fo(A) C B, ja
(910 fi)(a) = gi(fi(a)) = G(fi(a),t) = G(F(a,1),t) = H(a,1),
silli f(A) C B. Siis go o fo ~ g1 0 f1 el A. 0

Korollaari 4.23. Relatiivinen homotopia on kongruenssi kategoriassa Top?.
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Polkujen homotopiaa on mielekasta tutkia, kun polun alku- ja paatepisteita
pidetddn paikoillaan, eli rel OI. Lauseesta 4.21 seuraa, ettd homotopia rel 0I osittaa
polut I — X ekvivalenssiluokkiin.

Maaritelma 4.24. Polun « : I — X kanssa rel I homotooppiset kuvaukset
muodostavat ekvivalenssiluokan

[a] ={f: X =Y :a~prel I},
jota kutsutaan polkuluokaksi.

Huomautus. Polkujen homotopia on téssa tyossa aina paédtepisteiden suhteen rela-
tiivinen, joten merkité [o] ei aiheuta sekaannusta polun vapaan homotopialuokan
kanssa.

Polkutulo on yhteensopiva polkuhomotopian kanssa.

Lause 4.25. Olkoot o, o, 3,5 : I — X polkuja, joille polkutulo o8 on mddritelty.
Jos (o] = [B'] ja [B] = [B'], niin [af] = [/ F].

Todistus. Olkoot F' : a ~ o/ rel 91 ja G : § ~ (' rel 0I. Maéritellidn homotopia
H: I x1— X kaavalla

Hit.s) = {F(Zt, 5), jos 0 <t

G2t —1,s), jos <t
Koska polkutulo a8 on mééritelty, pisteissé (¢, s) € {3} x I pétee F(2t,s) = a(l) =
B(0) = G(2t—1, s), eli lilmauslauseen perusteella (lemma 4.2) H on jatkuva. Saadaan
H(t,0) = (af)(t) ja H(t,1) = (o/B')(t) kaikilla t € I. Lisaksi H(0,s) = (af)(0) =
(o/B)(0) ja H(1,s) = (af)(1) = (¢/A')(1) kaikilla s € I. Siis aff ~ /' rel 0I. [

Polkuluokille on nyt mahdollista luoda tulo [«][5] = [a/5] polkutulon «f pohjalta,
joka riippuu vain polkuluokasta.

Merkitdén polkuluokan [«] alku- ja péétepisteitd p = «(0) ja ¢ = a(1). Kun alku-
ja loppupisteiden vakiopolkujen polkuluokkia merkitdén [i,] ja [i,] ja vastapolun
polkuluokkaa [a~1], saadaan seuraava lause.

Lause 4.26. Polkuluokalle [] pdtee

2. [l =1[i] ja [a7Ma] = [ig].

Todistus. Jos t € I, niin merkitaan 0, : [(1 —t)/2,1] — [0, 1] jatkuvaa kuvausta
reaaliakselin valilta [(1 — t)/2, 1] reaaliakselin vélille [0, 1], joka médritelldan

s—(1—1t)/2
K e )Y

kaikille s € I. Huomataan, ettd 6,((1 —¢)/2) =0 ja 6,(1) = 1.
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(0,1)

(1Y)

(1/2,0)

S
S

Kuva 2: Miten polkuparametri s € I ja homotopiaparametri ¢t € I riippuvat toisistaan.

1. Naytetéén i,a ~ o rel 91. Toinen puoli todistetaan samalla tavalla.
Kun t € I on homotopiaparametri, jactaan yksikkovali [0, 1] kahteen osaan:
[0,(1 —1¢)/2] ja [(1 —¢)/2,1]. Jos s € [0,(1 —¢)/2], eli s < (1 —¢)/2, niin
(s,t) kuuluu kuvan 2 mukaisesti suoran alapuolelle, viivatulle alueelle. Jos
s € [(1—1t)/2,1],eli s > (1 —t)/2, niin (s,t) kuuluu suoran ylépuolelle.
Maaritelladn kuvaus H : I x I — X seuraavasti:

i <(l1—-1t)/2

H(s.t) = P Jos s < (1=1)/2,

a(fy(s)), joss>(1—1)/2,
kun s € I on polku- ja t € I on homotopiaparametri. Liimauslauseen perus-

teella (lemma 4.2) kuvaus H on jatkuva. Huomataan, ettd H(s,0) = iy,a(s) ja
H(s,1) = a(s) kaikilla s € I. Lisaksi

HO,)=p=a(0) ja H(1,t)=06,1)=1,

jolloin saadaan i, >~ « rel OI.

2. Néytetadn aa~! ~ i, rel 1. Toinen puoli todistetaan samalla tavalla. Tapaus-

ta voi havainnollistaa kuvalla, kuten kuvassa 2, mutta ndytetddn téssa vain
tarpeellinen relatiivinen homotopia (kuvan 16ytaa esimerkiksi kirjasta [9, s.
159]). Méaritelldédn H : I x I — X seuraavasti:

a(2s(1 —1t)), jos 0 < s <1/2,
a2(1—s)(1—=1t)), jos1/2<s<1,
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kun s € I on polku- ja ¢t € I on homotopiaparametri. Liimauslauseen perusteella
kuvaus on jatkuva. Huomataan, etté

(2s) jos 0 <s<1/2,
(2—2s) jos1/2<s<1,

H(s,0) = {Z

ja

a(0) jos0<s<1/2,
a(0) jos1/2<s <1,

H(s, 1) = {
eli H(s,0) = (aa™")(s) ja H(s,1) =1i,(s). Lisiksi H(0,t) = i,(0) = (aa"')(0)
ja H(1,t) = i,(1) = (ea™")(1) kaikilla ¢ € I, jolloin saadaan aa™! ~ i, rel O1I.

[

Tulo ([«][8])[y] on mééiritelty, kun [a] paattyy pisteeseen, josta [3] alkaa, ja kun
[a][B] paéttyy pisteeseen, josta [v] alkaa. Téllaisessa tapauksessa tulo on liitdnnédinen
ja voidaan merkité [«][5][y] ilman sekaannusta.

Lause 4.27. Jos ([o][B])[7] ja []([Bl[Y]) ovat mddriteltyja, niin

Todistus. Kts. [4, s. 43]. Todistus on hyvin samanlainen lauseen 4.26 todistuksen
kanssa. O

5 Perusryhma

Mielekas tapa muodostaa topologisen avaruuden X polkuluokista ryhmé on tutkia
tietyn kantapisteen xq € X kautta kulkevien silmukoiden polkuluokkia. Tall6in
relevantti kategoria on Top,, jonka objektit ovat pareja (X, zq) ja jonka morfismit
f (X, z0) = (Y, y0) sdilyttavit kantapisteen, eli f(xg) = yo.

Maaritelma 5.1. Polku « : (1,0I) — (X, xg) on silmukka, jos a(0) = zo = a(1).
Huomautus. Silmukan polkuluokkaa kutsutaan silmukkaluokaksi.

Maéritelmé 5.2 (Ryhmaé). Olkoon G joukko ja olkoon G x G — G, (z,y) — xy, bi-
nadrioperaatio. Joukkoa G ja siihen liittyvaa bindarioperaatiota kutsutaan ryhmaéksi,
jos

1. bindarioperaatio on liitAnnainen, eli a(bc) = (ab)c kaikilla a, b, c € G,
2. joukkoon kuuluu neutraalialkio e € G, jolle xe = ex = z kaikilla x € G ja

3. jokaiselle € G on olemassa kiinteisalkio 7! € G, jolle za™! = 7'z = e.
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Huomautus. Jos neutraalialkio ja kéanteisalkio ovat olemassa, ne ovat myos yksikéa-
sitteisia.

Koska silmukka alkaa ja padttyy samaan pisteeseen, polkutulo on aina maaritelty.
Télloin lauseesta 4.27 seuraa, etta silmukkaluokkien tulo on liitdnnéinen ja lauseesta

4.26, etta [i,,] on neutraalialkio ja etta jokaisella silmukkaluokalla [a] on kéénteisalkio
[a~1]. Silmukkaluokat ja niille mééritelty tulo muodostavat ryhmén.

Maaritelma 5.3. Kantapisteavaruuden (X, zy) perusryhmi on
m (X, z0) = {[a] : [@] on polkuluokka, jolle a(0) = g = (1)},
kun bindarioperaatio on [a][8] = [af].

Koska avaruuden Top, morfismit i : (X, zo) — (Y, yo) ovat jatkuvia ja sailyttévat
kantapisteen, voidaan avaruuden (X, zg) silmukka « : (I,01) — (X, xy) muuntaa
avaruuden (Y, ) silmukaksi kompositiolla: h o« : (1,0I) — (Y, o).

Lause 5.4. Kuvaus h: (X, x¢) — (Y, 40) indusoi homomorfismin

mi(h) : m(X, 20) = 71 (Y, v0)
[a] = [hoal.

Huomautus. Indusoitua homomorfismia merkitaén myos lyhyemmin h,.

Todistus. Olkoot «, 5 : (I,0I) — (X, zo) silmukoita, joille patee [a] = [f] eli o ~
B rel 1. Jos h: (X,z9) — (Y, yo) on jatkuva kuvaus, niin lauseen 4.22 perusteella
ho v~ hofrel 91 eli [hoa] = [ho f]. Indusoitu homomorfismi on hyvin maaritelty.

Olkoot «, B : (I,0I) — (X, ) silmukoita ja olkoon h : (X, z¢) — (Y, yo) jatkuva.
Saadaan

mi(h)([e][B]) = [he (@f)] ja m(h)([a])m (R)([8]) = [(hoa)(ho B)].

Jos t € [0, 3], niin ho (af) =hoaja (hoa)(hof8) =hoa. Samoin jos ¢ € [3,1],
niin ho (af) =hofja(hoa)(hof) = hof. Saadaan ho (af) = (ho«)(ho f3). Siis

m (h)([a][B]) = mi(h)([a])m (R)([B]),

eli indusoitu homomorfismi on ryhmahomomorfismi. O]

Lause 5.5. 1. Identiteettikuvauksen 1(x ) indusoima homomorfismi 7'('1(1()(@0))
on ryhmdn m (X, xo) identiteettikuvaus: m (1(xz0)) = Lr (x,20)-

2. Jos (X,20) & (Y,50) & (Z, 20), niin m(g o f) = m(g) o m(f).
Todistus. 1. Jos [a] on silmukkaluokka, niin

ﬂ-l(l(X,wo))[a] = [1(X,$0) o Oé] = [Oé] = 1771(X,$0)[a]‘
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2. Jos a: (1,0I) — (X, x0) on silmukka, niin

m(go flla] =I[(ge floa] =[go(foa)]=m(g)f o] = (m(g) o m(f))a].
O
Korollaari 5.6. Kuvaus 7 : Top, — Groups on funktori.

Kun kantapisteavaruuksien véliset kuvaukset h, k : (X, z¢) — (Y, yo) ovat homo-
tooppisia, kantapiste pysyy homotopiassa paikoillaan, eli kyseessé on relatiivinen
homotopia.

Funktori m; on homotopiainvariantti kantapisteen suhteen.

Lause 5.7. Jos h,k : (X,29) — (Y,y0) ovat kuvauksia jo h ~ k rel xy, niin
7T1(h) == 7T1(l€).

Todistus. Olkoot h,k : (X,z9) — (Y,yo) kuvauksia, joille patee h ~ k rel z(. Jos
a: (1,01) — (X, xo) on silmukka, niin lauseesta 4.22 seuraa h o a ~ ko « rel g, eli
7T1(h) = Wl(/{). ]

Groups,

Kuva 3: Perusryhméafunktori 7, : Top, — Groups voidaan hajottaa homotopiakate-
gorian Toph, kautta.

Kantapistehomotopiassa homotopiakategoriaa merkitaan Toph,. Lauseen 3.8
mukaisesti m; toteuttaa kuvan 3 kaavion, missa 71 (X) = m(X) ja 7 ([f]) = m(f).
Kantapisteen valinnalla voi olla merkitysta, jos avaruus ei ole polkuyhtenéinen.

Lause 5.8. Jos xy € X piste, joka kuuluu X :n polkukomponenttiin X, niin
7T1(X0,.T0) = 7T1<X7 :CO)' (3)

Todistus. Olkoon j : (Xo,xg) — (X, xo) inkluusiokuvaus. Néytetaan, ettd indusoitu
homomorfismi

j* = 7T1<j) : 7T1(X0,.T0) — 7Tl(X, JIO)
[o] = [joaql

on isomorfismi.
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Injektiivisyys: Olkoon [a] € ker j,, eli F': j o« =~ iy, rel OI, missé iy, : (I,0I) —
(X, zo) on vakiopolku avaruudessa (X, z¢). Koska F'(I x I) on polkuyhteniinen, niin
F(IxI) C Xo. Kun homotopia G : I xI — X, méadritellaan kaavalla G(s,t) = F(s,t),
niin saadaan G : o ~ 4, rel 0, missd i;, : ([,0) — (Xo,70) on vakiopolku
avaruudessa (Xo, zo). Siis ker j, = {i}, }, eli j. on injektiivinen.

Surjektiivisuus: Jos o : (I,01) — (X,x0) silmukka, eli suljettu polku, niin
a(l) C Xo. Jos madritellaan silmukka o’ : (I,01) — (Xo, zo) kaavalla o/ (t) = a(t),
niin j o o/ = a, jolloin j.[o/] = [j o &] = [a]. Siis j. on surjektiivinen. O

Polkuyhtenaisissa avaruuksissa kantapiste voidaan valita vapaasti.
Lause 5.9. Jos X polkuyhtendinen, niin
T (X, xo) = m (X, 1) (4)
kaikilla x¢,x1 € X.
Todistus. Olkoon ¢ polku pisteestd xy pisteeseen x. Jos [a] € m1 (X, ), niin
[67'][e][¢] € m (X, 21),
silld polkutulot ¢~ lar ja (¢~'a)¢ ovat médriteltyja. Naytetidn, ettd kuvaus

Jm(X,zo) = m (X, x1)
[a] = (oM [a][¢]

on isomorfismi.
Homomorfisuus: Jos [a], [8] € m1(X, zo), niin

Bijektiivisyys: Naytetadn, etta kuvauksella 7 on kaksipuolinen kaanteiskuvaus

jfl s (X, x) — m(X, z0)
18] = [¢[8][¢~"].

Siis

kaikille [a] € m1(X, x0), joten kuvaus j : m (X, z9) — m (X, z;) on isomofismi. [
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Karteesitulolla X x Y on kaksi projektiokuvausta, p: X XY — X jaqg: X XY —
Y, jotka méaaritellian p(x,y) = z ja q(x,y) =y. Jos f: Z — X jag: Z — Y ovat
kuvauksia, niin on my6s olemassa kuvaus (f,g) : Z — X x Y, joka maaritelldin
(f,9)(z) = (f(2),9(2)) kaikille z € Z. Tilannetta havainnollistaa seuraava kaavio:

X><Y

X fg /
Josa: (I,0I) — (X, xp) on silmukka avaruudessa (X, xg) ja 5 : (I,01) = (X, o)
silmukka avaruudessa (Y1), niin ylldolevan mukaan on olemassa silmukka

(o, B) : (1,0I) — (X X Y, (%0, %0))
t—= (a(t), B(t)).

avaruudessa (X x Y, (zo,yo)).
Lemma 5.10. Jos F': a ~ o' rel 01 ja G : B ~ ' rel 01, niin (o, 5) ~ (o, 5') rel O1.

Todistus. Homotopioille F' : [ x I — X ja G : [ x I — Y on olemassa kuvaus
(F,G): I xI— X xY, jolle patee (F,G)(s,0) = (F(s,0),G(s,0)) = (a(s), B(s)) ja
(F,G)(1,t) = (F(s,1),G(s,1)) = (/(s), f'(s)) kaikilla s € I. Liséksi (F,G)(0,t) =
(F(0,t),G(0,t)) = (z0,90) ja (F,G)(1,t) = (F(1,t),G(1,t)) = (xq,yo) kaikilla ¢t € I.
Kuvaus (F, G) on siis relatiivinen homotopia, eli («a, 5) ~ (o, f’) rel 01. O

Lause 5.11. Jos (X, xg) ja (Y, yo) ovat kantapisteavaruuksia, niin
m (X XY, (20, 50)) = m (X, 20) x (Y, 10)-

Todistus. Jos p: (X XY, (xo,90)) = (X,20) ja q: (X XY, (z0,%0)) = (Y,90) ovat
projektiokuvauksia, niin

P« = mi(p) 1 m (X XY, (w0,90)) = ™1 (X, 70)
(e, B)] = [po(a,B)] =[]
ja
¢ = mi(q) : (X XY, (0, %0)) = ™ (Y, %)
(o, B)] = [g o (o, B)] = [B]

ovat indusoituja homomorfismeja. Néytetadn seuraavaksi, ettd kuvaus

(P+ @) : m(X XY, (w0,90)) — ™1 (X, 20) X T1(Y, 50)
(e, B)] = ([a], [B])
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on isomorfismi.
Homomorfisuus Olkoot [(cv, 5o)] ja [(a1, 51)] perusryhmén (X x Y, (zg, o))
silmukkaluokkia. Koska

p«([(ao, Bo)l[(a1, B1)]) = [aw][ea] ja  qu([(co, Bo)]l(cu, B1)]) = [Bol[B1],
(P+> ) ([(0, Bo)l[(ar, B1)]) = 1, 81)]), @« ([(, Bo)][(c, B1)]))

P« ([(eo, Bo)][(eu,
[ )

[ (
[ao] o], [Bo][ 8
[040041], [5051])
[avo], [Bo]) (feu], [B1])

s, @) ([(0, Bo)]) (ps, 4 ) ([(an, 1)),

( Q
:( 1

= (

= (

= (

eli (p«, ¢«) on homomorfismi.
Isomorfisuus: Naytetaan, ettd kuvauksella (ps,q.) on seuraava kaksipuolinen
kaanteiskuvaus

(P, @) " s m(X, w0) X T (Y, 0) — T (X X Y, (w0, 40))

([, [8]) = [(a, B)].

Lemman 5.10 mukaan tama kadnteiskuvaus on hyvin maéaritelty, joten

(Pes @)™ (P @) (@, B)]) = (s @)™ (0 (e, B)], g:[(ex, B)))
= (pe,¢:) " (], [8])
= [(a, )]

kaikilla [(a, 8)] € m (X X Y, (%0, y0)) ja

(P, @) (s, a) ([0, [8]) = (ps ) [, B)]
= ([o], [8])

kaikilla ([a], [5]) € m1 (X, o) X m1(Y, v0)- O

Kun my6hemmin niytetiadn, etta m(S') = Z, niin tésta lauseesta seuraa, etta
toruksen S! x S! perusryhmé on isomorfinen additiivisen ryhmén Z x Z kanssa.

Perusryhméfunktori 7r; on luotu kantapistehomotopialle. Seuraavaksi selvitetdan,
miten perusryhma riippuu vapaasta homotopiasta.

Lemma 5.12. Olkoot f1, fo : X — Y wapaasti homotooppisia kuvauksia, eli F :
f1 =~ fa. Jos valitaan kantapiste xo € X ja mddaritelldin polku X : I — Y pisteestd
f1(zo) pisteeseen fo(xg) kaavalla A(t) = F(xg,t) kaikille t € I, niin 1 : m(Y,y1) —
(Y, y0), joka mddritelliin kuvaamalla [o] — [N|[a][N] 7, on isomorfismi ja toteuttaa
vathdannaiskaavion

m(X, 29) —2— m (Y, falo))

fl* ‘(w

(Y, fi(z0)).
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Todistus. Kts. [4], joka muistuttaa lauseen 4.26 todistusta. O

Vapaasti homotooppiset kuvaukset eivat siis valttamatta indusoi samaa homomor-
fismia, vaan ne poikkeavat isomorfismilla . Seuraavasta lauseesta seuraa kuitenkin,
ettd vapaa homotopiaekvivalenssi indusoi isomorfismin.

Lause 5.13. Jos f : X — Y on homotopiackvivalenssi, niin indusoitu homomorfismi
fo :m(X,xo) = m (Y, f(z0)) on isomorfismi kaikilla zo € X.

Todistus. Oletetaan, ettd fog ~ 1x ja gof ~ 1y jollain g : Y — X. Olkoon 2y € X
kantapiste. Tarkatellaan vaihdannaiskaaviota

m1(Y, 9(70))

/

(fog)- (X, (f 0 g)(x0))

7T1(X7 Zo

2k
\

7T1(X, l’o),

missa ylempi kolmio on seuraus kovariantin funktorin méaritelmasta 3.6 ja alempi
kolmio lemmasta 5.12.
Koska 1 ja 1 ovat isomorfismeja, niin vaihdannaiskaaviosta seuraa, etta

qﬂ*lol:(fog)*:f*og*

on isomorfismi. Yleisesta tuloksesta (kts. [2, s. 5]) seuraa, ettd g, on injektiivinen ja f,
on surjektiivinen. Kun luodaan samanlainen vaihdannaiskaavio tapaukselle go f ~ 1y,
saadaan vastaavasti naytettyd, ettd g, on surjektiivinen ja f, on injektiivinen. Siten
f« on isomorfismi. O]

Korollaari 5.14. Jos X ja Y ovat polkuyhtendisid avaruuksia ja niilld on sama
homotopiatyyppi, niin

T (X7 'IO) = T (Y7 yO) (5>
kaikilla zg € X ja yp € Y.

Todistus. Jos f: X — Y on homotopiaekvivalenssi, niin lauseen 5.13 perusteella

m1(X, z0) = (Y, f(0))
kaikilla xq € X. Koska Y on polkuhtenainen, haluttu tulos seuraa lauseesta 5.9. [

Seuraava méaritelmé ja korollaari ovat tarpeellisia kappaleessa 7.1, kun todistetaan
algebran peruslausetta.

Maaritelma 5.15. Ryhmien G ja H valinen homomorfismi f : G — H on triviaali,
jos f(z) =1 kaikilla z € G, missd 1 on ryhmén H neutraalialkio.
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Korollaari 5.16. Jos on [ : (X, x9) — (Y, yo) on vapaasti nollahomotooppinen, niin
indusoitu homomorfismi f. : m (X, x9) — m (Y, yo) on triviaali.

Todistus. Olkoon f ~ k, missd k : (X, z9) — (Y, y1) méadritelldan k(z) = y; kaikille
z € X jollain y; € Y. Siten indusoitu homomorfismi k, : m (X, z9) — m (Y, y1),
joka maéaritellaan k.[a] = [k o ] kaikille [a] € (X, x0) ja jonka lausekkeessa
[k oa] €m(Y,y1) on vakiopolku, on triviaali.

Lemman 5.12 mukaan on olemassa isomorfismi ¢ : w1 (Y, y1) — 71 (Y, %), joka
toteuttaa 1) o f, = k,. Siten f. =¥ ~! o k,, jolloin f, on triviaali. O

6 Esimerkit

6.1 Yhdesti yhtenaisyys

Maaritelma 6.1. Avaruus X on yhdesti yhtendinen, jos se on polkuyhteniinen
ja jos m (X, zo) = {1} kaikilla zy € X.

Huomautus. Kun merkitddn m (X, z9) = {1}, niin tarkoitetaan sita, etta jokaiselle
silmukkaluokalle pétee [a] = [ig,).

Yhdesti yhtendisyys on polkuyhtendisyyttd vahvempi topologinen invariantti.
Lause 6.2. Jos X =Y ja X on yhdesti yhtendinen, niin Y on yhdesti yhtendinen.

Todistus. Lauseesta 4.10 seuraa, etta avaruuksilla X ja Y on sama homotopiatyyppi.
Korollaarista 5.14 seuraa, ettd m(Y,yo) = {1} kaikilla yo € Y, eli Y on yhdesti
yhtendinen. O]

Lemma 6.3. Yhden pisteen avaruus X = {xo} on yhdesti yhtendinen.
Todistus. Yhden pisteen avaruuden {x} ainoa silmukka on i,,. O
Lemma 6.4. Kutistuva avaruus on polkuyhtendinen.

Todistus. Olkoon X kutistuva, eli H : 1x ~ k, missa k(x) = xy on vakiokuvaus. Jos
x1 € X, niin polku I — X, t — H(xq,t), yhdistda pisteen z; pisteeseen x. O

Lause 6.5. Kutistuvat avaruudet ovat yhdesti yhtendisid.

Todistus. Jos X on kutistuva, niin 1x ~ k£, missa k : X — X, z — x, on vakiokuvaus.
Lauseen 4.14 seurauksena avaruudella X ja yhden pisteen avaruudella {zy} on sama
homotopiatyyppi. Korollaarista 5.14 ja apulauseesta 6.3 seuraa, etta m (X, xo) = {1}.
Apulauseen 6.4 seurauksena avaruus X on yhdesti yhtendinen. O]



27

Tahtikonveks! ja konveksl Tahtikonveksi mutta ei-konveksi

Kuva 4: Esimerkkeja tédhtikonvekseista tason R? aliavaruuksista.

Maaritelma 6.6. Osajoukko X C R™ on tdhtikonveksi, jos on olemassa sellainen
ro € X, ettd jana pisteestd xy mihin tahansa muuhun pisteeseen x € X sisiltyy
joukkoon X.

Huomautus. Tdma jana voidaan parametrisoida muodossa t — (1 — t)xo + tx, kun
tel.

Lause 6.7. Tdhtikonveksit avaruudet ovat yhdesti yhtendisid.

Todistus. Valitaan méaritelman mukainen xy € X, ja maaritellaian homotopia H :
X x I — X kaavalla H(z,t) = (1 — t)xo + tx. Saadaan H(z,0) = zo ja H(z,1) = z,
eli X on kutistuva ja siten yhdesti yhtenainen. O

Tahtikonvekseihin avaruuksiin kuuluvat muun muassa kaikki konveksit avaruu-
det (yksikkovéli I™, reaaliavaruus R", kiekko D", simpleksi A™, jne.) mutta myos
tahtimaiset, ei-konveksit avaruudet (kuva 4).

6.2 Ympyra tasossa

Maaritellaan yksikkoympyra St siten, etté se koostuu niistd kompleksitason pisteistd,
joiden moduli on yksi:

St={z+iy:2°+y* =1} CC.

Maaritelma 6.8. Ryhmaa G kutsutaan topologiseksi ryhmaéksi, jos sen perustana
olevalla joukolla G' on sellainen topologia, ettéi

1. kertolasku o : G x G — G, (z,y) — xy, on jatkuva, kun joukolla G x G on
tulotopologia;

2. kuvaus i : G — G, x +— 27!, on jatkuva.
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Kun yksikkdympyran S! pisteitd kerrotaan keskenddn kompleksitulolla, tulos
pysyy vksikkéympyran sisalla.

Lemma 6.9. Yksikkoympyri S ja kompleksitulo muodostavat (topologisen) ryhmdn.

Todistus. Kompleksitulo ja kadnteiskuvaus ovat molemmat jatkuvia maéritelmassa
6.8 vaaditulla tavalla. Naytetadn, ettd tulo ja kdanteiskuvaus voidaan myos rajoittaa
yksikkdympyraén.
Jos z =€ € S'jaw = e¥ € S niin 27" = 9 ja 2w = Y, Tilloin
|27 =1ja|zw|=1,eli 27! € S! ja 2w € SL. O
Jos piste 1 € S! valitaan kantapisteeksi, voidaan ympyrélle méaritelld silmukka
wy ¢ (I,0I) — (S, 1) kuvaamalla w,(t) = ™ kaikilla t € I, joka kiertdd sen

kokonaisluvun n kertaa vastapaividdn (negatiivisilla kierrosluvuilla itseisarvon kertoja
myOtapaivaan).

Maaritelma 6.10. Olkoon p : X — Y kuvaus topologisten avaruuksien valilla.
Kuvaus p peittdd tasaisesti avoimen joukon V C Y, jos p~ (V) on yhdiste erillisi
avoimia joukkoja U; C X ja p|U; : U; — Y on homeomorfismi.

Maéritelmé 6.11. Topologisen avaruuden X peiteavaruus koostuu avaruudesta
X sekd kuvauksesta p: X — X, joka toteuttaa seuraavan ehdon: jokaiselle x € X
on olemassa avoin ymparisto U C X, jonka p peittéda tasaisesti.

Huomautus. Peiteavaruutta voidaan merkité lyhyesti jarjestettyni parina (X, p).

Ympyrilld S! on seuraava peiteavaruus.

Lemma 6.12. Jos eksponenttikuvaus exp : R — S mddritellidin asettamalla
t — 2™ niin (R, exp) on ympyrin S* peiteavaruus.

Todistus [9, s. 67]. Jos z € S1, niin médritelliin puoliympyra

sz{em:|argz—a|<g}csl,

joka on pisteen z avoin ympéristé. Huomataan, ettd exp=!(z) = Ugez {argz - k}
jolloin

_1 arg z 1 argz 1
exp (Vz):U< +k— 2, +k+>.
bz 2 4" 2w 4

Uk

Siis exp~*(V,) on yhdiste erillisid avoimia joukkoja Uy, ja p|Uy, : Uy, — V. on homeo-
morfismi kaikilla k € Z. O

Seuraavissa tuloksissa (lemmoissa 6.14 ja 6.15 sekd lauseessa 6.16) oletetaan
avaruuden X peiteavaruuden olevan (X, p). Kun puhutaan silmukan a : (I,01) —
(S',1) nostoista, niin peiteavaruudeksi oletetaan (R, exp).
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Maéritelméa 6.13. Jos f: Y — X on kuvaus, niin kuvausta f .Y — X kutsutaan
kuvauksen f nostoksi, jos sille patee po f = f.

Jos Y on yhtendinen, niin kuvauksen nosto on yksikésitteinen seuraavalla tavalla.

Lemma 6.14. Olkoot ﬁ,fg Y — X kuvauksen [ Y — X nostoja, joille pitee
filyo) = fg(yo) jollain yo € Y. Jos Y on yhtendinen, niin f; = fa.

Todistus [7, s. 67]. Merkitédan

Vi={yeY | fily) = L)} ja Ya={yeY | fily) # L)}

Nama joukot ovat selkeésti erillisia ja muodostavat avaruuden Y peitteen. Naytetadn,
ettd ne ovat myos avoimia. _ N

Olkoon y € Y;. Télloin alkiolle f(y) = (po fi)(y) = (po f2)(y) € X on olemassa
avoin ympéristo U C X, jonka p peittad tasaisesti. Valitaan sellainen avoin joukko
U C X, etté p|U — U on homeomorfismi. Tallin

oo fi))y)=F) el ja (p'olpofo))y) =rfuly) €U

Joten Y€ fl ( )ﬂ Iy ( [7), eli y kuuluu avoimeen joukkoon iy )ﬂf2 (U ) Jos
'€ FrO)Nfo (0),mim (5o ) (5) = §(6) = (poR2) ) € Usjoloin fo(y') = (o).
eliy € Y. Koska y € f7Y(U) N f51(U) ja fiX(U) N f31(U) € Y4, niin ¥; on avoin
joukko avaruudessa Y. B B

Olkoon y € Y. Téll6in alkiolle f(y) = (po f1)(y) = (po f2)(y) € X on olemassa
avoin ymparistdo U C X, jonka p peittad tasaisesti. Koska fi(y) # f2(y), niin voidaan
valita erilliset avoimet joukot Uy, Uy C X, joille patee fi(y) € Uy ja fo(y) € Us ja
jotka p kuvaa homeomorfisesti avoimelle ympéristolle U. Siis y € F1(Th) 0 foT)
jajos i € fi(Uh) N fo(Uy), niin fi(y) # f2(y), eli i € Ys. Siten Y5 on avoin joukko
avaruudessa Y.

Koska Y = Y; UY;, missa Y; ja Y; ovat erillisia avoimia joukkoja, niin avaruuden
Y yhtendisyydesté seuraa, ettd joko Y1 = ) tai ¥; =Y. Koska oletuksesta saadaan
Yi # 0, niin Y; =Y, joten fi = fo. ]

My6s homotopioita voidaan nostaa.

Lemma 6.15. Jos kuvauksella f :' Y — X on nosto f Y — )N(ja jos F':YxI — X
on sellainen kuvaus, ettd F(y,0) = f(y) kaikilla y € Y, niin on olemassa kuvaus
F:YxI—X, jolle pitee F'=po F ja F(y,0) = f( ) kaikilla y € Y. Jos Y on
yhtendinen, niin F on myos yksikdsitteinen.

X

7

YT’XTYXI
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Todistus ([1, s. 30-31] ja [7, s. 67]) Néytetddn, ettd jokaiselle y € Y on olemassa
avoin ymparisté V, ja kuvaus F, : V, — X, jolle patee E y(,0) = f f(y) kaikilla
Yy €Y ja jolle patee p o F = F|V x 1. Oletetaan ensin naiden ympaéristojen ja
kuvauksien olemassaolo. Jos y" € V, NV, niin E,|[{y"} x I ja Ey|{y"} x I ovat
sellaisia kuvauksia, etté

(po E,{y"} x (", t) = F(y",t) = (po Fy|{y"} x (¥, t)

kaikilla ¢t € I. Koska
(F,{y"} x D(y",0) = ") = (F,{y"} x (", 0),

niin lemmasta 6.14 seuraa, etté F,|({y"} xI) = F,|({y"} xI). Siten E,|(V,NV,/)x I =
E,|(V, N V,) x I, joten liimauslauseen perusteella (lemma 4.3) todetaan, ettéd on
olemassa yk81ka81tte1nen jatkuva kuvaus F Y x I — X, jolle F [(Vy x I) = F,
kaikilla y € Y ja joka on sellainen kuvauksen F nosto, ettd F(y,0) = f(y) kaikilla
y € Y. Jos Y on yhtenéinen, niin myos Y X [ on yhtenéinen, jolloin lemmasta 6.14
seuraa, ettd nosto F on yksikésitteinen.

Jéljelle jaa nédyttda kyseisten ympéristojen ja kuvauksien olemassaolo. Olkoon
(y,t) € Y x I. Pisteelle F(y,t) € X on olemassa avoin ympéristd U; C X, jonka p
peittad tasaisesti. Kuvauksen F' jatkuvuudesta seuraa, etté pisteelld (y,t) on olemassa
sellainen avoin ymparisto Vi X (ag, by) C Y x I, ettd F(V; X (ay, by)) C Uy; ts. ympéristo
F(V; x (at, b)) on osana jotain kuvauksen p tasaisesti peittdmad ympéaristoa.

Koska {V; x (ay, b;) }1e; muodostaa avaruuden {y} x I avoimen peitteen, niin
avaruuden kompaktisuuden perusteella silla on aérellinen avoin osapeite. Siksi on
mahdollista valita yksittdinen pisteen y ymparisto V), ja jakaa yksikkovéli osiin

O=to<t1 < - <t 1 <tp,=1

siten, ettd F'(V, X [ty_1,tk]) C Uy jokaisella k = 1,2,...,m on osana kuvauksen p
tasaisesti peittaméaa ympéristod Uy C X. -
Jos jokaiselle ¢ = 1,2, ..., m médaritellddn sellainen kuvaus G; : 'V, x [t;_1,t;] = X,

joka nostaa kuvauksen F'|V, X [t;_1,1;] ja joille

Gi(y,0) = f(y) seki Gj_1(y.tj-1) = Gi(y t;-1)

kaikilla ' € V,, kaikilla i = 1,2, ..., m ja kaikilla j = 2,3, ..., m, niin liimauslauseen
perusteella saadaan yksikésitteinen ﬁy Vyx I — X, joka toteuttaa vaaditut
ominaisuudet.

Kuvaukset G; mééritellaan induktiivisesti. Kun ¢ = 1, niin F'(V}, x [to, t1]) C Uy,
missa avoin joukko Uy C X on kuvauksen p tasaisesti peittama. Siten on olemassa
perhe {Uk}keJ erillisid avoimia joukkoja Uy, C X, joille patee Uy U, = 1) ja
joilla p|Uy : Uy, — Uy on homeomorfismi. N -

Jos y € V,, miin (po f)(y) = f(y) = F(y,0) € Uy, jolloin ((p|Ux)~" 0 f)(y) € Ux
jollain k e I. Siis f(y) € Upey Us, eli y € Ukle L(U,). Noston f : YV — X
jatkuvuudesta seuraa, etta erilliset joukot f (Uk) muodostavat joukon V, avoimen
peitteen.
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Jokaiselle k € J muodostetaan kuvaus G| FUUR) x [to, 1], joka kuvaa (y/,t) —
((plUx) "o F)(y/,t). Liimaamalla (lemma 4.3) nama kuvaukset yhteen saadaan kuvaus
Gy : V, x [to, 1] = X. Olkoon (i, t) € V,, x [to, t1]. Talléin y € f~(Uy) jollain k € J,
joten

(po Gy t) = (po Gal [ (Tk) x [to, 1a]) (¢, 1)
= (po (|0 o F) (v/,1)
= (F|V, x [to,t1]) (¥, 1),

eli G nostaa kuvauksen F'|V, X [to,t1]. Lisaksi

Gy, 0) = (G1|f(Th)) (/. 0)
= (plU o F) (¢/,0)
=p|U (f(¥)
= f),
joten kuvaus GGy toteuttaa halutut ominaisuudet.
Oletetaan, ettd G;_; on méaritelty jollain ¢ = 2, ..., m. Talloin F(V, x [t;_1,t;]) C
U;, missa avoin joukko U; C X on kuvauksen p tasalsestl peittdma. Siten on olemassa

perhe {Uk}keJ erillisié avoimia joukkoja Uy C X, joille pétee Ukes U, = p YU ja
joilla p\Uk Ur — U; on homeomorfismi. Jokaiselle k& € J méaritellaan Joukko

Vi={y €V, | Gii(y.ti1) € Ui} = (G|V, x {tia}) ™ (Th) C V,

jotka ovat erillisia ja avoimia sekd muodostavat avaruuden V, peitteen. Kuten
tapauksessa i = 0, jokaiselle k& € J muodostetaan kuvaus G;|Vj x [t;_1, t;], joka kuvaa
(', 1) — ((p|U)~" o F)(y/,1). Liimaamalla (lemma 4.3) ndmé kuvaukset yhteen
saadaan kuvaus G; : V, x [t;_1,t;] — X. Samalla péiéittelylléi kuin tapauksessa i = 1
kuvaus G; nostaa kuvauksen F|V, x [t;_1,t;]. Jos ¥ € V,, niin 3y’ € V}, jollain k € J.
Talloin Gy (v, ti—1) € Uy ja

Gioa(y timr) = ((plUk) " 0 F)(y/ tica) = Gi(y/ 1),
eli kuvaus G; toteuttaa halutut ominaisuudet. O

Lemmasta 6.15 seuraa, etta peiteavaruudet (j(v ,p) toteuttavat "homotopian nosto-
ominaisuuden” kaikilla avaruuksilla Y. Talloin peiteavaruuksia kutsutaan ovat Hu-
rewiczin sidieavaruuksiksi. Jos z € X, niin alkukuvaa p~'(x), joka on diskreetti
joukko, kutsutaan alkion x saikeeksi.

Koska yksikkévili I on yhtendinen, niin polun « : I — X nosto (jos se on
olemassa) on yksikésitteinen (lemma 6.14), jolloin sitd voidaan merkitd & : I — X.

Lause 6.16 (Nostolause). Olkoon (X,p) peiteavaruus avaruudelle X .

1. Jos o : I — X on polku, niin jokaista siikeen alkiota b € p~*(a(0)) kohden on
olemassa sellainen yksikasitteinen polku & : I — X, ettd &(0) = b ja o = po a.
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2. Olkoot , B : I — X polkuja, joille pitee a =~ 3 vel OI. Jos a(0) = B(O), niin
a~ fBrel OI.

Todistus. 1. Sovelletaan lemmaa 6.15 tapauksessa Y = {1}. Jos f : {1} — X
madritelldan 1 — «(0), niin talld kuvauksella on nosto f : {1} — X joka kuvaa
1+ b. Madritelladn lisiksi kuvaus F: {1} x I — X kuvaamalla (1,%) = af(t).
Lemman 6.15 mukaan on olemassa yksikasitteinen kuvaus F : {1} x I — X,
joka nostaa kuvauksen F ja jolle F(1,0) = f(0) = b. Talloin & : I — X
médritellaén ¢t — F(1,t).

2. Olkoot «a, 3 : I — X polkuja, joille F' : a >~ 3 rel dI. Olkoot apB:1—X
samasta pisteestd b € X alkavia, kohdan 1. mukaan yksikasitteisia, polkujen «
ja (8 nostoja. Homotopia F': I x I — X on sellainen kuvaus, ettd F(s,0) =
a(s) kaikilla s € I. Tapauksessa Y = I lemman 6.15 mukaan on olemassa
yksikésitteinen kuvaus F : I x I — X, joka nostaa homotopian F' ja jolle

F(s,0) = a(s) kaikilla s € I. Koska
(po F)(s,1) = F(s,1) = 5(s),

niin polun noston yksinkésitteisyyden perusteella F(s,1) = B (s) kaikilla s € 1.
Koska

(po F)(0,t) = F(0,1) = a(0) = 5(0)
ja
(po F)(Lt) = F(17t) = a(1> = 6(1>

niin polun noston yksikésitteisyydestéa (vakiopoluille) seuraa

F(0,t) = a(0) = 5(0) ja F(1,t)=a(1) = p(1).

kaikilla ¢t € I. Saadaan F : & ~ f rel 1.
O

Méaritelldén jokaiselle kokonaisluvulle n polku @, : I — S! kaavalla @, (t) = nt
kaikille ¢ € I. Talléin @,(0) = 0 ja (expo @y,)(t) = €™ = w,(t) kaikilla t € I.
Kyseessa on silmukan w, yksikésitteinen, pisteesta 0 alkava nosto.

Kaikki ympyrin S* silmukat ovat homotooppisia jonkin yksikésitteisen silmukan
wy,, kanssa.

Lemma 6.17. Jokaiselle silmukalle o : (I,0I) — (S*,1) on olemassa sellainen
yksikdsitteinen kokonaisluku n € 7, ettd o ~ w, rel OI.

Todistus. Olkoon « : (I,0I) — (S*,1) ympyrén silmukka.
Olemassaolo: Jos valitaan 0 € p~!(a(0)), niin nostolauseen mukaan on olemassa
yksikéasitteinen, pisteesta 0 alkava nosto a: I — R. Koska

(expo @)(1) = M) = 1,
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niin &(1) € Z. Valitaan n = &(1) ja tarkastellaan silmukkaa w,, jonka pisteesta
0 alkava nosto on muotoa @,(t) = nt. Nosto @, on polku, joka alkaa pisteesta
0 ja paattyy pisteeseen n, samoin kuin a. Maaritelladn jatkuva kuvaus F' : I X
I — R kaavalla F(s,t) = (1 — t)a(s) + tw,(s), missd s € I on polkuparametri
ja t € I homotopiaparametri. Talloin F(s,0) = a(s) ja F(s,1) = w,(s) kaikilla
s € I sekd F(0,t) = 0 ja F(1,t) = n kaikilla t € I, eli kyseessd on homotopia
rel 1. Muodostetaan uusi jatkuva kuvaus po F : I x I — S'. Huomataan, ett
homotopiaparametrin paatepisteissa talle kuvaukselle péatee

(po F)(s,0) = (pod)(s) = als) seki (poF)(s,1) = (po@a)(s) = wn(s)

kaikilla s € I ja polkuparametrin paétepisteissa pétee (po F)(0,t) =1 = (po F)(1,t)
kaikilla ¢ € I. Lopputuloksena saadaan « >~ w, rel 0I.

Yksikasitteisyys: Olkoon m ja n sellaisia kokonaislukuja, ettd o ~ w,, rel 91 ja
o >~ w,, rel dI. Transitiivisuuden perusteella F' : w, >~ w,, rel 0] ja nostolauseen
perusteella @, ~ @, rel JI pisteestd 0 alkaville nostoille. Siis @,(1) =n =m =
Om(1). m

Lemman 6.17 kokonaislukua kutsutaan silmukan kierrosluvuksi ja merkitaan
dega. Jos [a] = [w,] ja [B] = [a], niin transitiivisuuden perusteella [5] = [w,].
Ympyran silmukkaluokalla on siis yksikésitteinen kierrosluku, jota voidaan merkité
deglal.

Lause 6.18. Jos n ja m ovat kokonaislukuja, niin

1. [wpwm] = [Wntml,

2. |wn] ™ = [w_y)-

Todistus. Olkoot n ja m kokonaislukuja.

1. Koska

__ _i2mns i2mms __ i2w(n+m)s
(Wnwm)(s) = e“™e =e

= Wner(S)
kaikilla s € I, niin [w,wm| = [Wn4m]-
2. Koska w;l(s) = 7= = y_, (s) kaikilla s € I, niin [w,]™" = [w_,].
[

Lause 6.19. Ympyrin perusryhmd 71 (S*, 1) on silmukkaluokan [w1] virittamd ddreton
syklinen ryhmd.

Todistus. Néytetadn, ettd ympyran perusryhmé on syklinen ja aareton.
Syklisyys: Naytetaan induktiolla muuttujaan n € Z, etta [w;]|" = [wy]. Jos n =0,
niin véite on selkedsti tosi. Jos oletetaan [w;]™ = [w,] jollain n > 0, niin

[wr ] = [wn]"w1] = [wallwn] = [wnsa].

Jos n < 0, niin [wy]" = ([w1]™) " = ([w_n]) ™" = [wa].
Adrettomyys: Jos [wi]™ = [wi]™, niin |[w,] = [wy]. Silmukkaluokan kierrosluku on
yksikésitteinen (Lemma 6.17), joten n = m. O
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Yksikkéympyra St on polkuyhteniinen, mutta se ei ole yhdesti yhtenéinen.
Korollaari 6.20. (S, 1) X Z.

6.3 Pallo ylemmissa ulottuvuuksissa

Tason ympyri S! ei ole yhdesti yhtendinen, mutta sen sijaan n-ulotteinen pallo S™,
kun n > 2, on yhdesti yhtenéinen.

Lausetta 6.24 varten tarvitaan ensin aputuloksia silmukan « : (I,01) — (X, x¢)
yksikkovélista I. Suljettuna ja rajoitettuna avaruuden R osajoukkona I on kompakti.

Ma3aritelma 6.21. Metrisessia avaruudessa (X, d) osajoukolle S C X voidaan
maadritella halkaisija

diam(S) = sup{d(z,y) : z,y € S}.

Suljetulla valilld [a,b] on &darellinen halkaisija b — a, kun a < b. Talloin siis
diam(I) = 1 ja osavéleille [s;, s;41] C I patee diam([s;, sj+1]) = sj+1 — 55 < 1.

Lemma 6.22. Jokaiselle kompaktin metrisen avaruuden X avoimelle peitteelle U
on olemassa sellainen posititvinen reaaliluku A, ettd jos S C X ja diam(S) < X, niin
S c U jollain U e U.

Todistus. Kts. [8, s. 104]. O
Huomautus. Lemman 6.22 reaalilukua A kutsutaan Lebesgue-luvuksi.

Lemma 6.23. Olkoon f : X — Y kuvaus kompaktista metrisesta avaruudesta X
topologiseen avaruuteen Y. Jos U on avaruuden Y avoin peite, niin on olemassa
sellainen reaaliluku A > 0, ettd jokaiselle joukolle S C X, jolle pitee diam(S) < A,
on olemassa sellainen U € U ettd f(S) C U.

Todistus. Koska U peittda avaruuden Y, niin jokaiselle x € X on olemassa sellainen
U€eU,etta f(z) € U, eli x € f~1(U). Peitteen U avointen joukkojen alkukuvat
muodostavat siis avoimen peitteen kompaktille metriselle avaruudelle X. Lemman
6.22 mukaisesti peitteelle on olemassa Lebesgue-luku. Jos S C X ja diam(S) < A,
niin on olemassa sellainen U € U, ettd S C f~1(U) eli f(S) C U. O

Jos o : (1,01) — (X, z0) on silmukka ja U on avaruuden (X,zo) avoin peite,
niin lemman 6.23 perusteella Lebesguen lukua A\ halkaisijaltaan pienemmét osavalit
kuvautuvat yhdelle U € U. Jaetaan yksikkovali osiin

O0=s50<5851 <+ <8, =1,

missa sj11 — s; < A. Talloin «([s;, sj+1]) C U; jollain U; € U ja silmukan rajoitus
tahan osavaliin voidaan ndhda polkuna oz|[8].,5j ]+ I — Uj avoimessa joukossa Uj.
Jos i; : U; — X on inkluusiokuvaus, niin silmukka « : (I,01) — (X, z¢) voidaan
esittda polkutulona seuraavasti:

a = (igo O‘|[So,51})(i1 © O‘|[S1,82]) om0 a|[sm_1,sm])- (6)
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Lause 6.24. Jos U = {U,}jes on sellainen avarvuden (X, zy) avoin peite, ettd
xo € U; kaikilla j € J ja U; N Uy on polkuyhtendinen kaikilla j,k € J, niin

1. avaruus (X, xzq) on polkuyhtendinen ja

2. aliryhmdt im m(i;) virittivat perusryhmdn m (X, zo), kun i; : (Uj,z0) —
(X, z0) on inkluusiokuvaus.

Todistus. 1. Jos x € U;, jay € Uj, ovat avaruuden (X, zo) pisteitd, niin on olemas-
sa polku pisteesta x pisteeseen xq ja polku pisteesté z( pisteeseen y. Polkutulolla
saadaan polku pisteestd x pisteeseen y, eli (X, zg) on polkuyhteniinen.

2. Selkedsti aliryhmat im 7 (4;) virittavat jonkin perusryhmén m (X, zo) aliryh-
mista. Naytettaviksi jaa, ettd tama aliryhmé on perusryhma itse. On siis
naytettivi, ettd jokainen silmukkaluokka [a] € m (X, xg) voidaan esittad adrel-
lisend polkutulona

[a] = [Ba] ... [Bra] ™™, (7)
missé e; = £1 ja §; € im m(4;) jollain j € J.

Silmukka o : (I,01) — (X, zo) voidaan yhtéalon (6) tavoin esittdd polkutulona
muodossa

a = (10 © &[s9,511) (11 © [s,55)) - - - (Im—1 0 O[5 50])-

missé afs, s, - I — U; on polku avoimessa joukossa U; € U.

Koska zy kuuluu jokaiseen U; € U ja koska avoimen peitteen kahden joukon
yhdiste on polkuyhtenainen, niin voidaan maéritella polku

¢k:l—>Uk_1ﬂUk

pisteestd x( pisteeseen a(sy) kaikille k = 1,...,m — 1. Aliavaruuksien Uy_; ja
Uy inkluusiokuvaukset ovat yksimielisia paéllekkaisyyksien suhteen, eli

ik—l |Uk_1ﬂUk - Zk} |Uk_1ﬂUk .

Maéaritelldan silmukat ¢y = a][so,sl]gbfl ja Ymo1 = Gm-10|[s,,_, s, avaruuksissa
Uy ja U,,_1 seka silmukat

wk = ¢kOé‘ [Sk,sk+1]¢];«|];1

avaruudessa Uy, kun k& = 1,2,... m — 2. Talloin [¢x] € m (U, zo) kaikilla
k=0,1,2,...,m — 1, ja inkluusiokuvauksen 7, indusoimalla homomorfismilla
iy = m(ig) : T (Ug, z0) = m (X, x0) saadaan i[x] € m1(X, xo).

Tarkastellaan tuloa [T} 5[], joka ensinnikin saadaan avattua muotoon

m—2

o 0 (@l 67 (H i o <¢kar[sk,sk+ﬂ¢;il>]) im0 (Gmralionro)] (8)

k=1
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missa ensimmainen ja viimeinen termi saadaan muotoon

[ig © a|[80781}] [ig © ¢1_1] ja  [im-10 ¢m_1][im-10 O"[sm—hsm]]

ja keskimméinen muotoon

m—
H Zk o ¢k Zk o Oé| Sk75k+1]][zk © ¢k+1]

Inkluusiokuvausten pééllekaisyyksien yksimielisyydesta seuraa, etta tulo (8)
saadaan muotoon

[ig © O‘|[So,81}][i0 © (¢1_1¢1)H11 © O‘|[81,82]] o lime1 0 (@Z);Ll—lqu)m—l)][im—l © a|[3m—175m]]

missé termit [ig o (5, "¢ )] kumoutuvat pois, eli

[i0 © a|[sg,511][71 © [s1,50)] - - - [Em—1 © A5y 5] = [

Saadaan siis [a] = [T7"" i [¢e], misséd i} [¢y] € im 7 (i)
[

Jos pallolle S? C R? valitaan pohjoisnapa N projektiopisteeksi, kaikki muut
pallon pisteet € S? on mahdollista projisoida tasoon R? siihen pisteeseen, jossa
pisteen N ja x kautta kulkeva suora leikkaa tason R2.

Jos puolestaan annetaan tason piste x € R?, niin se voidaan kuvata pallolle S?
sithen pisteeseen, jossa projektiopisteen NN ja pisteen x kautta kulkeva suora leikkaa
pallon.

Néama kuvaukset ovat toistensa kaanteiskuvauksia ja lisdksi jatkuvia.

Lemma 6.25. Stereografinen projektio S™\ {N} — R"™ on homeomorfismi.
Todistus. Stereografinen projektio p : S™ \ {N} — R" kuvaa

X1 X2 T
(T1, T,y .. Ty Tppyq) , e )
Il =%t 1 —2ppa I —@pi

Projektiolla on kaksipuolinen kdénteiskuvaus p=! : R" — S™\ {N}, joka kuvaa

( ) s 22y 2z,  |z|]*—1

r = (z1,29,...,2, —_— ,

v |+ 17 ]2+ 17 ]2 + 1

Molemmat néaista kuvauksista ovat jatkuvia, joten S™\ {N} = R". O

Koska R™ on yhdesti yhtendinen, seuraa lemmasta 6.25, ettd m (S™ \ {N}) = {1}
ja symmetrialla myo6s ettd m(S™ \ {S}) = {1}. Pallon inkluusiokuvaukset ovat

ST\ {N, S} —2 5 5\ {S}

.

SP\{N} — L 95",
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Jos valitaan zo € S™ \ {V, S}, niin funktorilla m; saadaan

T (S™\ {N, S, 20) — 2L 1 (57 \ (S}, z0)

lﬂ(il) lm(h)

(S \ N}, 20) — Y r (57, ).

Lauseen 6.24 mukaan im 7 (j;) ja im 7 (j2) virittavit perusryhmén 7 (S™, x).
Lause 6.26. Jos n > 2, niin avaruus S™ on yhdesti yhtendinen.

Todistus. Merkitaan Vi = S™\ {N} ja Vo = S\ {5}, sekd valitaan kantapiste
xo € V1N V4. Télloin {V7, V5 } on sellainen avaruuden (S™, xg) peite, ettd zo € Vi N V4
ja Vi N V5 on polkuyhtenainen.

Lauseesta 6.24 seuraa, ettd S™ = V; U V5 on polkuyhtendinen ja etté

7T1(Sn7l'0) = <1m Wl(jl) Uim 7T1(j2)>.
Silmukkaluokka [a] € m1(S™, zo) voidaan esittédé darellisend polkutulona
[a] = [B1) . [B] ™, (9)

missa e; = £1 ja [§;] € im 71 (j1) Uim m(j2) kaikilla i = 1,... m.
Jos [;] € im m(j1), niin on olemassa sellainen [y;] € m(S™ \ {N}, x0), ettd
(B:] = m1(51)([v]). Koska perusryhmé 7 (S™ \ {N}, zo) on triviaali (lemma 6.25),

niin [7;] = [iz,] ja homomorfismin ominaisuuksista seuraa [5;] = m1(j1) ([izy]) = [izo)-
Sama péittely patee myos, jos [5;] € im m(j2). Polkutulo (9) saadaan muotoon
[a] = [is,], jolloin 71 (S™, z) = {1}. O

7 Sovellukset

7.1 Algebran peruslause

Tissé kappaleessa S*(p) C C viittaa origokeskeiseen ympyréén, jonka side on p > 0,
ja fp o SYp) — C\ {0} viittaa potenssifunktion z — 2", rajoittumaan talle
ympyrélle, kun n > 1.

Lemma 7.1. Olkoon n > 1 ja p > 0. Kuvaus f;' ei ole nollahomotooppinen.

Todistus. Oletetaan vastoin vaitettd, ettd ) on nollahomotooppinen. Médritellaan
kuvaus h : St — St seuraavan vaihdannaiskaavion mukaisesti:

Si(p) —Z s\ {0}

ZHPZW ‘/zr—) Hzl\
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Kaaviosta seuraa, ettd h(z) = 2" kaikilla z € S*. Koska f, on nollahomotooppinen,
niin myo6s h on nollahomotooppinen (lause 4.6). Korollaarista 5.16 seuraa, etté
hy : w1 (S, 1) — (St 1) on triviaali. Siis myés h.jwi] = [h][wi] = [wa] = [wo], misté
saadaan n = 0. Ta4maé on ristiriidassa oletuksen n > 1 kanssa. O

Kun ympyrilld, S*(p) on tarpeeksi suuri side p, jokainen ei-vakio, kompleksiker-
toiminen polynomi rajoitettuna téhén ympyrdaén on homotooppinen kuvauksen f}'
kanssa.

Lemma 7.2. Olkoon g(z) = 2" + ap_12""' + -+ + a1z + ag kompleksikertoiminen,
ei-vakio polynomi. Jos ympyrin S'(p) sdteelle pitee p > max(1, X724 |ai|), niin
g5t (p) = [}

Todistus. Olkoon p > max(1, "1 |a;|) ja madritelldin F : S1(p) x I — C kaavalla

n—1

F(z,t)=2"+> (1 —t)a;2", (10)
i=0
jolloin F(z,0) = g(2) ja F(z,1) = 2" = f(2) kaikilla z € S'(p). Koska F on
polynomi, niin se on myos aina jatkuva.
Jos pystymme néyttdméadin, etta F(S'(p) x I) C C\ {0}, eli F(z,t) # 0 kaikilla
z € SY(p) jat € I, niin muodostamamme homotopia on kuvaus S*(p) x I — C\ {0}
ja saamme johtopédtoksen g|S*(p) ~ f7'. Oletetaan vastoin viitetta, etta F/(z,t) =0
jollain z € S'(p) ja t € I. Télléin yhtilosta (10) saadaan p" = ‘ (1 —t)a; 2
Sitten

< S0 adlf < zmp <

1=0

)> @] , (i)

missé ensimméinen epdyhtilo on seuraus kolmioepéyhtalosta ja viimeinen oletuksesta
p > 1. Kun epiyhtdld 11 jaetaan puolittain luvulla p"~!, saadaan p < 370 |ail,
miké on ristiriita. Siis g|S*(p) ~ f}. O

Algebran peruslause voidaan nyt todistaa kayttamalld apulauseita 7.1 ja 7.2.

Lause 7.3 (Algebran peruslause). Jokaisella ei-vakiolla, kompleksikertoimisella
polynomilla on kompleksinen juuri.

Todistus. Ilman yleisyyden menetysta oletetaan polynomin g olevan ei-vakio, kom-
pleksikertoiminen ja mooninen; ts.

g(z) = 2"+ ap 12" 4+ Farz +ao. (12)

Oletetaan, ettd polynomilla g ei ole kompleksista juurta. Valitaan p > max(1, X272 |a;|)
ja madritellian G : S'(p) x I — C kaavalla G(z,t) = g((1 — t)z). Méaritelmésté seu-
raa, ettd G(z,0) = g(z) ja G(z,1) = g(0) = ag kaikilla z € S'(p). Lisiksi jatkuvien
kuvausten yhdistettynd kuvauksena G on jatkuva. Koska polynomilla ¢ ei ole juurta,
niin G(S*(p) x I) € C\ {0} ja G : g|S*(p) ~ k, kun k : S*(p) — C maédritellddn
k(z) = ag. Kuvaus ¢|S*(p) on siis nollahomotooppinen ja transitiivisuudesta seuraa
(Lemma 7.2), ettd f' on nollahomotooppinen, mikd on ristiriita (lemma 7.1). Siis
polynomilla g on kompleksinen juuri. O
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7.2 Brouwerin kiintopistelause

Kuvauksella f : X — X on kiintopiste, jos f(z) = x jollain x € X. Naytetdin
kiintopisteen olemassaolo kuvauksille D? — D?, kun D? on tason kiekko.

Seuraava lause todistaa, ettd kiekkoa D? ei voida kuvata sen reunaan jatkuvalla
tavalla niin, etta reuna pystyy paikoillaan.

Lause 7.4. Ei ole olemassa retraktiota D* — S?T.

Todistus. Oletetaan vastoin viitettd, ettd on olemassa retraktio r : D? — S, joka
toteuttaa vaihdannaiskaavion

D2

™

Sl —_— 9,
11
missd i : ST — D? on inkluusiokuvaus ja 1g1 : St — S* on joukon S identiteettiku-
vaus.
Koska 71 on kovariantti funktori ja siten siilyttda vaihdannaisuuden, saadaan

vaihdannaiskaavio
T (D2>

m (7?)1\ m

m(SY) ———— m(9Y),
71'1(151)

mistd vaihdannaisuudella 1 (1g1) = 71 (1) omy (2). Koska 71 (D?) = {1}, niin 71(151) =
0. Kuitenkin tiedetaén, ettd m;(S') = Z, jolloin 7;(1g1) # 0, miké on ristiriita. Ei
siis ole olemassa retraktiota D? — S. O

gl

Kuva 5: Jos Brouwerin kiintopistelause tapauksessa D? — D? oletetaan epétodeksi,
niin on olemassa retraktio D? — S*.
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Brouwerin kiintopistelause saadaan retraktiolauseen seurauksena.

Lause 7.5 (Brouwerin kiintopistelause). Jokaisella jatkuvalla f : D* — D?* on
kiintopiste.

Todistus. Oletetaan, ettd f : D? — D? on sellainen kuvaus, jolla ei ole kiintopistetté,
eli f(z) # x kaikilla x € D?. Mééritelldin kuvaus g : D? — S?! siten, ettd z € D?
kuvautuu siihen yksikésitteiseen pisteeseen, jossa ympyra S! ja pisteesta f(z) alkava
ja pisteen x kautta kulkeva puolisuora leikkaavat toisensa, kuten nahdééan kuvassa 5.
Kaikille x € S selkedsti pétee g(z) = z. Lisiksi tdméa kuvaus on jatkuva (todistetaan
mydhemmin), joten g on retraktio. Ympyrd S' on kiekon D? retrakti, mikd on
ristiriidassa lauseen 7.4 kanssa. [

Merkitédén Diag = {(z,z) : © € D?} C D? x D? niiti pareja kiekon pisteité,
joiden kautta ei pystytda muodostamaan yksikasitteista puolisuoraa. Kuvaus p :
(D?* x D?)\ Diag — S' mééritellidn siten, ettd kaksi erillistd pistetti z € D? ja
y € D? kuvautuvat siihen yksikésitteiseen pisteeseen, jossa ympyrd S! ja puolisuora
pisteestd y pisteen = kautta leikkaavat, kuten kuvassa 5. Télle kuvaukselle pétee
p(z,y) = x kaikilla x € St ja y # x.

Pisteen olemassaolo ja yksikéasitteisyys voidaan ndhda kuvasta 5, mutta ne voidaan
myos todistaa formaalimmin (kts. esim. [5]). Talloin nédytetddn, ettéd tietylld toisen
asteen yhtalolla on aina kaksi juurta ja ettd haluttu juuri on plusmerkillinen.

Naytetadn seuraavaksi kuvauksen p jatkuvuus, josta puolestaan sitten seuraa
lauseen 7.5 retraktion g : D? — S! jatkuvuus, kun kuvaus g : D? — S* mééritelldan

kaavalla g(x) = p(z, f(z)).
Lause 7.6. Kuvaus p : (D* x D?)\ Diag — S on jatkuva.

Todistus [5]. Kun z,y € D? ovat erillisid pisteitd, voidaan puolisuora pisteesti y
pisteen x kautta parametrisoida

t—y+tlx—y)
kun t > 0. Leikkauspisteesséa t' > 1 patee
ly +t' (@ —yl* =+t (z—y)y+t(z—y) =1
Tama yhtalo saadaan muotoon
|z = yl[*? +2(y,x —y)t' + ([yl|* = 1) = 0,

joka on toisen asteen yhtdlo muuttujan ¢’ suhteen. Ratkaisemalla yhtdlo muuttujan
t’ suhteen saadaan

—(w—y) £/ — )2+ o — P — [yP)
||z — yl ?

misséd haluttu leikkauspiste vastaa positiivista juurta. Leikkauspisteen t' lausekkeeksi

saadaan

t =

Y

—(y,x =)+ /(. z — )2+l -yl - [lyl]?)
||z — :t/l!2
joka on pisteiden x ja y rationaalisena funktiona jatkuva. O

t =

Y
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