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Luku 1

Johdanto

Heisenbergin ryhmaé on aktiivisen tutkimuksen aihe, joka on monen matema-
tiikan alueen leikkauksessa. Eras kiinnostava aspekti on geometrian ja ana-
lyysin kohtaaminen Heisenbergin ryhméan kvasikonformikuvauksissa. Kvasi-
konformikuvaukset voidaan maéritelld yleisesti metrisissa avaruuksissa, mut-
ta geometrisesti konkreettisempaa kosketuspintaa naihin kuvauksiin Heisen-
bergin ryhméssé tuo Kordnyin ja Reimannin merkittavéa paperi [1], joka yh-
distééd kvasikonformikuvaukset Heisenbergin ryhmén kontaktirakenteeseen.

Kvasikonformikuvaukset ovat merkittédvassa asemassa Heisenbergin ryh-
mén tutkimuksessa, mutta niiden eksplisiittinen rakentaminen on jossain
méérin ongelmallista. Artikkeli [2] antaa erdén tavan lédhestyd tata ongel-
maa Heisenbergin ryhmén logaritmisten koordinaattien avulla. Nama koordi-
naatit antavat Heisenbergin ryhman kontaktimuodolle yksinkertaisen lausek-
keen, joka mahdollistaa hankalienkin kuvausten eksplisiittisen rakentamisen
ja mahdollistaa taten myos kvasikonformikuvausten rakentamisen.

Taman tyon tarkoituksena on rakentaa logaritmiset koordinaatit geomet-
risista lahtokohdista ja nayttda niiden soveltuvuus kontaktikuvausten raken-
tamiseen. Geometriset lahtokohdat ovat téssa tyossa kompleksinen hyperbo-
linen avaruus, jonka reunalla on Heisenbergin ryhmén rakenne. Kompleksi-
seen hyperboliseen avaruuteen méaritellaan koordinaatit, joissa tyossa esitel-
tavat hyperboliset pakat saavat mahdollisimman yksinkertaisen esitystavan.
Néamaé koordinaatit laajentuvat myos reunalle Heisenbergin ryhmaan ja ovat
halutut logaritmiset koordinaatit.

Toinen ja kolmas luku esitteleviat kompleksisen hyperbolisen avaruuden
perusteet: mallit ja isometriat. Kompleksisen hyperbolisen avaruuden kon-
struktio on analoginen reaaliseen hyperboliseen avaruuteen ja tdma nakyy-
kin siten, ettd monella reaalisen hyperbolisen avaruuden tuloksella on vas-
taava tulos kompleksisessa avaruudessa. Hyperboliselle avaruudelle annetaan
kolme mallia: projektiivinen malli, kuulamalli ja Siegelin alue. Naisté tarkein
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tédssa tyossd on Siegelin alue, silld sen reunalta 16ytyy Heisenbergin ryhma.
Tarkeimpia tuloksia Heisenbergin ryhmén kannalta on hyperbolisen avaruu-
den reunapisteen isotropiaryhman hajotelma, joka tunnetaan kirjallisuudessa
Bruhat-hajotelmana [1].

Neljas luku esittelee kompleksisen hyperbolisen avaruuden aliavaruudet.
Nama eroavat suuresti reaalisesta hyperbolisesta avaruudesta. Reaalisessa
hyperbolisessa avaruudessa kaikki kahden reaaliulottuvuuden aliavaruudet
ovat isometrisia, kun taas kompleksisesta hyperbolisesta avaruudesta 16y-
tyy kahdenlaisia kaksiulotteisia aliavaruuksia: kompleksisia ja taysin reaali-
sia aliavaruuksia, jotka eivat ole keskenaén isometrisia. Tama aiheuttaa kay-
tdnnossa sen, ettd reaalisen hyperbolisen avaruuden leikkauskaarevuus on
vakio ja kompleksisen hyperbolisen avaruuden leikkauskaarevuus on véalilla
—1 < k < —1/4 [3]. Hyperbolisten pakkojen kannalta keskeisimpié aliava-
ruuksia ovat taysin reaaliset, joten ne kidydaédn lapi huomattavasti tarkemmin
kuin kompleksiset aliavaruudet.

Heisenbergin ryhma kompleksisen hyperbolisen avaruuden reunana esitel-
laan luvussa viisi. Kompleksisen hyperbolisen avaruuden isometrioiden toi-
minnosta reunalle saadaan Heisenbergin yhdenmuotoisuuskuvaukset. Heisen-
bergin ryhmaélle annetaan myos sen kontaktirakenne.

Hyperboliset pakat [4] rakennetaan kompleksisen hyperbolisen avaruuden
isometrioiden luokittelun ja taysin reaalisten tasojen avulla luvussa kuusi.
Samalla rakennetaan hyperbolisille pakoille sovitetut koordinaatit ja tarkas-
tellaan milloin pakat ovat isometrisia. Pakat ovat mielenkiintoinen esimerkki
siitda kuinka kompleksisessa hyperbolisessa avaruudessa on uusia rakenteita
suhteessa reaaliseen hyperboliseen avaruuteen.

Seitseméannessd luvussa méaritellddn edellisen luvun pakoille sovitettu-
jen koordinaattien avulla logaritmiset koordinaatit Heisenbergin ryhmaéén ja
tutkitaan niiden ominaisuuksia. Luvussa rakennetaan radiaalista venytysta
muistuttava kuvaus siten, ettd se on kontaktikuvaus.

Kompleksisen hyperbolisen avaruuden késittelyssa on lahteina kaytetty
Goldmania [3], joka on aiheen standardireferenssi, sekd Parkerin luentomuis-
tiinpanoja [5], jotka antavat hiukan laskennallisemman lahestymistavan. Hei-
senbergin ryhman péaasiallisena lahteena on toiminut Koranyi-Reimannin

paperi [1].
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Kompleksinen hyperbolinen
avaruus

Maaritelladn hermiittinen muoto ja sen kautta kaksiulotteinen kompleksi-
nen hyperbolinen avaruus HZ. Konstruktiot toimivat n-ulotteiselle komplek-
sisella hyperboliselle avaruudelle, mutta konkreettisuuden vuoksi keskitytdaan
kaksiulotteiseen tapaukseen.

Kompleksinen hyperbolinen avaruus méaritelldan kompleksisen projektii-
visen avaruuden aliavaruutena ja sille rakennetaan malleja tassa kappaleessa.
Seuraamme Parkerin merkint6jé [5] ja merkitsemme vektoriavaruudessa C?
olevia pisteitd normaaleilla kirjaimilla x, y, z ja pisteiden nostoja eli vektoria-
varuudessa C? olevia vektoreita lihavilla kirjaimilla x,y, z. Vektoreiden x, ...
komponentteja merkitaéan alaindekseilla xq, zo, x3, ...

2.1 Hermiittinen muoto ja projektiivinen ava-
ruus

Madritellidn vektoriavaruuteen C* hermiittinen muoto (.,.). Hermiittinen
muoto on kuvaus C? x C3 — C, joka voidaan esittdi hermittiisen matriisin
H avulla siten, ettd muoto voidaan kirjoittaa

(x,y) =y "Hx.
Olkoon A\ kompleksiluku. Hermiittiselldi muodolla on seuraavat ominai-
suudet
(X1 +X2,y) =y H(x1 +x2) =y Hx; +y ' Hxy = (X1,y) + (X2,¥),
(Ax,y) =y " H(Ax) = \y"Hx = \(x,y),

(x,y)=y'Hx =y H'x= (x"Hy)" = (y,x).
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Muotoa sanotaan seskilineaariseksi. Muodolle saadaan heti kaksi tarkeia
ominaisuutta

(x,x) € R,
(Ax, Ay) = [A*(x,y).

Hermiittinen muoto voidaan tulkita symmetrisen bilineaarisen muodon
yleistyksenéd kompleksisiin vektoriavaruuksiin. Tétd ideaa seuraamalla voi-
daan reaalisen hyperbolisen avaruuden méaaritelmé laajentaa kompleksiseksi
hyperboliseksi avaruudeksi.

Maaritellidn avaruuden C?! olevan kompleksinen vektoriavaruus C?, jo-
ka on varustettu hermiittiselld muodolla (.,.) siten, ettd muotoa vastaavalla
hermiittisella matriisilla on kaksi positiivista ja yksi negatiivinen ominaisar-
vo. Téllaista hermiittistd matriisia kutsutaan tyypin (2, 1) matriisiksi. Téssé
tyosséd hermiittisille muodolla tarkoitetaan aina muotoa, joka voidaan kirjoit-
taa tyypin (2,1) matriisin avulla.

Tilloin vektori x € C*! kuuluu yhteen seuraavista joukoista

V.o ={xeC* | (x,x) <0},
Vo={xeC* —{0} | (x,x) =0},
Vi ={xecC* | (x,x) >0}

Vektoria x kutsutaan negatiiviseksi, nollaksi tai positiviiseksi riippuen siita
mihin joukkoon V_, V), V. se kuuluu.

Kuten reaalisessa tapauksessa, muodostetaan avaruudesta C*! projektii-
vinen avaruus kuvauksella P : x € C>' — {0} — [x] € CP?, jossa ekviva-
lenssiluokan [.| maaraa relaatio ~. Vektorit x ja y ovat relaatiossa x ~ y
jos ja vain jos on olemassa nollasta eroava kompleksiluku A siten, etté péatee
x = \y. Selvésti vektori Ax on negativiinen jos ja vain jos x on negatiivinen.
Samoin myo6s joukoille V4 ja V. Maéritelladn kompleksinen hyberbolinen
avaruus kuten reaalinen hyperbolinen avaruus.

Maaritelma 1. Projektiivinen malli kaksiulotteiselle kompleksiselle hy-
perboliselle avaruudelle on H% = PV_, joka on varustettu Bergmanin metrii-
kalla. Projektiivisen mallin reuna on OHZ = PVj,.

Tassa ei esitetd tarkempaa konstruktiota hyperbolisesta metriikasta, vaan
otetaan suoraan sen maarittava Bergmanin metriikka kayttoon. Bergmanin
metriikan maarittda metrinen tensori [5]

ot ( (2,2) (dz,2) ) |

ds? = —

4
(z,2) (z,dz) (dz,dz)
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jossa (.,.) on hermiittinen muoto.

Eri hermiittisten muotojen kaytostd saadaan merkinnéllistd etua, kun
kaytetaan eri malleja. Madritelladn kaksi tassé tyossa tarvittavaa hermiittis-
td muotoa, jota kutsumme ensimmaiseksi ja toiseksi hermiittiseksi muodoksi.
Ensimmaéinen hermiittinen muoto maaritelladn matriisilla, joka on diagona-
lisoitu versio tyypin (2, 1) matriisista

0
0
-1

H, =

Y

o O =
S = O

ja toinen hermiittinen muoto maaritellian matriisilla

0 01
Hy=10 10
1 00

2.2 Kuulamalli ja Siegelin alue

Kaksi muuta standardimallia kompleksiselle hyperboliselle avaruudelle ovat
kuulamalli ja Siegelin alue. Molemmat voidaan tulkita projektiivisen avaruu-
den eri leikkauksina ja taten saadaan eri malleja kompleksiselle hyperboliselle
avaruudelle projektiivisesta maaritelmasta. Kuulamalli sisdltda hyperbolisen
avaruuden HZ rajoitettuna joukkona, kun taas Siegelin alue sisiltdd sen ra-
joittamattomana joukkona.

Kuulamalli saadaan valitsemalla ensimmainen hermiittinen muoto ja ot-
tamalla leikkaus z3 = 1 avaruudessa C*'. Leikkaus sisiltdd nyt joukon PV_
ja PV, pisteet, silld jokaisesta ekvivivalenssiluokasta 16ytyy edustaja, joka
leikkaa tasoa z = 1. Sijoittamalla x = (21, x9, 1) ensimmaiseen hermiittiseen
muotoon saadaan (x,x); = |z1|> + |22|> — 1, jolloin kompleksiseksi hyperbo-
liseksi avaruudeksi tulee

HZ =PV_ = {x € C*' | |z1* + |2|* < 1}
ja sen reunaksi tulee pallo S?
OHE = PVy = {x € C*' | |1 * + |2o* = 1}

Téastéa tulee kuulamallin nimi eli saadaan upotus

A:C* — P(C*) (2.1)
X 1
1
<{L’2> —> ZL‘12 , (22)
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joka upottaa kuulan B? C C?! kompleksiseksi hyperboliseksi avaruudeksi.
Kuulan B? keskipiste (0,0) siirtyy vektoriksi

0
o=10
1

Kuulamallimalli voidaan kasittda kompleksisen hyperbolisen avaruuden mal-
lina "sisaltapain". Kuulamalli on analoginen Poincaran kiekkomalliin, joka on
yhden kompleksiulottuvuuden hyperbolinen avaruus HE.

Toinen standardimalli on Siegelin alue. Kirjallisuudessa esiintyy kaksi eri
tapaa rakentaa tdma malli ja tassa esitellian molemmat tavat. Ensimmainen
tapa on maéritelld Siegelin alue ja rakentaa biholomorfinen kuvaus kuula-
mallin kanssa. Toinen tapa on maéritella sopiva hermiittinen muoto ja ottaa
taas sopiva leikkaus avaruudesta C*!, kuten kuulamallia rakentaessa.

Toinen hermiittinen muoto antaa merkinnéallisté etua siten, ettd voidaan
maédritelld Siegelin alue leikkauksena z3 = 1 avaruudessa C*! kanssa samoin
kuin kuulamallissa. Olkoon y = (yi,¥»,1) standardinosto avaruudesta C?
avaruuteen C*!. Téstd saadaan toisella hermiittiselle muodolle lauseke

(y,¥)2 =1 + vz + 71

Taten kompleksinen hyperbolinen avaruus on nyt muotoa
HZ = {y € C*' | 2Re(y1) + [1o]* < 0}
ja sen reuna on
OHZ = {y € C*' | 2Re(y1) + [1|> = 0}.

Yksi reunapiste jaa saavuttamatta: piste po, = (1,0,0). Reunaa on siis eukli-
disen avaruuden R? yhden pisteen kompaktifiointi.

On syytd huomata, ettd Siegelin alue voidaan valita usealla eri tavalla.
Siegelin alueeksi on valittu sama paraboloidi kuin Parkerilla [5], kun taas
esimerkiksi Goldman [3] on valinnut hiukan eri tavalla kierretyn paraboloidin.

Eri hermiittisten muotojen vélilla on muunnokset, joita kutsutaan Cay-
leyn muunnoksiksi. Jos hermiittinen muoto H on tiedossa, niin Cayleyn
muunnos kuulamalliin H; on helppo rakentaa. Tehdain muodolle H omi-
naisarvohajotelma V1DV jolloin diagonaalimatriisi D on H; ja ominais-
vektoreista muodostettu matriisi V' on haluttu Cayleyn muunnos.

Valitaan ensimmaéinen hermiittinen muoto ja tarkastellaan aluksi miten
kuulamalli voidaan rakentaa toisella tavalla ja laajennetaan tama Siegelin
alueeseen. Téta havainnollistaa kuva 2.1, jossa kartio on joukko V4 ja sen
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(a) Kuulamalli (b) Siegelin alue

Kuva 2.1: Kuulamalli ja Siegelin alue havoinnollistettuna avaruuden C>?! eri
leikkauksina.

sisipuoli on joukko V_. Poistetaan avaruudesta C*! taso Hp, joka on vektorin
O ortokomplementti hermiittisen muodon suhteen. Téll6in taso z = 1 sisdltaéd
kaikki loput vektorit ja taten myos kompleksisen hyperbolisen avaruuden
ja sen reunan. Ndhdéan, ettd kompleksinen hyperbolinen avaruus on kuula
tasossa z = 1.

Siegelin alue tai paraboloidimalli saadaan vastaavasti. Nyt vektorin O si-
jasta valitaan joku reunapiste eli joukkoon Vj kuuluva vektori p.,. Vektorin
Poo Ortokomplementti muodosta tason H.,, joka poistetaan avaruudesta ja
jaljelle jaavit vektorit saadaan kiinni esimerkiksi tasolla x — z = —2. Nyt
kompleksinen hyperbolinen avaruus 16ytyy tasolta x — z = —2 rajoittamatto-
mana alueena. Reunapiste p, on Siegelin mallissa reunan OHZ dérettomyys-
piste.

Cayleyn muunnos antaa hienon yhteyden néille kahdelle mallille. Cayleyn
muunnos kiertaa kartiota siten, etta Siegelin alue voidaan antaa leikkauksena
z = 1. Muunnos siis siirtda tason H,, tasoksi Hp. Projisoituna Cayleyn
muunnos antaa biholomorfismin kuulamallin B? ja Siegelin alueen $)? vilille.

Diagonalisointi hermiittiselle muodolle Hy antaa normalisoiduksi Cayleyn
muunnokseksi

L1 01
C=-—=1(0 v2 0]. (2.3)
AV

Talloin Siegelin alueen upotus voidaan kuvata ensimmaisessa hermiittisessé
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muodossa seuraavan upotuksen avulla

B:C*>— $°=P(C*) - H(ps) (2.4)
Y1+ 1
yr— CoA <y1> = Yo 7 (2.5)
Y2 1
Y1

josta projisoimalla saadaan biholomorfiset lausekkeet kuulamallin ja Siegelin
alueen valille

y1 +1
r =

y1 — 1
y — Y2
2 — )

yp — 1

jossa x kuuluu kuulamalliin B? ja y kuuluu Siegelin alueeseen 2. Tyossa kiy-
tdmme normaalisti toista hermiittistd muotoa, jotta Siegelin alueelle péatee
z3 = 1. Viemme homogeeniset koordinaatit aina standardimuotoon tarvit-
taessa projisoimalla

21 2’1/23
P:|z|— [22/23],23 #0.
z3 1

Kirjallisuudessa esiintyy erilaisia valintoja Siegelin alueeksi. Padasiallisina
lahteind toimivat Parker [5] ja Goldmann [3]. Téssé tyossé kaytetdén Parkerin
versiota Siegelin alueesta, jolloin tdmén tyon Siegelin alueen ja Goldmannissa
kaytetyn Siegelin alueen valilla on kuvaus

0 -1 0
R=|-1 0 o,
0 0 1

joka on peilaus kompleksisen suoran (0,0, ) suhteen. Eli Goldmanin esitta-
mat Siegelin alueen kuvaukset saadaan siirrettyé tassa kdytettyyn normali-
saatioon konjugoimalla kuvauksella R ja kaéntaen.
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Isometriat

Esitelldén aluksi projektiivinen unitaariryhméa PU(2,1) ja sen kolminkertai-
nen peite SU(2,1). Ryhma PU(2,1) ja kompleksikonjugaatio muodostavat
kompleksisen hyperbolisen avaruuden isometriaryhméan. Taman jalkeen kasi-
tellddn kuulamalliin ja Siegelin alueeseen liittyvét isotropiaryhmat ja erityi-
sesti reunapisteen isotropiaryhmén hajotelma.

Aloitetaan avaruuden C*! unitaarisesta ryhmasta U(2,1). Ryhma siis si-
saltda kuvaukset, jotka sdilyttévat hermiittisen muodon. Olkoon A € U(2,1).
Talloin patee

(x,y) = (Ax, Ay).

Ryhmén U(2,1) kuvaukset toimivat selvisti myos kompleksiseen hyper-
boliseen avaruuteen HZ ja sen reunalle OHZ. Esimerkiksi kuvaus e“I on
identtinen kuvaus projektiivisessa avaruudessa PC*! ja tédten myds avaruu-
dessa HZ. Tésté on helppo péételld kuvausten identifikaatio projektiivisessa
avaruudessa: projektiivinen unitaarinen ryhma on

PU2,1) = U, 1)/U(D),
jossa U(1) identifoidaan matriisien
{T|0eR}

kanssa.
Erityinen unitaarinen ryhmé SU(2,1) on kiytannoéllinen ryhmad, joka on
kolminkertainen peite projektiiviselle unitaariselle ryhmalle

PU(2,1) = SU(2,1)/ {I,e' 5L, FT} .
Todistetaan ryhmén PU(2, 1) toiminnon transitiivisuus avaruudessa H2.

10
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Propositio 2. Mille tahansa pisteelle x € HZ on olemassa projektiivinen
unitaarinen kuvaus siten, ettd kuvaus vie origon o pisteeseen x.

Todistus. Kaytetadin kuulamallia. Otetaan pisteen x nosto x ja normalisoi-

daan x = —%—. Valitaan miké tahansa avaruuden C>! kanta, joka siséltaa
V/~xx) J

vektorin x. Signatuurille (2, 1) yhteensopivalla Gram-Schmidt-menetelmalla
saadaan kanta {ej, e, x}, jossa kaikki vektorit ovat ortogonaalisia hermiitti-
sen muodon suhteen ja patee (e, e;) = (ey,€) = 1. Muodostetaan matriisi
A siten, etta sen sarakkeet ovat {ei, ez, x}, jolloin péitee

0
A*HlA:Hl ja AlO =X,
1
jossa (0,0,1) on origon nosto. O

Todistetaan ryhmén PU(2, 1) olevan kaksoistransitiivinen reunalla OHZ.
Tahéan tarvitaan hermiittista ristituloa. Kéytetadn toista hermiittistd muo-
toa. Vektoreille x ja y hermiittisen muodon suhteen ortogonaalinen vektori
saadaan lausekkeella

T1Yy — T2y,
n=|z3y; — T1Ys
T2ls — T3Ya

Vektorille n saadaan

(n,n)y = (X, y)2(y, X)2 — (X, X)2(y, X)2.

Cayleyn muunnoksen kautta ristitulo on kéytettavissa myos muilla hermiit-
tisilld muodoilla.

Propositio 3. Mille tahansa pisteparille x,y € OH% on olemassa kuvaus
ryhmdssa PU(2,1), joka kuvaa origon o pisteeksi x ja ddrettomyyspisteen oo
pisteeksi y.

Todistus. Kaytetaan toista hermiittista muotoa ja Siegelin aluetta. Otetaan
nostot x ja y, jolloin pitee (x,x) = (y,y) = 0. Normalisoidaan vektorit

S e y=
(x,y) (x,y)

X =

Voidaan kayttda hermiittista ristituloa, jolloin saadaan vektori n, jolle pé-
tee (x,n) = (y,n) = 0. Olkoon A matriisi, jonka sarakkeet ovat {y,n,x}.
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Talloin patee
(v.y) (ny) (x9) 001
A"HA= | (y,n) (n,n) (X,n)|=(0 1 0| =H; (3.1)
(¥.%x) (n,x) (x,%) 100
0 1
AlOl=x ja A|0]| =Y.
1 0

Eli A kuuluu projektiiviiseen unitaariseen ryhméén ja siirtdd reunapisteet

kuten vaadittu.

]

Téssé kontekstissa isotropia-aliryhmd pisteen suhteen on ryhmén PU(2,1)
sellainen aliryhmaé, joka pitda annetun pisteen paikallaan. Kuulamallissa ori-
gon isotropia-aliryhmé K C SU(2,1) on

s

Jos ryhmaa SU (2, 1) tarkastellaan muunnoksina Siegelin alueen reunalla saa-
daan pisteen p, isotropia-aliryhméaksi M AN, jonka osat ovat matriisiaryh-
mat

ueU(2), 0 R, det(g)zl}.

e 0 0
M={mg=]0 ¢* 0]||oecr .
0 0 e
cosh(s) 0 sinh(s)
A=1a,= 0 1 0 seR 3, ja
sinh(s) 0 cosh(s)
1—%(|z|2—it) -z %(|z|2—it)
N =1 ngy = z 1 —z zeC,teR
Lz —it) -z 141z -t

Neljas tarkea kuvaus on inversio j, joka vaihtaa origon ja darettomyyspisteen
paikkaa

-1 0 0
j=10 10
0 01
Y14 olevat ryhmét on otettu lidhteestd [1] ja ne on esitetty ensimméisessa
hermiittisessd muodossa. Siegelin aluetta kasiteltdessa hermiittinen muoto on
eri kuin téssa tyossa, mutta se on otettu huomioon konjugoimalla kuvauksella

R.
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Teoreema 4 (MAN-hajotelma). Erityisen unitaarisen ryhmdn SU(2,1) ali-
ryhmd M AN on reunapisteen po, isotropiaryhmd. Tarkemmin voidaan sa-
noa, ettd inversion j avulla jokainen ryhmdn g € SU(2,1) kuvaus voidaan
kirjoittaa

g = nijmans,
jossa ny,ng € N, a € A jam € M.

Tarkean yhteyden projektiivisen unitaarisen ryhmén ja Bergmanin met-
ritkan vélilla antaa seuraava teoreema, jonka todistus 16ytyy Parkerin luen-
tomuistiinpanoista [5].

Teoreema 5. Kompleksisen hyperbolisen avaruuden HZ isometriaryhmdn
muodostaa PU(2,1) ja kompleksikonjugointi.



Luku 4

Aliavaruudet

Luvussa tutustutaan kompleksisen hyperbolisen avaruuden HZ karakterisoi-
viin aliavaruuksiin: kompleksisiin suoriin ja téysin reaalisiin tasoihin. Mo-
lemmilla aliavaruuksilla voidaan folioida kompleksinen hyperbolinen avaruus
HZ ja niiden leikkauskaarevuus on vakio. Leikkauskaarevuus on normalisoi-
tu siten, ettd kompleksisilla suorilla sen arvo on —1 ja reaalisilla Lagran-
gen tasoilla se on —1/4. Naméa ovat leikkauskaarevuuden &iripadt, joten
kompleksisen hyperbolisen avaruuden HZ leikkauskaarevuus on rajattu vé-
lille —1 <k < —1/4.

Léhdetadn liikkeelle kompleksisen hyperbolisen avaruuden HZ merkitté-
vistd teoreemasta, joka otetaan suoraan Goldmanista [3] ilman todistusta.

Teoreema 6. Olkoon M avaruuden HZ tiysin geodeettinen alimonisto (ali-
monisto, joka sisdltid pisteidensd vdliset geodeesit). Talldin pdtee yksi seu-
raavista

1. M on kompleksinen suora ja se on isometrinen Poincaren kiekkomallin
H{ kanssa.

2. M on tdysin reaalinen Lagrangen taso ja se on isometrinen Klein-
Beltrami-mallin H kanssa.

3. M on geodeesi.

Tulos niyttad erityisesti sen, ettd avaruus HZ ei siséllé téysin geodeettisia
3-ulotteisia hyperpintoja. Tama tulos on innoittanut monia yrittdmaan mo-
nitahokkaiden rakentamista kompleksisessa hyperbolisessa avaruudessa, kos-
ka esimerkiksi reaalisessa hyperbolisessa avaruudessa monitahokkaiden reu-
nat rakennetaan taysin geodeettisista hyperpinnoista. Bisektorit eli kahden
pisteen méarittelemét puolittajat olivat ensimmaéinen tapa rakentaa hyper-
pintoja. Samassa hengessé Parker ja Plattis rakentavat hyperboliset pakat.

14
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Kompleksisen hyperbolisen avaruuden téaysin geodeettiset aliavaruudet
ovat helpoimmin karakterisoitavissa avaruudessa C>!. Vektoriavaruudessa
C?! kompleksiset suorat ja tédysin reaaliset Lagrangen tasot saavat karakteri-
saation vektorialiavaruuksina ja vastaavat kompleksisen hyperbolisen avaruu-
den alivaruudet saadaan projisoimalla sellaiset aliavaruudet, jotka leikkaavat
joukkoa V_.

Merkitaan kompleksista vektoriavaruutta £ = C?!, jossa on hermiitti-
nen muoto (., .) vastaavalla tyypilld ja alla olevaa reaalista vektoriavaruutta
ER, jossa on kompleksioperaattor: J. Kompleksioperaattorin toiminto reaa-
liseen vektoriavaruuteen vastaa imaginaariyksikolla kertomista kompleksifi-
kaatiossa E ja kompleksioperaattorin mairitelliin olevan kuvaus J? = —1I.
Kompleksioperaattorin avulla voidaan antaa karakterisaatio kompleksisille
suorille L ja téysin reaalisille tasoille R. Ensimméinen avaruus pysyy pai-
kallaan (ei pisteittdin) kompleksioperaattorin toiminnossa L = J(L) ja jal-
kimmaisessa aliavaruus ja sen kuva kompleksioperaattorin toiminnossa ovat
erillisia SN J(S) = {0}.

Kompleksioperaattori ja hermiittinen muoto ovat yhteensopivia [3] eli pa-
tee

Im({x,y)) = Re((x, Jy)). (4.1)

4.1 Kompleksiset suorat

Tarkastellaan aliavaruuksia kuulamallissa. Kompleksiset suorat ovat komplek-
sitasoja C C C?, jotka leikkaavat hyperbolista avaruutta ja ovat titen kiek-
koja. Kuulamallissa saadaan helppo méaritelma.

Maidiritelma 7. Olkoon L kompleksinen suora avaruudessa C? siten, ettd
se leikkaa yksikkokuulaa B2. Tdlloin suoran L rajoittuma yksikkékuulaan on
kompleksisen hyperbolisen avaruuden kompleksinen suora.

Kompleksiselle suoralle voidaan antaa kaksi karakterisaatiota: sen maaraa
kaksi pistettda avaruudessa HZ UOHZ tai polaarivektori, joka on ortogonaali-
nen hermiittisen muodon suhteen kompleksiseen suoraan. Ensimmaisesta esi-
tyksestd toiseen padstddn helposti avaruuden C*! hermiittiselld ristitulolla.
Polaarivektorin avulla suorat voidaan karakterisoida holomorfisten inversioi-
den kiintopistejoukkona. Jos v on suoran L polaarivektori, niin L on vektorin
v ortogonaalikomplementti hermiittisen muodon suhteen.
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4.2 Taysin reaaliset Lagrangen tasot

Maaritelladn tédysin reaaliset Lagrangen tasot ja tarkastellaan niiden omi-
naisuuksia. Naista kaytetdaan myos lyhennysta Lagrangen taso, jota ei pida
sekoittaa symplektigeometrian Lagrangen tasoihin.

Madritelma 8. Olkoon R lineaarinen reaalinen aliavaruus avaruudessa C>!
siten, ettd R leikkaa negatiivista aliavaruutta V_. Aliavaruus R on tdysin
reaalinen hermittisen muodon H suhteen jos R ja J(]?) ovat ortogonaalisia
muodon H suhteen.

Koska tyossa kasitellaan vain kaksiulotteista kompleksista hyperbolista
avaruutta, niin keskitytdan ainoastaan maksimaalisiin taysin reaalisiin tasoi-
hin. Kaikki tyossé esiintyvéit reaaliset tasot ovat maksimaalisia. Kaytannossa
tamé tarkoittaa, etti aliavaruuden R C C2! reaalinen dimensio on 3.

Maaéritelma 9. Taysin reaalinen Lagrangen taso R avaruudessa HZ on tdiy-
sin reaalisen aliavaruuden R projektio R = [R).

Maaritelma 10. Antilineaarinen-involuutio mddritelldin olevan kuvaus ¢ :
C*! — C*', joka on antilineaarinen v(Ju) = —Ju(u), involuutio 1* =1 ja
yhteensopiva hermiittisen muodon kanssa

(e(x),ly)) = (%, y)-

Erityisesti halutaan todistaa

Propositio 11. Lagrangen tasoilla on yksi yhteen vastaavuus antilineaaris-
ten involuutioiden kanssa.

Néistd méaritelmista saadaan karakterisaatio Lagrangen tasoille hermiit-
tisen muodon avulla.

Korollaari 12. Olkoon R tdysin reaalinen Lagrangen taso. Tdlldin pdtee
(x,y) € R kaikille x, y € R.

Todistus. Olkoon x,y € R, jolloin méaéritelmin mukaan péatee (x, Jy) = 0,
josta saadaan yhteensopivuudella (4.1)

(x,y) = Re(x,y) + iRe(x,Jy) = Re(x,y) € R.
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Koska hermiittisen muodon imaginaarinen osa Im(x,y) on avaruuden C**
symplektinen muoto [3], niin tdysin reaaliset tasot ovat myos avaruuden C*!
symplektisen geometrian Lagrangen tasoja ja ne ovat nimetty tamén mukai-
sesti.

Lagrangen tasot ovat anti-lineaaristen involuutioiden kiintopistejoukko,
joka on téssa tyossa kiinnostavin karakterisaatio naille tasoille.

Propositio 13. Jokaista tiysin reaalista tasoa vastaa antilineaarinen invo-
luutio, jonka kiintopistejoukko reaalinen taso on.

Todistus. Olkoon R téysin reaalinen taso. Talloin patee RN J(R). Nyt voi-
daan kirjoittaa C*' = R@® J(R), jolloin voidaan maaritella kuvaus (s ® z) =

5 ® 7 kompleksifikaation avulla, jossa pitee x = s®z € C>*' jas € R, z € C.
Nyt ¢ on selvasti anti-lineaarinen involuutio, silld patee

(L(x),1(y)) = (51 ® 21),L(52 ® 22)) = (51 ® Z1, 51 ® Z2) = (X,y).

Todistetaan toinen suunta. Olkoon ¢ anti-lineaarinen involuutio. Involuu-
tiolla ¢* = I on kaksi ominaisavaruutta Rjr ja R:, jotka vastaavat ominai-
sarvoja +1 ja —1. Eli saadaan hajotelma C*! = Rj_ &) R;, jossa aliavaruus
R = {u € Eg|u(u) = u} on involuution kiintopistejoukko. Todistetaan, etts
se on myos reaalinen taso.

Olkoon vektorit x,y € Rjr Riittaa nayttaa, etta patee

(x,y) = (x,y)
Tamaé seuraa suoraan anti-involuution maaritelmasta
(x,y) = (1(x),(y)) = (x,¥).

Saadaan siis vastaavuus taysin reaalisten tasojen ja antilineaaristen invo-
luutioiden kiintopistejoukkojen vélille, joka todistaa vaitteen. O

Taysin reaaliset tasot ja vastaavat involuutiot kdyttayvit hyvin myos pro-
jektiossa. Todistus sivuutetaan, mutta se 16ytyy Goldmanista [3].

Lemma 14. Olkoon R ja R' tiysin reaalisia tasoja ja v, vastaavia anti-
involuutioita. Talloin taysin reaaliset tasot ovat projektiivisesti ekvivalentteja
jos ja vain jos involuutiot v ja t' ovat.

Propositio 11 seuraa propositiosta 13 ja lemmasta 14.

Propositio 15. Ryhmdn SU(2,1) alkiot toimivat transitiivisesti Lagrangen
tasoille.
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Todistus. Lagrangen taso vastaa maksimaalista téysin reaalista tasoa R. Ta-
solle voidaan valita ortonormaali kanta {x;, X, X3} siten, ettd pitee

(xi, %) = Re(x;, x;) + Re(x;, Jx;) = Re(x;, x;) = 0;;.

Nyt on olemassa yksikésitteinen unitaarinen kuvaus, joka vie avaruuden C?
standardikannan {e;, e, e3} kannaksi {x1, x5, x3}. Tadmé kuvaus kuuluu ryh-
méan SU(2,1). O

Esimerkki 1. Proposition 13 todistuksesta saadaan malli antilineaariselle
involuutiolle: kompleksikonjugaatio z — Z, jota vastaava Lagrangen taso on

Z1
R={|2]|€C* | Imz = Imz = 0}.
1

Tamd toteuttaa selvisti myods ehdon (x,y) € R kaikilla vektoreilla x ja 'y,
jotka kuuluvat Lagrangen tasolle R, kuten ylld todistettiin

Proposition 15 avulla saadaan myos, etta kaikki anti-involuutiot saadaan
konjugoimalla kompleksikonjugaatiota ryhméan SU(2, 1) alkiolla.

Tyossé antilineaarisesta involuutiosta kaytetdan nimea inversio kirjalli-
suudessa esiintyvin tavan mukaisesti. Kirjallisuudessa kaytetaan myos joskus
nimed anti-inversio jos halutaan tehdé ero holomorfisten ja antiholomorfisten
inversioiden valille.

Néhdaan kompleksisten suorien ja taysin reaalisten Lagrangen tasojen
duaalisuus: Suorat maaraytyvat holomorfisista involuutioista, kun taas La-
grangen tasot madrdytyvit antiholomorfisista involuutioista.



Luku 5

Heisenbergin ryhma

Luvun 3 teoreeman 4 hajotelmaa kayttamélla osoitamme, ettd kompleksisen
hyperbolisen avaruuden reunalla on Heisenbergin ryhman rakenne. Késitte-
lemme lyhyesti sen ominaisuuksia, joista erityisesti keskitymme hajotelman
indusoimiin Heisenbergin yhdenmuotoisuusmuunnoksiin ja kontaktikuvauk-
siin.

Néytetaan, ettd ryhmdn N kuvaukset n(,, muodostavat Heisenbergin
ryhmaén ja lasketaan Heisenbergin ryhméoperaation antama parametrisaatio
reunapisteille n(, ;). Teoreeman 4 ryhmat on annettu Siegelin alueessa en-
simmaisessa hermiittisessd muodossa. Kaytetdan toista hermiittistd muotoa
ja konjugoidaan matriisiryhma N Cayleyn kuvaukselle C', jolloin tuloksesi
saadaan ylakolmiomatriisi

1 =2z —|z)> 4t
oy =C* ney-C=10 1 V22
0 0 1

Yldkolmiomatriisit muodostavat Heisenbergin ryhmén [6]. Lasketaan vield
ryhméoperaatio

1 —V2(Z +72) —|z+ 22+ it +it' + 2Im(2'7)
(2',t) (2, t) = N pyNzgy = | O 1 V2(2 + 2)
0 0 1
= (' + z,t +t + 2Im(2'7)).

Ryhméa N toimi transitiivisesti reunalle 9HZ \ {poo}, joten reunapisteen
parametrisaatio saadaan siirtdmaélla origo. Méaaritelladn tdméa myos Heisen-
bergin ryhman identiteettialkioksi, jolloin Siegelin alueen reuna samaistetaan

19
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Heisenbergin ryhméan kanssa ja reunapisteen parametrisaatio on

0 —|z* + it
(Z7t) (Oa O) = ﬁ(z,t) 0] = \/§Z
1 1

Maaéritellaén Heisenbergin ryhméan normi

Gz &)l = (=" + ¢,

20

(5.1)

jonka indusoima metriikka on ekvivalentti Heisenbergin ryhman polkumet-
ritkan kanssa [6]. Etaisyys Heisenbergin ryhméssé voidaan kirjoittaa ryhmé-

operaation avulla

d((za t)? (Z,v t/)) = |(Z’ t)_l(z/7 t/)|

5.1 Yhdenmuotoisuuskuvaukset

Tutkitaan erityisen unitaarisen ryhmén SU (2, 1) kuvauksia Heisenbergin ryh-
méassd teoreeman 4 hajotelman avulla. Kuvaukset on konjugoitu Cayleyn

muunnoksella kuten Heisenbergin ryhméaoperaatiota laskettaessa.
Aliryhmélle A saadaan kuvaus

e 0 0\ [|z)>—it e~ (|z|* —it)
as(z,t)=1 0 1 0 V2z | = V2z
0 0 e€° 1 e’

e 25(|z]* — t)
e%\/22 = (e %z, e %),

1

II=

joka on dilaatio

s (2, )] = e[ (2, )]

Vastaavasti aliryhmalle M saadaan lauseke

e 0 0\ [|z]*—it 2|2 — it
me(z,t) =10 €2 0 V2z | £ [ V2e 2| = (e, 1),
0 0 e 1 1
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joka on kierto tasossa. Jaljelld on enda inversio j, joka on reunalla kuvaus
1

) 0 0 —1\ [|z|*—it T
jlzt)=[0 1 0 V2z | = \/§H2—_t
00 -1 1 1
—|2|2—it
ER z —t
- \/§|i|2—it - (|zy2—z't’ |z|4+t2)'
Tamé jattaa Heisenbergin yksikkopallon [[(z,¢|| = 1 paikalleen ja erityisesti

se vaihtaa origon ja darettomyyspisteen oo paikkaa.

5.2 Vektorikentat

Vasemmalta invariantit vektorikentdt ovat vektorikenttia, jotka levittavat
identiteettialkion tangenttiavaruuden ryhméoperaation avulla koko monis-
tolle . Tallaisilla vektorikentilla saadaan katevasti kanta tangenttiavaruuteen
jokaisessa Lien ryhmén pisteessé, téssa tapauksessa Heisenbergin ryhmésséa
[7]. Otamme Heisenbergin tangenttiavaruuden kannaksi vasemmalta inva-
riantit vektorikentét. Naille vektorikentille saadaan rangia 1 olevat kommu-
taatiorelaatiot.

Heisenbergin vasemmalta invariantit vektorikentat voidaan laskea teoree-
man 4 ryhmad N vastaavan Lien algebran kantojen avulla. Tassd otamme
ne kuitenkin suoraan Kordnyin ja Reimannin paperista [1] ottaen huomioon
eri normalisoinnin, joka ei tassi tapauksessa vaikuta. Heisenbergin ryhmén
parametrit on tassd annettu reaalisina eli patee z = z + iy, x,y € R, jolloin
vektorikentét ovat

B B
x=2 19,2
or ~Yor
B )
_ Y 9
oy “Cor
_ 9
ot

Néista saadaan ainoaksi nollasta poikkeavaksi kommutaatiorelaatioksi

0 0., 0 0 0 0., 0 0
[X,Y] = (8? + Q?Ja)(afy - 2xa) - (% + 29&)(@ - 2$§)
0 19) 0 0 0 0
= o o) T oy War) T 2 2
= —4T.
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Relaatiot voidaan esittad myos siten, etta X ja Y muodostavat kompleksisen
vektorikentén, jolloin ne voidaan antaa suoraan parametrien z ja t avulla.

5.3 Kontaktikuvaukset

Edellisen kohdan vektorikentistd saadaan kanta 1-muodoille. Otamme tar-
kastelun alle erityiset 1-muodot, joita kutsumme kontaktimuodoiksi ja tdmén
muodon séilyttavat kuvaukset, joita kutsumme kontaktikuvauksiksi. Esimer-
kiksi kaikki ryhméan SU(2, 1) kuvaukset Heisebergin ryhmésséd ovat kontak-
teja kuvauksia. Yleisemmin kontaktimuoto on symplektisen muodon yleistys
pariton dimensioisille monistoille.

Kontaktimuoto Heisenbergin ryhmassa on 1-muoto siten, ettd muoto dw A
w on tilavuusmuoto. Tésté seuraa, ettd milld tahansa kaikkialla nollasta poik-
keavalla skalaarifunktiolla kerrottu kontaktimuoto on myos kontaktimuoto.

Kontakteiksi kuvauksiksi f : H — H sanotaan sellaisia kuvauksia, jotka
sdilyttavat ylla annetun kontaktimuodon eli f toteuttaa ehdon

ffw=)w,

jossa A on jokaisessa pisteessa nollasta eroava skalaarifunktio A : H — R ja
f* on kuvauksen f indusoima kuvaus kotangenttiavaruuksille [7].
Esitellaan Heisenbergin ryhméan 1-muoto:

w = —2ydx + 2zdy + dt. (5.2)

Kéaytamme tatd muotoa standardikontaktimuotona. Kotangenttiavaruuden
eli I-muotojen avaruuden virittédd kanta {dzx, dy, dt}, joten myos kanta {dz, dy, w}
virittda 1-muodot. Valitaan standardikannaksi jalkimmainen, koska siiné esiin-
tyy kontaktimuoto.

Kontaktimuoto virittaé erityisen silean tasokentéan tangenttikimppuun si-
ten, etta jokainen vektori V' erikoisessa siledssa tasokentéssé toteuttaa

<V7w> =0. (53)

Tallaista siledd tasokenttdd, jonka antaa ainakin lokaalisti kontaktimuoto,
sanotaan kontaktistruktuuriksi. Kontaktikuvaus séilyttad myos tdman silein
tasokentéan. Vektorikentat X ja Y virittavat erityisen silean tasokentan jo-
kaisessa Heisenbergin ryhmén pisteessé.

Korényin ja Reimannin paperissa [1] todistetaan seuraava yhteys yhden-
muotoisuuskuvauksille ja kontaktikuvauksille.

Teoreema 16. Kaikki ryhmdn SU(2,1) kuvaukset ovat kontaktikuvauksia
Heisenbergin ryhmdassd
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5.4 Aliavaruuksien reunat

Heisenbergin ryhmé antaa kétevan visuaalisaation kompleksisen hyperbolisen
avaruuden HZ aliavaruuksien reunoille. Monesti hyperbolisen avaruuden ja
sen aliavaruuksien ominaisuuksien tutkimiseen riittaa tarkastelu reunalla.
Keskitymme reaalisten Lagrangen tasojen reunojen kuvailuun, silld niiden
ominaisuudet ovat keskeisia hyperbolisten pakkojen konstruktion kannalta.

Kompleksisten suorien reunoja kutsutaan C-ympyroiksi ja reaalisten La-
grangen tasojen reunoja kutsutaan R-ympyroiksi. Kompleksisten suorien reu-
noja kutsutaan kirjallisuudessa myos ketjuiksi ja niita kasittelee kattavasti
esimerkiksi Goldmann [3].

Parametrisoidaan aarelliset R-ympyrat. Jokainen R-ympyra vastaa yksi-
kasitteisesti reaalista Lagrangen tasoa: molemmat ovat saman inversion kiin-
topisteitd. Lahtokohtaisesti R-ympyroitda on kahdenlaisia: ddrettomié ja aé-
rellisid. Adrettomét ovat ddrettomyyspisteen oo kautta kulkevia. Standardi
aareton R-ympyra on esimerkin 1 reuna eli kompleksitason reaaliakseli. Toi-
nen luokka on aarelliset R-ympyriét.

Esimerkki 2. Adrellinen R-ympyri saadaan kuvauksesta, joka ei sdilyti dd-
rettomyyspistetta paikallaan. Yksinkertaisin tdlldinen inversio on

21 23
L: |z — | 22
z3 21

Tamd pitdd paikallaan vektorit (z,t,%), jonka projektiota kutsutaan standar-
dikst Lagrangen tasoksi Rg ja vastaavaa R-ympyraid standardiksi R-ympyrdksi.

Proposition 15 mukaisesti miké tahansa R-ympyra voidaan siirtdd mik-
si tahansa toiseksi R-ympyréksi sopivalla yhdenmuotoisuuskuvauksella. Nyt
voidaan maéaritella R-ympyran karakterisoivat kompleksinen sade ja keski-
piste.

Maaritelma 17. Olkoon R R-ympyrd ja v sitd vastaava inversio. Tdalloin
ympyran R keskipiste on ddrettomyyspisteen oo kuva inversioissa t.

Maéaritelman véliton seuraus on se, etta R-ympyréan keskipiste on aareton
jos ja vain jos ympyra on adreton, koska vain dareton ympyra sisaltaad pisteen
0o. Standardi R-ympyran keskipiste on origossa.

Maaritelma 18. Olkoon R ddrellinen R-ympyrd. On olemassa Heisenbergin
siirto n, joka siirtad ympyrin R keskipisteen origoon. Tdlloin on olemassa
dilaatio

§: (2,t) = (rez,r’t),

siten ettd n(R) = §(Rg). Tdlloin ympyrin R kompleksinen pituus on r2e??.
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Jos R-ympyralld on kompleksinen pituus 72e%?, niin reaalinen pituus Hei-

senbergin normissa on r ja jokainen ympyrén piste on etaisyyden r péassi
keskipisteesta. Madritelmat siis tdsmaavat nimiensd kantaman Euklidisen in-
tuition kanssa. Tama riittda karakterisoimaan aarelliset R-ympyrat. Myos
aarettomat ympyrat voidaan karakterisoida, mutta se tehdédan hiukan eri ta-
valla ja ne eivat olet tassé tyossa tarkeitéd, joten jatamme ne kasittelemétté.
Karakterisaatio ja tarkempaa tieto l6ytyy Goldmannista [3].

Kuva 5.1: Havainnollistettu Heisenbergin pallo, jonka pinnalla R-ympyroita.



Luku 6

Hyperboliset pakat

Lyhyesti pakkoja voidaan pitédéd duaalisina bisektoreille [3]. Bisektoreille luon-
nolliset aliavaruudet ovat kompleksisia suoria, kun taas pakat rakennetaan
reaalisten Lagrangen tasojen avulla. Reaaliset Lagrangen taso on helppo ka-
rakterisoida vastaavien inversioiden avulla.

Kompleksisen hyperbolisen avaruuden HZ isometriat voidaan luokitella
loksodromisiin, elliptisiin ja parabolisiin kuvauksiin [5]. Tyo6ssa keskitymme
ainoastaan loksodromisiin kuvauksiin, joilla on kaksi kiintopistetta reunalla.

Inversioilla on ldheinen yhteys loksodromisiin kuvauksiin, kuten esitelta-
véista kuvauksien luokittelusta voi todeta. Loksodromisia kuvauksia on help-
po kasitelld Siegelin alueessa ja erityisesti sen reunalla, Heisenbergin ryhmés-
sé. Siegelin alue on siten luonnollisempi malli reaalisten Lagrangian tasojen
kasitelyyn ja tédten myos pakkojen kasittelyyn. Toinen syy késittelyyn Sie-
gelin alueessa on Heisenbergin ryhmassa pakkojen avulla saatavat rakenteet.
Parker ja Plattis ovat tehneet pakkojen konstruktion myés kuulamallissa [4].

6.1 Pakkojen konstruktio

Pakkojen konstruktiossa kiytetdan kompleksisen hyperbolisen avaruuden H
kuvausten luokittelua. Hyodynnetaédn kahta erilaista tapaa luokitella kuvauk-
set, joiden voidaan karkeasti sanoa olevan algebrallinen luokittelu ja geomet-
rinen luokittelu. Algebrallinen luokittelu nojaa pitkalti hermiittisen muodon
ominaisuuksiin ja geometrinen luokittelu voidaan tehdd Lagrangen tasojen
inversioiden avulla.

Luokittelun jélkeen rakennetaan loksodromisille kuvauksille yhden para-
metrin perheitd, joiden avulla saadaan yksi parametriperhe inversiota La-
grangen tasoissa ja taten saadaan parametrisoitua perhe Lagrangen tasoja.
Pakat méaritellaan yhdisteena yksi parametriperheen Lagrangen tasoista.

25
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Tassé kohti voi tehdd huomion, ettd loksodromiset kuvaukset saadaan
parametrisoitua M AN-hajotelman ryhmilld M ja A. Ta&méa néakyy helpoiten
Heisenbergin koordinaateissa

asmg(z,t) = (€752, e7%), (6.1)

jossa kaksi kiintopistetta ovat origo o ja adrettomyyspiste oo. Kaikki muut
loksodromiset kuvaukset saadaan konjugoimalla ryhmén SU(2, 1) kuvauksel-
la eli siirtamélla kiintopisteita reunalla. Tamé annetaan tarkasti lemmassa
20.

Otetaan tdhdan vain pakkojen konstruktion kannalta téirkedt osat luokit-
telusta eli loksodromisten kuvausten karakterisaatiot ja hahmotellaan tdméan
todistus.

Teoreema 19. Olkoon A € SU(2,1). Talloin seuraavat ehdot ovat yhtdipi-
tavid

1. Kuvaus A on loksodrominen eli kuvauksella on tasan kaksi kiintopistettd
reunalla OHZ.

2. Kuvauksella A on kaksi nolla-avaruuteen Vi kuuluvaa ominaisvektoria
.. . L o~—1 . .
ominaisarvoilla X ja A~ siten, ettd patee |\| # 1.

3. On olemassa inversiot 1y ja 1 pistevieraissa ja ei linkitetyissd Lagran-
gen tasoissa Ry ja Ry siten, ettd A = 11 o 1g.

Todistus. Todistetaan teoreema nayttamalla implikaatioketju
1)=(2)=03)=(Q1)

toteen. Viimeisesta implikaatiosta annetaan vain hahmotelma, koska sen to-
distaminen vaatisi elliptisten ja parabolisten kuvausten tarkempaa analysoin-
ti, johon ei tassa tyossa menné.

(1) = (2): Todistus perustuu kolmeen tulokseen. Olkoon A ja u kuvauksen
A € SU(2,1) ominaisarvoja ja vektorit v ja w vastaavia ominaisvektoreita.
Talloin patee

i Joko patee || =1 tai pétee (v,v) = 0.
ii Joko patee Az = 1 tai patee (v, w) = 0.

iii Oletetaan (v,v) = 0 ja (w,w) = 0. Talloin patee joko w = nv tai
(v,w) #£= 0, jossa n on kompleksiluku.
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Todistetaan viitteet (i)-(iii) ennen varsinaista tulosta. Ensimmaéinen tulos
(i) seuraa yhtalosta

(v, v) = (Av, Av) = (v, \v) = PP (v, v),
ja toinen tulos (ii) seuraa yhtélosta
(v, w) = (Av, Aw) = (Av, uw) = Afi(v, w).

Kolmas tulos (iii) seuraa hermiittisen matriisin tyypistd. Kéytetdén ensim-
maéistd hermiittistd muotoa standardikannalla {e;, ez, es}. Téll6in voidaan
kirjoittaa

VvV = v1€1 + v2e3 + vses,

W = wie; + woes + ws3es.
Oletetaan (v, w) = 0, joka on ekvivalentti yht&lon
V1We + VoWo = V3W3
kanssa. Télloin kaikille n € C pétee

lvg — nws|* = |vs|* — qwsts — NUsw; + |ws|?
= |v1|* = nuywy — nuioy + |nf*|ws|?
+ \vzl2 — NVW2 — NWaV2 + |n|2]w2|2

= |Ul — nw1|2 + |U2 — nw2|2.

Valitaan 1 = v3/ws, josta seuraa n = vy /w; = vy/wy = v3/ws. Nyt pétee
W =nV.

Oletetaan nyt (1). Selkedsti loksodromisen kuvauksen kiintopisteet vas-
taavat nolla-avaruuteen kuuluvia ominaisvektoreita. Olkoon v ja w kuvauk-
sen A nolla-avaruuteen kuuluvia ominaisvektoreita ja olkoon A ja u vastaavia
ominaisarvoja. Tuloksen (i) perusteella ominaisarvojen A ja p pituudet ovat

ykkosesta poikkeavia. Kohdan (iii) perusteella pétee (v, w) # 0 ja tuloksella
(i1) saadaan pu = P

(2) = (3): Todistetaan tulos valitsemalla eksplisiittiset Ry ja Ry, joiden in-
versioden kompositio antaa kuvauksen A.

Oletetaan (2). Kuvauksen A kolmanneksi ominaisarvoksi saadaan A\~
chdosta det(A) = 1. Kuvaus A voidaan diagonalisoida siten, etta péatee

A0 0
A=Q|0 Mt 0 |QY,

0o 0 X'
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jossa @ € SU(2,1). Matriisin @) sarakevektorit ovat x ja y, jotka ovat ku-
vauksen kiintopisteita. Kolmas sarakevektori on ortogonaalinen naita vastaan
ja saadaan esimerkiksi hermiittisella ristitulolla. Konstruktio on sama kuin
proposition (3.1) todistuksessa.

Taten riittaad tarkastella diagonaalimatriisia, joka on loksodrominen ku-
vaus, jonka kiintopisteet ovat o ja co. Kuvaukselle A saadaan

A0 0 % Az A2
0 M\t 0 2| = [ M1z L Az |,
0 0 X' \z X7123 1

jolloin kuvaus A on Heisenbergin koordinaateissa (z,t) — (Az, |A|*).
Olkoon R esimerkin 2 Lagrangen taso Rg ja olkoon taso R; tason Ry
kuva kuvauksessa

50 (z,t) = (AY2z2 |\t).

Kuvaus 6 on muotoa (6.1), joten Ry on Lagrangen taso proposition 15 pe-
rusteella.
Nyt Lagrangen tasoa R, vastaava inversio ¢ ja kuvaus 0 ovat

~1/2

21 z3 21 ANy
lo| 2| =% ja 0|z = 29
23 z3 23 A2z,

Talloin Lagrangen tasoa R; vastaava kuvaus on

1/2

~—1/2 ~1/2__ T
z1 A 21 N7z 73
L1 = (5005_1 29| = (SL() 29 =90 Zo = Z9
i —1
23 /22, A3 A7
Inversioiden kompositiokuvaukseksi saadaan
z1 Z3 Az 21
- P
L1l | 22| =l |22 = ) =Al=n],
z3 Z3 )\_123 23

mika todistaa vaitteen.

(3) = (1): Hahmotellaan todistus. Todistus on eksluusiotodistus eli sulje-
taan pois kaikki muut mahdollisuudet. Tahan tarvitaan algebrallinen luokit-
telu kokonaisuudessaan. Lagrangen tasojen pistevieraus implikoi, etta kuvaus
L1 o Lo ei voi olla parabolinen. Koska tasot eivat ole linkitetyt, niin kuvaus
t101tg €i voi olla elliptinen. Tasta seuraa, etta kuvauksen taytyy olla loksodro-
minen. 0
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Maaritellaédn joukko
D={\N=1+4+i0ecC:leR., 0 (—mmn]}.

Yleisyytta menettdmatta loksodromisen kuvauksen nolla-ominaisvektoreita
vastaavien ominaisarvojen voidaan aina valita olevan e ja e~ siten, etté
patee A € D. Talloin saadaan katevasti loksodromisten kuvausten diagonali-
sointiin liittyvé tulos

Lemma 20. Olkoon A € SU(2,1) loksodroominen kuvaus ja e*,e=* sen
nolla-ominaisvektoreita vastaavat ominaisarvot, joille pitee A € D. Tdlloin
A voidaan diagonalisoida

A

e 0 0
A=Q| 0 A 0 Q!
0 0 e
siten, ettd patee @ € SU(2,1).
Todistus. Todistus siséltyy teoreeman 19 todistukseen. [

Rakennetaan yksi parametriperhe loksodromisia kuvauksia. Maaritellaan
matriisi

A0 0
EN=|0 X=x 0], xeD.
0 0 =X

Tastd ndhdédan jo, ettd lemmassa 20 esitelty diagonaalimatriisi on matriisin
E(\) eksponenttikuvaus. Tésta eksponenttikuvauksesta saadaan haluttu yksi
parametriperhe. Tarkasti ottaen seuraava pétee: voidaan laskea aliryhmén
M ja A virittdméa Lien algebra ja todeta, ettd E(A) kuuluu tédhan. Télloin
eksponenttikuvaus Lien algebrasta Lien ryhméan exp(z - F(\)) antaa yksi
parametriperheen, joka kuuluu edelleen M:n ja A:n virittdméaén aliryhméaén
eli se on loksodrominen. Tata tarkkuutta ei kuitenkaan tarvita seuraavan
keskeisen teoreeman todistamiseen

Teoreema 21. Olkoon C' € SU(2,1) loksodrominen kuvaus ominaisarvoil-

la e’\,e*X. Tdllgin saadaan perhe loksodromisia kuvauksia C* = Qexp(z -
E\)Q™!, x € R\ {0}. Tdllgin pditee seuraavat ominaisuudet

1. Olkoon vy inversio Lagrangen tasossa ja Ry vastaava Lagrangen taso.
Kuvaus v, mddrdytyy ehdosta C* = 1,19. Kuvaus t, on tdalloin inversio
Lagrangen tasossa Ry, = C*?(Ry).
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2. Lagrangen tasot R, ja R, ovat erillisia jokaisella x # y.

Todistus. Lemman 20 mukaan loksodrominen kuvaus voidaan diagonalisoida
annetulla tavalla. Matriisi exp(x - E()) on loksodrominen kuvaus kaikilla = €
R\ {0}, koska se on edelleen muotoa E()). Téaten myos C* on loksodrominen.

Todistetaan tulos (1). Nyt teoreeman 19 mukaan C* voidaan kirjoittaa
kahden Lagrangen tason inversion kompositiona. Inversioille patee (2 = 1,
jolloin saadaan

10C%l = totatoto = (tato) 't = C™%.
Kuvaus ¢, = C*1y on anti-involuutio, koska se on toisen asteen kuvaus
)
(1z)* = C"1yC%1p = C*C™ " =1

ja koska kuvaus ¢y on anti-involuutio ja C* on lineaarinen. Téten inversio ¢,
on Lagrangen tason inversio.
Inversio Lagrangen tasossa C%/2(Ry) on

O/, O™ = (tz2t0)to(Lotes2) = taj2tote)2
= <L$/2[/0)2L0 = (01/2)21/0 = Cxl/o = Uy,

joka todistaa, ettd kuvausta ¢, vastaava Lagrangen taso on C*/%(R,).
Todistetaan kohta (2). Olkoon C* = 1,19 ja C¥ = 1,40 siten, ettéd pétee
x # y. Nyt patee

Lyly = Lyplololy = CTC™Y = C"Y £ 1

jossa viimeisessa kohdassa kaytettiin hyvaksi yksi parametriperheen ominai-
suutta. Kuvaus C*~¥ on loksodrominen eli Lagrangen tasot R, ja R, eivat
voi olla samat. O

Merkinnan C” kaytté on perusteltua, silla C* antaa saman tuloksen kuin
matriisipotenssi, kun x on kokonaisluku. Nyt voidaan viimein maéritella pa-
kat loydetyn Lagrangen tasoperheen parametrisaatiolla.

Maaritelma 22. Olkoon A € SU(2,1) loksodrominen kuvaus. Tdlloin hy-
perbolinen pakka mddritellddn

P(C, Ry) = |J C**(Ro)
zeR
Pakat ovat vain Lagrangen tasoja, joita on liimattu paallekain kuin kort-
tipakka korteista, josta niiden nimikin tulee. Pakka P on topologisesti kol-
miulotteinen kuula, jonka reuna on kaksiulotteinen Heisenbergin ryhmassa.

Hyperbolisen avaruuden voi myo6s jakaa kahteen komponenttiin poistamalla
pakan siitd HZ — P.
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6.2 Pakkojen kaytos isometrisissa kuvauksis-
sa

Pakkojen kaytos kompleksisen hyperbolisen avaruuden isometria kuvauksissa
on epétriviaali. TAmé& on uusi ominaisuus bisektoreihin verrattuna. Pakoille
saadaan ominainen roottorikerroin s, joka rajoittaa pakkojen isometrisyytta.

Lemma 23. Olkoon P(C, Ry) pakka. Tdlloin patee seuraavat ominaisuudet.

1. Olkoon A € SU(2,1). Kuvauksen toiminto pakkaan antaa

A(P(C, Ry)) = P(ACA™', A(Ry)).

2. Pakan loksodromiseen perheeseen kuuluva kuvaus pitad pakan paikal-
laan

C*(P(C, Ro)) = P(C,C*(Ro)) = P(C, Ry).

Todistus. Ominaisuudet seuraavat suoraviivaisesti pakan maaritelmasta []

Lemman 23 mukaan isometrialla A € SU(2, 1) voi siirtdé pakan maaritte-
levan loksodromisen kuvauksen kiintopisteitd, mutta maarittelevan kuvauk-
sen ominaisarvot eivat muutu. Télloin voidaan nahda, ettd loksodromisen
kuvauksen ominaisarvot maarittelevit miten isometria kayttaytyy pakkaan.
Olkoon P(C) pakka, jossa kuvauksella C' on ominaisarvo e}, A € D. Lukua
A = [ + 0 kutsutaan pakan P(C') kompleksiseksi pituudeksi.

Maaritelma 24. Olkoon P = P(C) pakka, jolla on kompleksinen pituus .
1. Pakan roottorikertoimen k = k(P) mddritellaan olevan k = /1.
2. Pakkaa sanotaan tasaiseksi jos sen roottorikerroin on 0.

Pakan roottori kiteyttaa pakkojen isometrisyyden seuraavan tuloksen mu-
kaisesti

Teoreema 25. Jokainen pakka kompleksisella pituudella N\ on isometrinen
pakkaan P(exp(E()N)), Rr). Kaksi pakkaa Py ja Py roottorikertoimilla ky ja
Ko oval isometriset jos ja vain jos K1 = Ka.

Todistus. Lemman 20 mukaisesti voidaan kirjoittaa C' = Q exp(E(\))Q ™.
Nyt voidaan kiyttad kuvausta Q=1 pakkaan P(C, Ry), jolloin se muuttuu
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isometrisesti pakaksi P(exp(E()))). Pakka voidaan my6s normalisoida siten,
ettd Lagrangen taso on esimerkissa 2 annettu standardi Lagrangen taso

P(exp(E()))) = P(exp(E(N)), Rr). (6.2)

Tama voidaan perustella teoreeman 19 todistuksen perusteella, jossa Lagran-
gen tasosta Rp ja tasosta B(Rg) rakennettiin kuvaus exp(E(M)).

Todistetaan pakkojen isometrisyys: Olkoon kaksi pakkaa P; ja Ps, joiden
kompleksiset pituudet ovat \; € D ja Ay € D. Téll6in vastaavat roottoriker-
toimet ovat Ky = l1/01 ja ke = l3/05.

Oletetaan, ettd P; on isometrinen pakkaan P,. Pakat ovat isometrisia
pakkaan P(exp(E()\;))), i = 1,2, jolloin oletuksesta seuraa A\; = Ag. Ta4ma
todistaa vaitteen x; = ko.

Todistetaan toinen suunta eli oletetaan, ettd patee k; = ko. Voidaan
kirjoittaa
P(exp(FE U exp(F 2 :))(RR)
z€eR
= U exp(B(5- (1 + iry)) (Ra)
z€R
= U exp(B(S (0 + i) (Re),
¢ER
joka nayttaa, ettd pakat ovat isometriset. O

Maaritelma 26. Mddritellaan

P, = P(exp{E(1 +ir)}) = |J exp{f (1+ir)}(RR).
¢ER

Pakkaa P, sanotaan standardipakaksi roottorikertoimella k.

6.3 Pakkakoordinaatit

Tarkoituksena on rakentaa pakkojen kanssa yhteensopivat koordinaatit komplek-

siselle hyperboliselle avaruudelle ja sen reunalle. Konstruktio tehdéan jélleen

Siegelin alueessa. Kéytetddn samaa normalisointia kuin Plattis [8].
Aikaisemmin esiteltyd standardia reaalista Lagrangen tasoa Rr vastaa-

va inversio on ¢ : (21, 29, 23) — (%3, %2, z1). Konstruoidaan standardipakalle

eksplisiittinen esitys maaritelmésta 26. Inversio ¢« pitda paikallaan vektoria

(2,t,Z), (2,t) € C x R vastaavan Lagrangen tason. Projisoimalla saadaan
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(e, éew/ 2.1), jossa z = r,¢"¥/2, Tallvin Siegelin alueen ehdosta Rez+1% < 0
saadaan

2 3T

< —2cos(v). ¥ el3. T,

t

T

joka voidaan kirjoittaa muodossa

"< -ivaeos), vell, o)

Tz

Maaéritellaédn funktio
t
r(z,t) = ———mx
, —@\/2008(@/})’
jolloin koordinaattimuunnoksen v — ¢ — 7 avulla saadaan Lagrangen taso
normalisoitua muotoon

e

Rp =qv= 2'7"\/2Cosl(@/))ew’/2 eV_uW: (e (_ga g) x [=1,1]),

jossa reunalle 9HZ kuuluva joukko saadaan sijoituksella r = +1. Nahdaén,
ettd méarittelemalld funktion r, menetimme péaétepisteet kulman v maérit-
telyjoukosta. Tama ei kuitenkaan vaikuta tulokseen, koska ¢ = 0 antaa kaikki
reunan pisteet.

Rakennetaan Lagrangen tasolla Ry eksplisiittinen esitys standardipakalle
P..

Propositio 27. Olkoon P, standardi pakka roottori kertoimella k. Pakan P
lauseke on

P = { (=St iret/ 203572, [9 cos(1)) € C?} (6.3)

Todistus. Sovelletaan méaéritelmaa 26 suoraviivaisesti. Lasketaan miten lok-
sodrominen kuvaus exp{% -E(1+1ik)} toimii Lagrangen tasoon Rg. Saadaan
lauseke

e Hin)E/2 0 etV
exp{E(1 +ir)}(Rr) = 0 e~ iré 0 iry/2 cos (1)) e/
0 0 e(—1tir)é/2 1
—e(1Fir)§/2+iy —ebtiv
— | \/@?z’;w/wo 21 \/mea/w(wfsnw
e(—1+ik)E/2 1

joka todistaa vaitteen. O
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Bisektoreille on olemassa sylinterikoordinaatit [3], joissa standardibisek-
tori on yhden koordinaatin nollajoukko. Téssé tehdaén vastaava rakennelma
kayttaen lidhtokohtana standardipakkaa siten, ettd yhden koordinaatin nol-
lajoukko on tasainen standardipakka F.

Teoreema 28. Maaritelladn alueet

B={zeC|z <1},

- T
]w:{[—2,2)},
C={(w,2) eClw=E+ip ERx Iy, 2=u+iv € B}.

Kuvaus

r:¢cC>—9oHuUH (6.4)
L(&, 4, u,0) = (=, (u+ iv) /2 cos(1)e7)/2) (6.5)

on bijektiivinen ja differentioituva kuvaus, jolla on differentioituva kddnteis-
kuvaus.

Todistus. Kuva I'(£, 1, u,v) kuuluu selvésti aina Siegelin alueeseen. Todis-
tetaan surjektiivisuus. Merkitaan Siegelin alueen pistetta (zy, z2). Parametri
z1 saadaan valitsemalla £ ja 1 oikein. Nyt sopivat u ja v saadaan ehdosta
U+ v = 25(1/2 cos(1p)elE¥)/2) =1,

Todistetaan injektiivisyys. Oletetaan I'(p) = I'(p/). Suoraan saadaan £ =
¢ ja ¢ =1, josta seuraa suoraan u + iv = v’ + iv’, joka todistaa bijektiivi-
syyden. Todistetaan differentioituvuus laskemalla Jacobin determinantti

J = 2% cos(¢),

joka on positiivinen jokaisessa alueen € pisteessa. [

Lopulliset sylinterikoordinaatit saadaan asettamalla z = ire 3" r €
(0,1), vertaa kohtia (6.4) ja (6.3). Talloin standardipakan P, yhtéloksi saa-
daan 7 = k¢, Tama muunnos lisdéd singulariteetin kohtaan r» = 0, jonka al-
kukuva on kompleksinen suora. Tamé ei kuitenkaan vaikuta koordinaattien
kayttokelpoisuuteen.

Maaritelma 29. Sylinterikoordinaatit ovat koordinaatisto kompleksiselle hy-
perboliselle avaruudelle ja sen reunalle OHZUHZ. Koordinaatit antaa kuvaus

D(&, 0,7, m) = (=57 iry /2 cos(y)) et/ 2T =3m/2), (6.6)
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6.4 Roottorikuvaus

Roottorikerroin estéda pakkojen isometrisyyttd, mutta 16ytyyko toisenlaisia
kuvauksia, jotka siirtavit pakkoja toisikseen. Vastaus on kylla ja nailla ku-
vauksilla on kiinnostavia ominaisuuksia. Méaaritellian roottorikuvaus, joka
toimii pakkoihin muuttamalla niiden ominaista roottorikerrointa.

Lemma 30. Olkoon P, standardipakka roottorikertoimella . Olkoon F, :
¢ — € kuvaus

F.(&,v,r,n) = (¢, arctan(tan(v)) — 3k), 7,1 + KE).

Kuvaus F), stirtdd tasaisen pakan Py pakaksi P, .

Todistus. Kirjoitetaan

F.(&,,1,0) = (&, arctan(tan(v) — 3k), r, kE),

ja koska pakan méarittaa muuttujasta ¢ riippumaton ehto, niin vaite seuraa.
m

Seuraava roottorikuvauksen ominaisuus on todistettu Plattiksen paperis-
sa [8].

Lemma 31. Kuvaus F,, on symplektomorfismi.

Tamé kaytannossa tarkoittaa, ettd kuvaus degeneroituu reunalla kontak-
tikuvaukseksi. Varmistamme tdmén seuraavassa luvussa.
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Logaritmiset koordinaatit
Heisenbergin ryhmassa

Pakkakoordinaatit antavat mahdollisuuden tutkia Heisenbergin avaruutta
pakkojen indusoimien koordinaattien kautta. Pakkakoordinaattien vaikutus
Heisenbergin avaruudessa nahdadn kayttdmalla Siegelin alueen reunapistei-
den parametrisaatiota (5.1).

Muistetaan, ettd aarelliset reunapisteet voidaan parametrisoida asetta-
malla

p=(—|z[* +it,v22,1), (2,t) €C xR

Pakkakoordinaateissa (6.6) reuna saadaan asettamalla » = 1. Tamén perus-
teella adarellinen reunapiste voidaan kirjoittaa

_eEtiv

ires/2HW=3m/2, /2 cos())
1

Lasketaan mita tdméa on Heisenbergin koordinaateissa (z,t) ja saadaan
o = jb/2+i(¥—3n)/2 cos(1))
—[2* = — cos(v)e®,
josta saadaan koordinaatille ¢ lauseke
—e(cos(¢) +isin(1p)) = — cos(v)r?e® + it
t = —e*sin(v).

Néama ovat pakkakoordinaateista johdetut logaritmiset koordinaatit Heisen-
bergin ryhmaéssa.

36
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Maaritelma 32. Logaritmiset koordinaatit Heisenbergin ryhmdssa antaa ku-
vaus

(&, 1, ) =(ie* > VTIE Jeos (1), —e* sin(y)) = (2,1) € C xR,

T 2m

R -z _2

§ER, vel-5,5), nel-—5,

Néama koordinaatit voidaan helposti laajentaa myos kompleksiseen hyper-
boliseen avaruuteen HZ horopallokoordinaattien avulla [5].

0).

7.1 Logaritmisten koordinaattien ominaisuuk-
sia
Tutkitaan joitakin logaritmisten koordinaattien ominaisuuksia. Heisenbergin

ryhméan yhdenmuotoisuuskuvaukset, lukuunottamatta itse ryhméaoperaatio-
ta, saavat logaritmisissa koordinaateissa yksinkertaisen muodon.

Lemma 33. Kuvaus as on logaritmisissa koordinaateissa

ds : (57%77) = (6 - 25,%”)-

Kuvaus myg on logaritmisissa koordinaateissa

mg : (fﬂ#ﬂ?) = (fﬂ/’aﬂ* ;9)

Inversio j on logaritmisissa koordinaateissa

j : (gad))n) = (_57 _wa _77)

Todistus. Todistus on suoraviivainen. Kuvaukset saadaan logaritmisissa ko-
rodinaateissa konjugoimalla. Kuvaukselle a, saadaan

D lod, od =0 (e et/ W2, Jeos(1h), — Ssin(1)))
- e — 2
= (£ —2s,9,m).

Vastaavasti kuvaukselle my saadaan
O oo ® =& (e Wit/ FTWTIN/2, feos(1)), —eS sin(1)))
= (265/2“@ Bt30/2, [eos(y)), —et sin(1)))
= (&, ¢+ 59)-

Inversio saadaan samanlaisella laskulla. O
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Loksodromiset kuvaukset saavat siis yksinkertaisen muodon logaritmisis-
sa koordinaateissa. Luetellaan seuraavaksi logaritmisten koordinaattien geo-
metrisia ominaisuuksia.

1. Lagrangen tason R reuna on standardi R-ympyrad ja se on muotoa

(0,7,0), ¥ € R.

2. Heisenbergin yksikkopallo saadaan asettamalla &€ = 0. Taéman voi nah-
dé kahdelle eri tavalla: suoraan [|(0,%,n)| = ¢ = 1 tai siten, etti
standardi R-ympyraé kierretadn kuvauksella my toisiksi R-ympyroiksi,
jotka foliovat yksikkopallon. Dilaatio ¢ antaa erikokoisia origokeskisia
palloja.

3. Tasaisen pakan Py reuna saadaan asettamalla 7 = 0 ja pakan P, reuna
saadaan asettamalla n = k&.

4. Standardin bisektorin reuna saadaan asettamalla ¢ = 0.
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(b) Pakka k =1

(a) Pakka x = 0.

Kuva 7.1: Pakkojen x = 1 ja k = 0 reunat havainnollistettuna Heisenbergin
ryhmaéssa. Punaiset kiyrat ovat R-ympyroita.

Mikaén ei esté jatkamasta logaritmisia koordinaatteja siten, ettd n € R.
Jos tama jatko tehdaén, niin pitaéd tarkistaa ehdot, milld peiteavaruudessa
R x (%, %) x R maéritelty funktio antaa hyvin méaaritellyn funktion Heisen-
bergin ryhméssé [2]. Kuvaus voidaan jatkaa analyyttisesti myos koordinaatin

1) suunnassa.
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7.2 Kontaktikuvaukset logaritmisissa koordi-
naateissa

Katsotaan seuraavaksi, miten 1-muodot muuttuvat logaritmisissa koordinaa-
teissa. Merkitdan z = x + iy ja lasketaan
O*dr = d(x o D)

1 3 sin(1))

== dé + - dn —
5 (& m)dE + Sy(&, W, m)dn (zcos(w)
sin(y)

2 cos()

(&) + 5y(E )

By = Sy(E )6 — (60 )y — (5o oy (€,36,m) + (6, m))dy
O*dt = —eb(sin(¢)dE + cos(v)dn.
Kontaktimuoto (5.2) logaritmisissa koordinaateissa on siis
d*w = —esin(y)dé — 3zydn
= —e5(sin(v)d€ + 3 cos(1)dn). (7.1)

Etsitaédn ehdot, joilla kuvaus on kontaktikuvaus Heisenbergin ryhmassa.
Merkitadn tasta eteenpdin osittaisderivaattoja lyhennemerkinnélla a% = 0.
Olkoon kuvaus

f+H— H,
f(fﬂﬁﬂ?) = (f1(§7¢777)7f2(§7¢777)7 f3(57¢777))

ja olkoon A skalaarifunktio siten, ettd f on kontaktikuvaus eli patee f*w =
Aw. Laskemalla f*w = Aw saadaan ehdot

el (sin(f2)Oe f1 + 3 cos(f2)0k f3) = Ae® sin(v),
el (sin(f2)Oy f1 + 3 cos(f2)0yf3) = 0,
el (sin( f2)0, f1 + 3 cos(f2)0, f3) = A3e® cos(v)).

Jos ndma ehdot péatevat niin my6s seuraavat yhtélot ovat totta. Toisesta
yhtélosté (7.3) saadaan ehto

tan(f2)8¢f1 + 38¢f3 == O, (75)

ja kolmannesta ehdosta (7.4) voidaan ratkaista A ja sijoittaa se ensimmaéiseen
chtoon (7.2)

tan ()
3

tan ()

(0 — 3

o) fo+ 5 tan() - (0~ 2o =0. (76)
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7.3 Roottorikuvaus kontaktikuvauksena

Todistetaan, etta lemmassa 30 esitelty roottorikuvaus on kontaktikuvaus Hei-
senbergin ryhmassa. Otetaan hypoteesiksi, ettd funktio A on muotoa

1

AV =557 sin2(4))’

ja naytetédén, etta ehdot (7.2) - (7.4) ovat voimassa. Ehdon (7.2) vasemmasta
puolesta saadaan lauseke

e®(sin(arctan(tan () — 3x)) + 3k cos(arctan(tan () — 3x)))

_ ef(tan(y) — 3k +3k) _ e* sin(q))
\/3/1 + 1 — tan?(%) \/?m + 1 —sin®*())
= et sin(1)),

joka tdsmad ehdon (7.2) oikean puolen kanssa valitulla funktiolla A.
Toinen ehto (7.3) patee koska osittaisderivaat ovat 0, f1 = 0 ja 0y f3 = 0.
Kolmas ehto (7.4) on samanlainen kuin ensimmaéinen. Ehdon vasen puoli
on
es
3¢ cos(arctan(tan(z)) — 3k)) =
\/3/6 +1 — tan?(y))

= S\ cos(v),

_ et cos(1))
/35 + 1 — sin?(¢))

joka tasmaéa oikean puolen kanssa.
Kaikki kolme ehtoa pétevét, joten roottorikuvaus on kontaktikuvaus.

7.4 Radiaalinen venytys

Mallin radiaaliselle venytyskuvaukselle antaa tasossa kasitelty venytys z +—»
z|z|*71. Yritetddn rakentaa samanlaista kuvausta Heisenbergin ryhmissi ja
vaaditaan, ettd tdmé kuvaus on kontaktikuvaus. Ensimmaéinen arvaus vas-
taavalle kuvaukselle logaritmisissa koordinaateissa on (&,1,n) — (k& ¥, n),
joka ei kuitenkaan ole kontaktikuvaus. Tamé on kuitenkin hyva lahtékoh-
ta, silld voimme muokata téstéd kuvauksesta kontaktin kuitenkin sailyttéden
radiaalisen venytyksen & — k€.
Rakennetaan venytyskuvaus. Merkitadn venytyskuvausta

Je(&, 0, m) = ((fi)1(& 9, m), (fr)2(&, 0, m), (Fi)s (€, 4. m)),
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jossa k on radiaalisen venytyksen koko eli pétee (fx)1(£,¢,n) = k€. Nyt
voidaan kayttdaa ehtoja kuvauksen kontaktiudelle (7.2)-(7.6).

Téastd saadaan heti 0y(fx)s = 0, jolloin (fy)s el riipu muuttujasta 1.
Ehdosta (7.6) saadaan lauseke

0~ 50 R+ S tan(()e) - @~ P 0,) (1), = 0
30 (fr)s — tan(¥)0y(fr)s + k tan((fr)2) = 0
(fk)2 _ tanl (877(fk)3 tan(,ﬁ) - 38§(fk)1> .

Tehdéén yksinkertainen valinta (fy)s(&,n) = n, jolloin radiaaliseksi venytyk-
seksi saadaan

il ) = (et ()

joka on kontaktikuvaus konstruktion perusteella.
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Y hteenveto

Tyossa kaydaan lapi hyperbolisten pakkojen konstruktio kompleksiseen hy-
perboliseen avaruuteen ja niille sovitettujen koordinaattien sovellus Heisen-
bergin ryhmaéan. Naistd molemmista avautuu mielenkiintoisia suuntia.

Esimerkiksi hyperbolisten pakkojen ominaisuuksien tarkempi selvittéami-
nen voisi olla mielenkiinnon kohteena ja niitd onkin tutkittu [8]. Vaikka pakat
ovat jossain maarin duaalisia bisektoreihin, niin jo roottorikerroin osoittaa
niiden rakenteen olevan huomattavan erilainen. Bisektorit voidaan esimer-
kiksi laajentaa projektiiviisen avaruuteen, jonka leikkauksena kompleksinen
hyperbolinen avaruus on méaritelty. Erds kysymys onkin: voiko pakoille teh-
dé samanlaisia laajennuksia ja mitka niiden ominaisuudet ovat suhteessa bi-
sektoreihin.

Malli kvasikonformikuvaukselle kompleksitasossa on z — z|z|*~! ja edelli-
sessa kappaleessa esitetty radiaalinen venytys rakennettiin nimenomaan ana-
logiseksi versioksi Heisenbergin ryhmassa. Tamé radiaalinen venytys on kva-
sikonformaalinen Heisenbergin ryhmaéssé, koska kontaktikuvauksilla on yh-
teus kvasikonformikuvauksiin Kordnyi-Reimannin tulosten [1] kautta. Radi-
aalista venytysta ja muita logaritmisten koordinaattien avulla méaritelty-
ja kvasikonformaalisia kuvauksia on tutkittu kattavasti paperissa [2]. Erés
suunta onkin keksid lisda logaritmisten koordinaattien avulla méariteltyja
kvasikonformaalisia kuvauksia.
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