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Tassa kandidaatintyossé késitellaan kvanttimekaanista spinié esitysteorian nékokul-
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unitaariset redusoitumattomat esitykset. Lopuksi késitelldén ryhmien SO(3) ja SU(2)
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1 Johdanto

Tassa tyossa tarkastellaan kvanttimekaanista spinié esitysteorian nédkokulmasta. His-
toriallisesti spinin ajateltiin ensin olevan konkreettisesti varatun hiukkasen pyorimisté,
mutta my6hemmin fyysikko Wolfgang Pauli (1900-1958) ehdotti sen olevan puh-
taasti sisdinen ominaisuus, eikd varsinaista pyorimista. Tutkitaan spin %—hiukkas‘ca
eli fermionia, ja otetaan esimerkiksi elektroni. Kvanttimekaniikassa systeemin tilaa
kuvataan vektorina kompleksisessa vektoriavaruudessa, jossa on hermiittinen sisa-
tulo. Téllaista vektoriavaruutta kutsutaan tila-avaruudeksi. Tila-avaruus voi olla
esimerkiksi aaltofunktioiden avaruus, joka klassisesti toteuttaa differentiaaliyhtalon.
Ero kvanttimekaniikan ja klassisen mekaniikan valilli on mitattavien suureiden ka-
sittely. Nama mitattavat suureet voidaan késittda hermiittisina lineaarimuunnoksina
tila-avaruudessa.

1920-luvulla fyysikot Otto Stern (1888-1969) ja Walther Gerlach (1889-1979)
osoittivat kuuluisalla Stern-Gerlach-kokeella, ettéd kvanttimekaaninen spin voi saada
vain diskreetteja arvoja. Koeaseteleman suunnittelemiseen kului kauan aikaa, silla
harva fyysikko tuki avaruuskvantittumisen teoriaa. Stern uskoi téhan teoriaan ja
Gerlachin kanssa suoritti kokeen hopea-atomeilla, mutta kokoojalevylla ei havaittu
tuloksia. Onnenkantamoisena Stern puhalsi vahingossa savukkeensa rikkipitoista
savua kokoojalevylle, mika sai hopean muuttumaan mustaksi hopeasulfidiksi. Levylla
havaittiin vastoin klassisen fysiikan ennustamaa tasaista jakaumaa kaksi selkeéé,
toisistaan erottuvaa hopea-atomiryhméa. Stern ja Gerlach luulivat todistaneensa vain
ulkoisen magneettikentan aiheuttavan atomin kvantittuneen magneettisen moment-
tivektorin. Kului vuosia, ettd ymmarrettiin kokeen osoittavan kvanttimekaanisen
spinin olevan hiukkasen sisdinen ominaisuus. [6]

Kvanttimekaniikan tutkimuksen alkuaikoina matemaatikko Herman Weyl (1885
1955) oli ensimmaéisid teoreettisia matemaatikoita, joka huomasi, etté esitysteori-
aa voidaan kayttda kvanttimekaniikassa. Weylille tuntui luonnolliselta hy6édyntaé
ryhmié ja niiden esityksid kvanttimekaniikan diskreetin luonteen vuoksi. [21, Luku
1.1] Elektronin paikan kierrot avaruudessa voidaan kuvata rotaatioryhméané SO(3).
Taméan ryhmén projektiiviset unitaariset esitykset selittavit kvanttimekaanisen spi-
nin, mutta niiden tarkasteluun tarvitaan kiertotie. Kéy ilmi, ettd ryhméan SO(3)
universaali peite on ryhmé SU(2). Ryhméa SU(2) koostuu kvanttimekaanisen spin-2-
vektorien kierroista. Tamén ryhmén unitaariset esitykset ovat ekvivalentteja SO(3):n
projektiivisten unitaaristen esitysten kanssa. Elektroni palaa alkutilaansa vasta kah-
den kokonaisen kierroksen eli 4r-kierron jilkeen. Tdhdn on syynd ryhmén SO(3)
kaksoispeite SU(2).

Tutkielman ensimmaiset luvut kasittelevat kvanttimekaanista spinia algebralli-
sesta nakokulmasta. Luvussa 2 esitellaan tyon kannalta keskeisimmaét kasitteet ja
maaritelmat. Luku 3 keskittyy ryhmiin ja ryhmaéesityksiin. Tyossa kasitellaan vain
aarellisulotteisia ryhmié. Luvussa 4 kdydaan lapi ryhmien SU(2) ja SO(3) ominai-
suuksia. Luvussa 5 luokitellaan ryhmien U(1) ja SU(2) esitykset. Tyon viimeisessé
luvussa eli luvussa 6 tarkastellaan spinin kéasitetta topologian nakokulmasta. Taman
luvun matemaattiset yksityiskohdat tarvitsevat sellaisia taustatietoja, joita téssa
tyossa ei voida esittda. Sen vuoksi luku on luonteeltaan narratiivinen.



2 Alkuun

Lukijalta odotetaan perustietoja lineaarialgebrasta [17], ryhméteoriasta [11] seka
topologiasta [18]. Téssé luvussa kdydaan muistutuksena lépi tyon kannalta oleellisia
kasitteitd ja méaritelmia. Lineaarialgebraan pohjautuvat todistukset ovat saaneet
innoituksensa Gilbert Strangin teoksesta [17, Luku 5.4].

Maaritelma 2.1 (Késitteitd). Tyossa kdytettavia tarkempid merkintéjd ovat:
« N={1,2,3,...} = positiivisten kokonaislukujen joukko,
e Ng=1{0,1,2,3,...} = ei-negatiivisten kokonaislukujen joukko,
o Z =1{0,£1,42,...} = kokonaislukujen joukko,
e R = reaalilukujen joukko,
o RT = [0, c0[= ei-negatiivisten reaalilukujen joukko,
o R"™ = reaalinen n-ulotteinen vektoriavaruus,
o R™"™ = reaalisten neliomatriisien joukko,
o C = kompleksilukujen joukko,
o C™" = kompleksisten neliomatriisien joukko,
o 79 = jaannosluokkien modulo 2 -joukko,
o [0, 1] = suljettu yksikkovali,
o [ = identiteettimatriisi,
e 0 = nollamatriisi.

Maaritelma 2.2 (Joukon topologia). [19, Maaritelmé 1.1] Olkoon X joukko ja
J kokoelma X:n osajoukkoja, toisin sanoen J C P(X). Sanotaan, ettd J on X:n
topologia, jos seuraavat ehdot tayttyvat:

1. Ujej,jEJ:>U{Ujij€J}€j,
2. J sisaltaa alkioittensa adrelliset leikkaukset,
3.0eJjpaXeJ.

Maaritelméa 2.3 (Topologinen avaruus). [19, Maaritelma 1.1] Topologiseksi avaruu-
deksi kutsutaan paria (X, J), jossa X on joukko ja J jokin X:n topologia. Topologian
J alkioita sanotaan J-avoimiksi joukoiksi.



Maéritelma 2.4 (Polku). [18, Madritelméa 14.21] Olkoon Y topologinen avaruus.
Tarkastellaan suljettua yksikkovélia I = [0, 1]. Jatkuvaa kuvausta s : [ — Y
sanotaan Y poluksi. Sanotaan, ettd polku s : I — Y yhdistdd Y:n pisteet s(0)
ja s(1), joita kutsutaan s:n paétepisteiksi. Tarkasti ottaen s(0) on s:n alkupiste
ja s(1) sen loppupiste, ja s yhdistda s(0):n s(1):een. Jos t € I on aikaparametri,
polku s : I — Y esittdd, miten piste s(¢) liikkkuu aikayksikosséa alkupisteestd s(0)
loppupisteeseen s(1).

Maaritelma 2.5 (Suljetun vélin jatkuva kuvaus). [18, Maaritelmé 14.21] Toisinaan

poluksi kutsutaan yleisemmin mielivaltaisen suljetun vélin [a, b] jatkuvaa kuvausta
s:la,b] = Y.

Maéaritelma 2.6 (Polkuyhtenédisyys). [18, Maaritelma 14.21] Avaruus Y on polku-
yhtendinen, jos jokainen pari a,b € Y voidaan yhdistaa polulla Y :ssa.

Maaritelma 2.7 (Ympéristo). [19, Maaritelma 1.4] Olkoon (X, J) topologinen
avaruus jax € X, B C X. Jos x € U ja U on avoin joukko X:ssé eli U € J, niin U
on pisteen x ymparisto. Jos B C U ja U on avoin joukko X:ssé, niin U on joukon B
ymparisto.

Maaritelma 2.8 (Hausdorffin avaruus). [19, Mééritelmé 1.6] Sanotaan, ettéd to-
pologinen avaruus (X, J) on Hausdorffin avaruus, jos sen eri pisteilld on erilliset

ymparistot. Hausdorffin avaruutta voidaan kayttaa myos adjektiivina, jolloin se on
pelkka Hausdorff.

Maaritelma 2.9 (Ominaisuus Ny). [19, Méadritelmé 12.2] Sanotaan, ettd X on
Ns-avaruus tai lyhyesti X on N,, jos X:1la on numeroituva kanta.

Maaritelma 2.10 (Metriikka). [18, Méaritelma 2.1] Olkoon X joukko. Olkoon
d: X x X — R" kuvaus. Toisin sanoen, jokaista paria z,y € X kohti on annettu
reaaliluku d(x,y) > 0. Sanotaan, ettd kuvaus d on metriikka joukossa X, jos seuraavat
ehdot tayttyvat kaikilla x,y, z € X:

Lo d(z,y) < d(x,y) + d(y, 2),
2. d(z,y) = d(y,z),
3. d(z,y) =0, jos ja vain jos x = y.
Lukua d(x,y) sanotaan x:n ja y:n véliseksi d-etaisyydeksi.

Huomautus 2.11. [18, Maaritelma 2.1] Joukon X ei tarvitse olla vektoriavaruus tai
vektoriavaruuden osajoukko.

Maaritelmé 2.12 (Metrinen avaruus). [18, Maaritelmé 2.1] Metrinen avaruus on
joukko X, jossa on maaritelty jokin metriikka d. Tésmallisemmin ilmaistuna metrinen
avaruus on pari (X, d), jossa X on joukko ja d metriikka X:ssi.

Esimerkki 2.13. Vektoriavaruus V' on metrinen avaruus.



Maaritelma 2.14 (Homeomorfismi). [19, Mééritelmé 3.14] Olkoot (X, d) ja (Y,d')
metrisia avaruuksia. Sanotaan, ettd kuvaus ¢ : X — Y on homeomorfismi, jos sille
patee:

1. g on bijektio, jolloin on olemassa kiaanteiskuvaus g7 : Y — X,
2. g on jatkuva,
3. kddnteiskuvaus ¢! on jatkuva.
Lisdksi sanotaan, ettd X on homeomorfinen Y:n kanssa, mitd merkitddn X ~ Y.

Maiaritelmé 2.15 (Cauchyn jono). [18, Maaritelma 12.1] Metrisen avaruuden (X, d)
jono (x,)neny on Cauchyn jono, jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen ny € N,
ettd d(zp, ) < €, kun k,n > ng.

Maéritelma 2.16 (Kuulat ja pallot). [18, Mééritelmé 2.6] Olkoon (X, d) metrinen
avaruus ja y € X, r > 0. Maaritelldan:

B(y,r) ={x € X : d(x,y) < r},
B(y,r) ={re X :d(x,y) <r},
S(y,r) ={zr e X :d(z,y) =r}.

Silld d(y, y) = 0, niin aina y € B(y,r) C B(y,r). Joukko B(y,r) on avoin kuula, jonka
keskipiste on y ja side r. Joukko B(y,r) suljettu kuula, ja S(y,7) on pallo. Joukkoa
B(y, r) kutsutaan myo6s pisteen y kuulaympéristoksi. Joukon metriikkaa muutettaessa
kuulat ja pallotkin muuttuvat. Tasméllisemmin voidaan merkitd By(y, ).

Maaritelma 2.17 (n-ulotteinen kuulaympéristo). [18, Esimerkki 2.7.2] Olkoon
X = R", jossa on tavanomainen metriikka d. Téll6in B(y,r) on tavanomainen pyorei
n-ulotteinen kuula, jolle voidaan kayttaa merkintédéd B"(y,r).

Maaritelma 2.18 (Monisto). [19, Maaritelmé 14.1] Sanotaan, ettéd topologinen
avaruus X on n-monisto, n € N, jos pétee:

1. X on Hausdorff,
2. X on Ny,
3. jokaisella y € X on ympéristo, joka on homeomorfinen B"(y,r):n kanssa.

Maaritelma 2.19 (Sisatulo ja sisdtuloavaruus). [18, Maaritelmé 1.2] Olkoon V'
vektoriavaruus. Kuvaus (z,y) — (z,y) : V x V — R on sisidtulo V:ssé, jos seuraavat
ehdot tayttyvat kaikilla x,y,z € V ja c € R:

L (z,y) = (y,7),
2. {cx,y) = c(z,9),
3. (x+y,z)={(x,2) + (y, 2),
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4. (z,x) >0,
5 (z,2) =0&2=0.
Vektoriavaruutta, jossa on madaritelty jokin sisatulo, kutsutaan sisatuloavaruudeksi.

Maéaritelma 2.20 (Hermiittinen sisatulo). [15, Luku 2.3] Olkoon V' kompleksinen
vektoriavaruus. Kuvaus (z,y) — [z,y] : V x V' — C on hermiittinen sisdtulo V:ssi,
jos seuraavat ehdot toteutuvat kaikilla z,y,z € V ja a € C:

L (z,y) = (y, ),

2.

4.

8
+
<
f&\
N
+
<
N

5. (z,x) >

(
(
3. (z,ay) = a(z,y),
(
(
(

6. (z,z) =0z =0.

Maaritelma 2.21 (Kanta). [3, Luku 7] Olkoon V' vektoriavaruus. Sanotaan, etta
lineaarisesti riippumaton vektorijoukko {v1, ...,v,} C V on vektoriavaruuden yksiké-
sitteinen kanta, jos jokaiselle vektorille v on olemassa yksikasitteiset kertoimet \;
siten, etta

vV = Z)\j’l)j.
J

Sanotaan, etta kantavektorit v virittdvat vektoriavaruuden V' kannan.

Maaritelma 2.22 (Ulottuvuus). [3, Luku 7] Sanotaan, ettd vektoriavaruudella V'
on aarellinen ulottuvuus tai se on &darellisulotteinen, jos silla on aarellinen kanta.
Silloin vektoriavaruuden ulottuvuus dim(V) on kannan alkioiden lukumé&éra. Jos
V' = {0}, niin téll6in méaaritellidn dim(V') = 0. Jos vektoriavaruuden kanta ei ole
aarellinen, silloin sanotaan, etta vektoriavaruuden kanta on daretonulotteinen.

Maéaritelma 2.23 (Hilbertin avaruus). [18, Mééritelméa 12.4] Hilbertin avaruudet
ovat taydellisia sisdtuloavaruuksia. Toisin sanoen Hilbertin avaruus on vektoriavaruus,
jossa jokainen Cauchyn jono suppenee. Téllaista avaruutta merkitdan H.

Maaritelma 2.24 (Kiertomatriisit). [21, Luku 6] Kiertomatriisi R;(0) € R3, i €
{z,y, 2}, 0 € |0, 27| on lineaarikuvaus, joka toteuttaa kierron euklidisessa avaruudessa
R3. Kiertomatriisit ovat:

1 0 0
R,(0) =0 cosf —sind |, (2.1)

0 sin@ cosd
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cosf@ 0 sinf
R,(0) = 0 1 0 , (2.2)
—sinf 0 cos6

cos) —sinf 0
R.(0) = |sinf cosf O0]. (2.3)
0 0 1

Maiéritelma 2.25 (Paulin matriisit). [1, Osa 2, Luku 1] Paulin matriisi o; € C**?/4 €
{1,2,3} on hermiittinen ja unitaarinen neliématriisi. Nimé matriisit ovat méaaritelty

seuraavasti:
01 0 —2 1 0
o] = <1 0) , 09 = <@ 0) , 03 = <0 _1> ) (2.4)

Mairitelma 2.26 (Kommutaattori ja kommutaatiorelaatio). [1, Osa 1, Luku 2]
Oletetaan, ettd A ja B ovat lineaarikuvauksia kompleksisessa aérellisulotteisessa
Hilbertin avaruudessa H, ja olkoon C' niiden kommutaattori:

C =[A,B] = AB — BA. (2.5)
Kommutaatiorelaatioksi kutsutaan yhtaloa, joka sisaltda kommutaattorin C'.

Maéritelma 2.27 (Hermitoitu matriisi). [17, Luku 5] Olkoon U € C™*" matriisi.
Jos matriisista U otetaan transpoosi ja sen alkiot kompleksikonjugoidaan, silloin
sanotaan, ettd U on hermitoitu matriisi. Sitd merkitdan UT.

Maiéritelms 2.28 (Unitaarinen muunnos). [14, Luku 4] Olkoon U € C™*" lineaari-
muunnos. Sanotaan, ettd U on unitaarinen, jos sille pétee:

Ul'=U"" ja UU=UU'=1 (2.6)
Unitaarisen matriisin determinantti on 1.

Huomautus 2.29. Lineaarimuunnos, lineaarikuvaus ja matriisi ovat késitteina ekviva-
lentteja.

Maéaritelma 2.30 (Vinohermiittinen matriisi). [21, Luku 5.2.2] Olkoon U € C™*"
matriisi. Sanotaan, ettd U on vinohermiittinen, jos sille patee:

AT = —A.

Maaritelma 2.31 (Jalki). [1, Osa 2, Luku 1] Olkoon A € C™*" lineaarikuvaus. Jalki
voidaan kirjoittaa summamuodossa:

tl"(A) = Zaij =ay; +ag + ...+ Apny
=1
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missé a;; on matriisin A rivin ¢ ja sarakkeen j alkio ja i = j. Sanotaan, etta
matriisin A jéalki on sen diagonaalialkioiden summa. Jalki toteuttaa myos hyodyllisen
ominaisuuden kaikilla n x m-matriiseilla A, B:

r(AB) = 3(AB),

i=1
=2 (X4 B:)
i=1 “j=1

Nyt, koska toisen summan sisilléd on skalaarien vaihdannainen kertolasku, pétee:

n

Zn: <ZBﬂ ' Az’j)

1 Vj=1

I
M=

(BA);;

-
Il

r(BA).

—+

Madsritelma 2.32 (Diagonalisoituva matriisi). [17, Luku 7.3] Olkoon A € C"*" kéan-
tyva neliomatriisi. Sanotaan, ettd A on diagonalisoituva, jos on olemassa unitaarinen
matriisi M € C™*" ja diagonaalimatriisi A € C™*" siten, ettd péatee:

A= MAMT,

missi M on matriisi, jonka sarakkeina ovat Am ominaisvektorit, M on hermitoitu
matriisi M ja A on diagonaalimatriisi, jonka alkioina ovat A:n ominaisarvot.

Lemma 2.33 (Matriisieksponentti). Olkoon A € C™™ diagonalisoituva matriisi.
Silloin on olemassa unitaarinen matriisi M € C™™ ja diagonaalimatriisi A € C™"*",
n € Ny siten, ettd matriisieksponentille patee:

o (MAMH"
e = MAMT — 37 (|> — MMM
n—0 n!

Todistus. Todistetaan Taylorin sarjan avulla. Téssé oletetaan tunnetuksi, ettd mat-
riisi korotettuna nollaan on identiteettimatriisi I ja nollan kertoma 0! on 1.

< (MAMH™
6MAMT _ Z ( )

n=0 n!

1 1

= —(MAMNY + —(MAMT 1+l MAMT 2+l MAMY + ..
0! 1! 21 3!

1
=T+ MAM' + ;MAMTMAMT + EMAMTMAMTMAMT + ...

1 1
=T+ MAM™ + 5MA]IAMT + 6MAJIA]IAMT + ...
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1 1
=T+ MAM" + 5MA2MT + 6MA?’MT 4+ ..

1 1
=MI+A+ 5A2 - 6A3 + )M

1 1.
=M®I+A+ 5A2 + §A3 + . )MT

= MMM

]

Lemma 2.34 (Matriisieksponentti diagonaalimatriisille). Olkoon A € C"*" diago-
naalimatriisi. Jos ay,as, ...,a, € C ovat matriisin A diagonaalialkiot, niin silloin
patee:

e 0 0

0 An 0 e 0
===
n—0 n' :

0 0 etn

Todistus. Todistukseen ei vaikuta matriisin A ulottuvuus, joten yksinkertaistuksen
vuoksi valitaan 2 x 2-matriisi, jonka diagonaalialkiot ovat a,b € C. Nyt saadaan:

aO_i_laO a 0 a0+
0 b 31\0 b/ \0 b/ \0 b)

Summataan matriisit yhteen ja tunnistetaan eksponenttifunktion Taylorin sarjakehi-
telma:

(14 a+ 50> + g0° + ... 0

B 0 L+ b+ 50° + 50° + ...
_[e* 0

—\0 e/

Lemma 2.35 (Matriisicksponentin derivaatta). Olkoot A € C™™ matriisi ja 6 € C
jokin muuttuja. Matriisieksponentin derivaatalle pdtee:

d ga 4 9a
@e = Ae”.

O
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Todistus. Todistetaan jalleen hyodyntamalla Taylorin sarjaa:

d d &1

et =N A,

do df = n!
Derivoinnin jalkeen summa kulkee termista n = 1, silld 6° = 1 ja timai vakio ei enid
riipu #:sta, joten nyt voidaan kirjoittaa:

— 1 n—1 gn

Muistetaan, etté n:n kertoma voidaan kirjoittaa myos n! = n(n — 1)!, jolloin saadaan:

_ 00 n(@nflAn)
n nz::l n(n —1)!
00 anlAn

=X

Siirretdan nyt saadun summan indeksointi alkamaan indeksista n = 0, mika johtaa
muotoon:

Viimeisessa vaiheessa tunnistettiin matriisiecksponentin maaritelma. O

Lemma 2.36. Jos A on diagonalisoituva n X n-matriisi, niin matriisieksponentille
pitee det(e?) = A,

Todistus. Koska A voidaan diagonalisoida, matriisieksponentti voidaan kirjoittaa
méiritelmin 2.32 mukaisesti e = eMAM' Ratkaistaan matriisieksponentin determi-
nantti ja muistetaan lemman 2.33 tulos:

det(eM*M") = det(Me™ M)

= det(M) det(e) det(MT).
Hyodynnetadn sitten unitaarisen matriisin maaritelmaa 2.28:
e 0 ... 0
= det(e") = 0 GT\Q O =eMeM . et
0 0 . e

_ e()\1+>\2+"‘+>\n)'
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Ratkaistaan seuraavaksi matriisin A jalki ja kaytetddn jaljen méaritelmén 2.31
ominaisuutta:

tr(A) = tr(MAM?)
= tr(AMMY)
=tr(A) =X+ X4+ A

Eksponentioidaan yhtalon molemmat puolet, mika johtaa tulokseen:

etr(A) — 6(>\1+)\2+-~~+)\n) .

Siis, det(e?) = (). O

3 Ryhmaesitykset

3.1 Ryhmat

Ryhméteoria on algebrallisten rakenteiden tutkimusta. Algebrallinen rakenne syntyy,
kun joukossa maaritellaan yksi tai useampi laskutoimitus. Tamaé laskutoimitus on
sdanto, joka on méaritelty aksiomaattisesti.

Ryhmateoria voidaan késittdd myos symmetrian tutkimisena. Fysiikassa sym-
metrioiden tutkiminen on oleellista, silla se sallii meidan ymmartaa systeemin kéyt-
taytymisté, joka muuten olisi liian monimutkaista mallintaa. Téassa kappaleessa
todistukset mukailevat Jokke Hasan ja Johanna Réamon teosta [11, Luku 1] seka
Thomas Judsonin teosta [12, Luku 3].

Maaritelma 3.1 (Laskutoimitus). [11, Maaritelmé 2.1] Olkoon A epétyhjé joukko.
Joukon A laskutoimitus on kuvaus A x A — A. Laskutoimitus liittda jokaiseen
joukon A alkiopariin (a,b) jonkin yksikésitteisen kolmannen alkion joukosta A. Téta
alkiota sanotaan laskutoimituksen tulokseksi. Asiayhteydesté riippuen tulosta usein
merkitaédn ab,a - b,a + b,a b tai a o b.

Madéritelma 3.2 (Identiteettialkio). [11, Maaritelmé 2.9] Joukon A alkiota ¢ kutsu-
taan identiteettialkioksi, jos:

Lra=a ja a-L=a, kaikilla a € A.

Maaritelma 3.3 (Kédnteisalkio). [11, Mééritelma 2.12] Oletetaan, etté laskutoi-
mituksella - on identiteettialkio ¢. Olkoon a € A. Alkiota a~! kutsutaan alkion a
kaanteisalkioksi, jos:

a-a =1 ja a  -a=.\.

Maaritelma 3.4 (Ryhma). [11, Maaritelma 3.1] Olkoon ryhma (G, -) joukko, jolla
on laskutoimitus - ja, joka toteuttaa seuraavat aksioomat:

1. On olemassa identiteettialkio ¢ € G.
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2. Jokaisella g € G on olemassa kiinteisalkio g

3. Laskutoimitus - on liitdnnéinen, eli patee a- (b-c) = (a-b) - ¢, kaikille a, b, ¢ € G.
Toisinaan ryhmé (G, -) voidaan kirjoittaa yksinkertaisesti G.
Esimerkki 3.5. Seuraavat ovat ryhmia.

1. (C,+),(R,+) ja (Z,+) ovat ryhmii, joiden identiteettialkio on 0.

2. (C\ {0},-) ja (R\ {0},-) ovat ryhmia, joiden identiteettialkio on 1.

3. Vektoriavaruus V', jonka laskutoimitus on vektorien yhteenlasku + ja identi-
teettialkio on nollavektori Oy, on ryhma (V, +).

Propositio 3.6. Olkoon G ryhma. Silloin pdtee:

1. Identiteettialkio on yksikdsitteinen, toisin sanoen jos v, f € G toteuttavat ta =
at =a ja fa = af = a kaikille a € G, niin 1 = f.

2. Olkoon a € G. Kaidnteisalkio on yksikasitteinen tarkoittaen, jos € G on
ryhmdan G identiteettialkio ja b, c € G ovat alkion a € G kdadnteisalkioita, toisin
sanoen ab = ba = 1 ja ac = ca =, niin b = c.

3. Olkoon a € G. Silloin (a=')™! = a.
4. Olkoon a € G. Jos a® = a, niin a = t.
Todistus. Todistetaan ominaisuus kerrallaan.

1. Jos ¢, f € G ovat molemmat identiteettialkioita, niin
t=1f = f.
2. Kaanteisalkion yksikasitteisyys seuraa, koska

b=bL=blac) = (ba)c = tc =c.

3. Koska aa™' = a~'a = ¢ pétee, niin a~! on oltava alkion a kadnteisalkio.

4. Jos a® = a pétee ja muistetaan ryhmén méadritelman 3.4 toinen aksiooma, niin
silloin seuraa

t=ata=a"'a®=a""(aa) = (¢ 'a)a = ta = a.

]

Maéritelma 3.7 (Vaihdannainen ryhmaé). [11, Luku 3] Ryhméa (G, -) sanotaan
vaihdannaiseksi, jos laskutoimitus - on vaihdannainen. Toisin sanoen, jos a-b =1b- a,
kaikilla a,b € GG. Vaihdannaisia ryhmia kutsutaan myos Abelin ryhmiksi norjalaisen
matemaatikon Niels Henrik Abelin (1802-1829) mukaan.
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Esimerkki 3.8. Vektoriavaruus V', jonka laskutoimitus on vektorien yhteenlasku +,
on vaihdannainen ryhméa (V, +).

Miéritelmé 3.9 (Laskutoimitustaulu). [11, Luku 2.3] Aérellisessi joukossa médri-
tellyn laskutoimituksen kaikki mahdolliset tulokset voidaan merkita niin kutsuttuun
laskutoimitustauluun. Taulun sarakkeet ja rivit nimetdén joukon A alkioilla. Taulu-
kon riville a sarakkeeseen b kirjoitetaan tulos a - b.

Esimerkki 3.10. [11, Esimerkki 2.16] Tarkastellaan joukon {¢, z,y} laskutoimitusta,
joka on maéaritelty seuraavalla laskutoimitustaululla:

-‘ny
Lt Ty
vle y (3.1)
yly ¢ x

Taulusta (3.1) ndhdadn, etta alkio ¢ on identiteettialkio. Alkion = kdédnteisalkio on y
ja alkion y kaénteisalkio x. Tarkistamalla jokaisen alkioparin tulos huomataan, etté
laskutoimitus on vaihdannainen.

Masritelma 3.11 (Aliryhmé). [11, Maaritelma 3.11] Olkoon (G, -) ryhmé ja H C G.
Sanotaan, ettd pari (H,-) on ryhmén (G, -) aliryhmaé, jos se toteuttaa seuraavat ehdot
jokaisella g, h € H:

l.g-he H,
2. ryhmén (G, -) identiteettialkio on osajoukossa H,
3. alkion ¢ kiénteisalkio ¢! € H.

Jos (H,-) on ryhmén (G,-) aliryhmé, merkitaan (H,-) < (G,-). Jos laskutoimitus
tunnetaan, voidaan merkitd myos lyhyesti H < G. Jos H on ryhmén G aliryhmé

ja pitee H # G, sanotaan, ettd H on ryhmén G aito aliryhmad ja silloin merkitdan
H < G.

Esimerkki 3.12. [11, Esimerkki 3.12] Jokaisella ryhmalld G on aliryhmét G ja {¢}.
Nama aliryhméat ovat niin kutsutut triviaalit aliryhmat.

Maéritelma 3.13 (Vasen sivuluokka). [11, Maaritelmé 10.1] Tarkastellaan ryhmaa
G ja sen aliryhméd H. Joukkoa

aH ={ah:h € H}

sanotaan aliryvhman H vasemmaksi sivuoluokaksi ja alkiota a sivuluokan edustajaksi.
Vasempien sivuluokkien joukkoa {aH : a € G} merkitdan G/H.
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Maaritelmé 3.14 (Oikea sivuluokka). [11, Luku 10.4] Olkoon G ryhmaé ja H sen
aliryhmé. Joukkoa

Ha={ha:he H}

kutsutaan aliryhmén H oikeaksi sivuoluokaksi ja alkiota a sivuluokan edustajaksi.
Oikeiden sivuluokkien joukolle {Ha : a € G} kéytetdén merkintad H\G.

Huomautus 3.15. [11, Luku 10.4] Yleisesti oikeat ja vasemmat sivuluokat eivét ole
samat. Kuitenkin, jos ryhma on vaihdannainen, télloin kaikilla a € G patee aH = Ha.

Masritelmé 3.16 (Normaali aliryhmé). [11, Maaritelma 15.4] Ryhmén G aliryhmé
N on normaali, jos sen vasemmat ja oikeat sivuluokat ovat samat eli aN = Na
jokaisella a € G.

Maaritelma 3.17 (Tekijaryhmé). [11, Maaritelméa 15.8] Tarkastellaan ryhmaa G
sekd sen normaalia aliryhmda N ja g,h € G. Ryhmaa G/N sanotaan ryhméin G
tekijaryhmaksi aliryhmén N suhteen, kun laskutoimituksena on g/N - hN = ghN.

Maaritelma 3.18 (Ryhmahomomorfismi). [11, Maaritelma 18.1] Tarkastellaan
ryhmié (G, -) ja (H,-). Ryhmdhomomorfismi on kuvaus f : G — H, joka sailyttaa
ryhmén rakenteen seuraavasti:

flg1-92) = f(g1) - f(g2), kaikilla g1, g2 € G.

Toisinaan ryhmahomomorfismia kutsutaan yksinkertaisesti homomorfismiksi, jos
asiayhteydesta kay ilmi, etta kasitelldan ryhmia.

Maaritelma 3.19 (Isomorfismi). [11, Luku 18] Bijektiivistd homomorfismia kutsu-
taan isomorfismiksi. Jos kyseinen isomorfismi on olemassa, silloin merkitdén G = H,
ja sanotaan, ettd ryhmét G ja H ovat isomorfisia.

Propositio 3.20. Olkoot G ja H ryhmid, sekd f : G — H homomorfismi. Silloin
patee:

1. jos ryhmdn G identiteettialkio on vq ja ryhmdn H identiteettialkio on vy, niin

f(LG) = lH,
2. f(a™) = f(a)™, VaeGaq,

3. jos S on ryhmd ja g : H — S on homomorfismi, silloin kompositio gof : G — S
on homomorfismi.

Todistus. Todistetaan kohta kerrallaan.

1. Kun f on homomorfismi ja proposition 3.6 kohta 4 on voimassa, niin f(tg) =
f(LG'LG):f(LG)'f<LG):LH'LH:L%{:LH.

2. Maaritelméan 3.18 mukaisesti pétee, f(a)f(a™!) = f(aa™') = f(1g) = tg. Ja
kaantden f(a™')f(a) = f(a ta) = f(ig) = vg. Tésta seuraa f(a™!) = f(a)™L
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3. Olkoot x1, 1y € G. Méaritelmén 3.18 mukaisesti voidaan kirjoittaa:

(g0 f)(z1z2) = g(f(2122)) = g(f(21) f(72)) = 9(f(21))g(f (22))
= (go f)(z1)(g o f)(z2).

]

Maiéritelms 3.21 (Ryhmaén toiminta). [12, Luku 14.1] Tarkastellaan joukkoa X ja
ryhméé (G, -). Sanotaan, ettd ryhmén (G, -) vasen toiminta joukossa X on homo-
morfismi G x X — X, siten etta (g,x) — gx, missa:

l.w=z VrelX,
2. (192)x = q1(gez), Vre X ja Vgi,90 € G.

Vastaavasti sanotaan, ettd ryhmén (G,-) oikea toiminta joukossa X on kuvaus
X x G — X siten ettéd (z,g) — xg, missa:

1. =2z, VrelX,

2. 2(g291) = (92)g1, V€ X ja Vg1,92 € G.

3.2 Esitykset

Maaritelma 3.22 (Yleinen lineaarinen ryhmé). [14, Luku 1] Yleinen lineaarinen
ryhma muodostuu n-ulotteisen vektoriavaruuden V' kaantyvista lineaarikuvauksista,
joille patee L : V' — V. Tatd ryhmda merkitdain GL(V) C C"*" missa V = Ctai V =
R. Ryhméa GL(V) ei ole Abelin ryhma, silld sen laskutoimitus on matriisikertolasku,
joka ei yleisesti ole vaihdannainen.

Maaritelma 3.23 (Erityinen lineaarinen ryhma). [9, Luku 1.2.1] Erityinen line-
aarinen ryhma muodostuu n-ulotteisen vektoriavaruuden V' kaantyvisté lineaari-
kuvauksista, joiden determinantti on 1. Ryhméé merkitdan SL(V'). Lisiksi patee
SL(V) C GL(V).

Maaritelma 3.24 (Ryhmaéesitys). [7, Maaritelmé 1.1] Olkoon ryhmé G aéarellinen.
Ryhmaesitykseksi kutsutaan homomorfismia, jolle patee:

m:G— GL(V).

Ryhmaesitysta voidaan myos kutsua vain esitykseksi, jos asiayhteydeystéa on selvaa,
ettd kasitelladn ryhmia.

Esimerkki 3.25. Determinanttifunktio on esitys det : GL(V) — C\ {0} = GL(C).
Olkoot A, B € GL(V) ryhmia. Silloin pétee:

det(AB) = det(A)det(B).
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3.3 Redusoitumattomat esitykset

Maaritelma 3.26 (Invariantti aliavaruus). [3, Mééritelma 10.1.1] Tarkastellaan
ryhmééd G. Olkoon 7 : G — GL(V) esitys. Esityksen invariantti aliavaruus on
vektorialiavaruus W C V', joka toteuttaa seuraavan ehdon kaikilla g € G-

()W C W.

Esimerkki 3.27. Triviaaliavaruus {0y} ja koko vektoriavaruus V' ovat invariantteja
aliavaruuksia.

Maaritelma 3.28 (Aliesitys). [7, Luku 1.1] Olkoon 7 : G — GL(V) esitys. Olkoon
W C V invariantti aliavaruus. Lineaarinen kuvaus 7(g) : V' — V voidaan rajoittaa
aliavaruuteen W jokaiselle g € G. Koska aliavaruus on invariantti, rajoite m(g)|w =:
7(g) méarittelee kuvauksen 7(g) : W — W. Nain kuvaus 7(g) : G — GL(W) on
uusi esitys, ja talloin sanotaan, etta W on aliesitys vektoriavaruudessa V.

Maéritelmé 3.29 (Suora summa). [3, Lause 7.4.2] Olkoon V' vektoriavaruus. Olkoot
U,W C V aliavaruuksia. Silloin sanotaan, ettd U + W on suora summa, jos jokainen
vektori U + W:ssa voidaan ilmaista yksikasitteisesti muodossa u + w, missad u €
U,w € W. Suoraa summaa merkitaan U @& W. Nyt patee yhtapitavasti:

1. U+ W on vektoriavaruuksien U ja W suora summa U & W,
2. UnW ={0},
3. dim(U) + dim(W) = dim(U + W).

Esimerkki 3.30. Tarkastellaan vektoriavaruutta V' = R2. Olkoot U, W C V aliava-
ruuksia. Jos U = span{(1,1)} ja W = span{(1, —1)}, niin talléin U N W = {0} ja
U @ W = RZ% Niiden aliavaruuksien leikkaus on origo 0 € R2.

Madsritelma 3.31 (Esitysten suora summa). [13, Madaritelméa 1.35] Olkoot 7y : G —
GL(U) ja mw : G — GL(W) ryhméan G kaksi eri esitystd. Maaritellddn nyt alkiolle
g € G kuvaus 7(g) : U@ W — U & W asettamalla

(9)(u,w) := (my(g)u, 7w (g)w), uelUweW.

Nyt nédhdéén, ettd 7 : G — GL(U @& W) on esitys vektoriavaruudessa U & W. Tété
esitysta kutsutaan esitysten my ja my suoraksi summaksi. Huomattavaa on myos,
ettéd esitykset my ja my ovat esityksen 7 aliesityksia.

Maéaritelma 3.32 (Redusoitumaton esitys). [13, Maaritelma 1.44] Sanotaan, etté
ryhmén G esitys 7 : G — GL(V) vektoriavaruudessa V' # {0y} on redusoitumaton,
jos esityksen ainoat invariantit aliavaruudet ovat triviaaliavaruus {Oy} C V ja
vektoriavaruus itse V' C V. Redusoitumatonta esitysté ei voida hajottaa aliesityksiksi.
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3.4 Unitaariset esitykset

Lemma 3.33. Unitaarinen muunnos U sdilyttia sisatulon.

Todistus. Naytetaan, ettd tilojen |1}, |¢) € H sisdtulo méaéritelmén 2.23 taydellisessa
sisdtuloavaruudessa on yhta suuri kuin tilojen Uly),Ul|p) € H sisatulo. Koska
madritelma 2.28 on voimassa, voidaan kirjoittaa:

({Up,Up) = (p|UTU ) = (pll|) = (plv) = (o, ¥).
0

Maaritelma 3.34 (Unitaarinen ryhmad). [1, Osa 2, Luku 1] Sanotaan, etta U(n)
on unitaarinen ryhma, joka sisdltda kaikki kompleksiset n X n -matriisit. Nama
lineaarikuvaukset sailyttavat sisatulon avaruudessa C™:

n
(v,w) = Z@iwi, v,we C",
i=1
jossa merkintd v tarkoittaa v:n kompleksikonjugointia. Témé ryhmé tunnetaan
fysiikassa myos kaikkien kvanttimekaniikan symmetrioiden ryhmaéna.

Masritelma 3.35 (Unitaarinen esitys). [14, Luku 4] Tarkastellaan dérellistd ryhméaa
(G. Sanotaan, etté esitys m on unitaarinen, jos sille pétee:

m:G—=U(n).

3.5 Schurin Lemma

Esitysteoriassa Schurin lemma on perustavanlaatuinen, silla se on oleellinen tyokalu
redusoitumattomien esitysten loytdmisessa. Kéytdnnossa lemma todistaa, etta kaksi
esitysta, jotka ovat linkitettyina toisiinsa matriisin avulla, niin tdma matriisi on joko
nollamatriisi tai sitten se on kéantyvé neliomatriisi. Toisin sanoen jalkimmaisessé
tapauksessa késiteltavat esitykset ovat isomorfisia ja niiden ulottuvuus seka ryhmén
toiminta on sama. Schurin lemman todistus on tehty mukaillen Noah Millerin
todistusta [14, Luku 2].

Maéiritelma 3.36 (Ryhmahomomorfismin kuva ja ydin). [11, Luku 1.7] Tarkas-
tellaan ryhmia G ja H. Olkoon f : G — H ryhmahomomorfismi. Sanotaan, etté
ryhmahomorfismin kuva on joukko

im(f) :={f(9): 9 € G}

ja ryhmahomomorfismin ydin on joukko

ker(f) :={g9 € G: f(9) = tu}.
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Maaritelma 3.37 (Esitysten homomorfismi). [13, Méaritelméa 1.32] Tarkastellaan
ryhméa G ja kompleksisia vektoriavaruuksia Vi ja V5. Olkoot m : G — GL(V}) ja
7o : G — GL(V3) esityksia. Sanotaan, ettéd lineaarikuvaus T : V4 — V4 on esitysten
homomorfismi, jos sille patee:

Tmi(g) = ma(g)T, kaikilla g € G.
Vektoriavaruutta, joka sisiltaa kaikki esitysten homomorfismit, merkitdan Homeg (V3, V3).

Maaritelma 3.38 (Ekvivalentit esitykset). [13, Mééritelma 1.33] Tarkastellaan
esityksid m : G — GL(V}) ja ma : G — GL(V3). Sanotaan, ettd esitykset m; ja
o ovat ekvivalentteja, jos esitysten homomorfismi 7' € Homg(V;, V3) on bijektio.
Toisinaan puhutaan myos esitysten isomorfismista.

Huomautus 3.39. [14, Luku 1] Ekvivalentit esitykset voidaan mééritelld my6s matrii-
sien avulla. Olkoot m : G — GL(V}) ja my : G — GL(V3) esityksid. Sanotaan, etté
esitykset m; ja mo ovat ekvivalentteja, jos on olemassa lineaarikuvaus A : V; — V4
siten, etta:

mi(g) = A7 'm(g) A, kaikilla ¢ € G.

Esimerkki 3.40 (Ekvivalentit esitykset ovat pohjimmiltaan sama esitys). Tarkas-
tellaan esitystd 7 : R — GL(R?). Nyt, olkoon = € (R,+) ja m médritelty siten,
etta:

Tarkistetaan, ettd 7 on homomorfismi:

wern= (7" )= (5 (5 1) =r@m

Maéritelmén 3.18 nojalla 7 on homomorfismi. Olkoon z € (R, +) ja & maéritelty

siten, etta
N e 0
*(x) = <6I+1 1) .
2

Varmistetaan, ettd 7(x) on homomorfismi:
(z+y) x y
. e e 0 e 0 nlNA
Tr+y)=| oy ] = | zen o1 | = T(@)7(y).
5 1 5 1 5 1

Siis # on homomorfismi. Mééritelmin 3.38 mukaisesti on olemassa T : R?*? — R?*2
kadntyvi lineaarikuvaus, jolle tulisi pited # = T xT. Maaritellidn nyt lineaariku-

vaus 1’ siten, etta:
10
r— (1 2).
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Ja ratkaistaan:

T 7T

1 0\ /et 0\ /1 0
1 2 0 1/\1 2
12 0\ (et 0)(1 0
“o\=1 1/\0 1/\1 2
- (£ 0)

—62+1 1

Huomataan, ettéa esitys 7 on siis vain representaatio toisessa kannassa esityksesté .
I[tse asiassa méaritelméa 3.38 merkitsee esityksen kannan vaihtoa ja pohjimmiltaan
m ja my ovat sama esitys. Maaritelméssa 3.38 voidaan siis kirjoittaa m = .
Kaaviokuvassa (3.2) on visuaalisesti havainnollistettu operaattorin 7" toimintaa.

7

m2(9g)

m1(9)

Vi—=W (3.2)
(e e
1, %1,
Lause 3.41 (Schurin Lemma). Jos mddritelmd 3.37 on voimassa, silloin patee:
1. Jos m ja my eivdl ole ekvivalentteja esityksid, silloin T = 0.
2. Jos my = my, silloin T = N jollekin \ € C.
Todistus. Todistetaan kohta kerrallaan.

1. Tiedetadn, ettd T € Homeg(V4, Vo) on lineaarikuvaus. Esitysten homomorfismin
T ydin ja kuva ovat:

ker(T) = {v; € V1 : T(v1) = Oy, },
im(T) = {T(v) : v; € V1 }.

Liséiksi muistetaan T:n méaaritelmé 3.37. Otetaan nyt alkio v; joukosta ker(7")
ja operoidaan siihen lineaarikuvauksella T'r1(g), jolloin huomataan, etta:

Tmi(g)vr = (Tmi(g))vr = (ma(g)T)v1 = m2(g)T(v1) = m2(g)0v, = Ory
= m(g)v € ker(T), Vge G, Yu € ker(T).

Toisin sanoen 7 (g)ker(T") C ker(T). Ja, koska m(g) on kddntyvd matriisi
kaikilla ¢ € G, niin patee myos ker(T') C m(g)ker(7T). Siis m (g)ker(7) =
ker (7).
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Tarkastellaan nyt esitysten homomorfismin 7" kuvaa. Koska kaikille vy € im(7")
on olemassa v; € V] siten, ettd T'(v;) = vq, niin operoimalla esityksella m(g)
vektoriin vy saadaan:

Ta(g)va = ma(g)T (v1) = (m2(g)T)v1 = Tmi(g)vr € im(T).

Siis mo(g)im(7) C im(7). Samasta syystd kuin joukon ker(T") tapauksessa,
pétee myo6s im(7") C ma(g)im(7"), jolloin mo(g)im(7T") = im(T).

Madritelmén 3.28 mukaisesti ker(7') on esityksen m aliesitys ja im(7") on
esityksen m, aliesitys. Nyt, koska 7 ja my ovat redusoitumattomia esityksié,
niiden ainoat invariantit aliavaruudet ovat triviaaliavaruus { 0y,} C V; ja
{ 0y, } C Vs seké koko vektoriavaruus V3 C Vi ja V, C Vi, Siten meilld on kaksi
vaihtoehtoa:

(a) Jos ker(T') = { Oy, } ja im(7") = V4, niin silloin 7" on bijektiivinen kuvaus,
jolloin maaritelman 3.38 kohdan 2. mukaan esitysten m ja mo tulisi olla
ekvivalentteja, miké johtaa ristiriitaan.

(b) Jos ker(T') = V4 ja im(T") = { Oy, }, silloin "= 0.

2. Esitysten yhtasuuruus m; = m merkitsee myos V; = V5. Merkitaan siis
Vi = Vo =V, jolloin meilld on esitys 7 : G — GL(V) kompleksiselle vektoria-
varuudelle V. Lisaksi homomorfismi 7" kommutoi kaikkien esitysten alkioiden
kanssa, tarkoittaen:

Tn(g) =7(9)T, kaikilla g € G.
Algebran peruslauseen nojalla [10] on olemassa A € C, v € V' \ {0} siten, etta
Tv=M <« (T-MN)v=0 < det(T —A)=0.

Jotta talla karakteristisella polynomilla on olemassa ratkaisuja, tulee joukon
ker(T — M) olla vahintdan 1-ulotteinen.

Nyt, jos v € ker(T — Al), silloin

(T — MD)7(g)v = 7(g)(T — A)v = w(g)0y = Oy
= 7(g)v € ker(T — ).
Siis ker(7T — AIl) on esityksen 7 aliesitys. Ja, koska m; on redusoitumaton esitys

ja ker(7 — AI) on véhintaén 1-ulotteinen, silloin on oltava ker(7" — A\I) = V ja
im(7 — AI) = { Oy }, misté seuraa T = AL

]

Seurauslause 3.42 (Schurin Lemma). Jos G on vaihdannainen ryhmd, niin silloin
kaikki sen redusoitumattomat esitykset m kompleksisessa vektoriavaruudessa V' ovat
1-ulotteisia.
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Todistus. Vaihdannaisen ryhmén G esitykselle 7 patee:

m(g1)7(g92) = 7(g2)7 (1), kaikilla g1, g2 € G.

Schurin Lemman 3.41 mukaan kaikki esitykset 7 ovat muotoa:
w(g) =M1, geG.

Nyt, olkoon m,(g) 1-ulotteinen esitys. Ja, koska 7, on yksiulotteinen esitys eli V' = C,
niin GL(V) = GL(C) = C\ {0} ja esitykselle m,(g) patee:

Tarkastellaan sitten 2-ulotteista esitystd m,(g). Tama esitys on muotoa:

mio = (7 1)

Kaksiulotteisen esityksen tapauksessa vektori v = (1,0) € C? virittda aidon aliava-
ruuden, johon rajoittumalla saadaan muodostettua aliesitys m,(g)(c, 0) = (Ay¢,0) €
span{(1,0)} kaikilla ¢ € C. Siis m, ei ole redusoitumaton esitys. Téstd seuraa, etta
7(g) = A\, on redusoitumaton esitys vain silloin, kun I on 1 x 1-identiteettimatriisi.

]

Seurauslause 3.43 (Schurin Lemma). Oletetaan, ettd esitys m: G — GL(V') on
redusoituva, jolloin se voidaan hajottaa redusoitumattomiin esityksiin m : G —
GL(Vy) seuraavasti:

71(9) 0 0
=] O ™Y S B!
0 0 e mn(9)

missd kaikki esitykset my, ovat keskenddn ei-ekvivalentteja. Jos esitysten homomorfismi
H :V =V kommutoi koko esityksen m(g) kanssa, talloin pdtee:

m(9)H = Hn(g), kaikilla g € G.

Silloin lineaarikuvaus H tulee muotoon:

M0 .00
0 XI ... 0

= . . , joillakin Ay, ..., A\, € C.
0 0 ... AT

Todistus. Olkoon Vi, C V esityksen m aliesitys. Maaritellaan projektio-operaattori
siten, ettd P, : V — V on lineaarikuvaus, jolle patee Pyv = v, jos v € Vi, Pyv =0 ja,
jos v € V- kaikille k£ € N. Nyt saadaan:



26

(PLHP)m(g) = PpH (Bim(9)) = PeHn(g) P = Pi(Hm(g)) P
= Pir(g)H P = (P (g)) HP,
=7(9)(P.HP), Vg € G, Vk,l € N.
Operaattori (P, H P,) kommutoi siis kaikkien esityksen 7 alkioiden kanssa. Lineaari-

kuvausta (P H P,) voidaan myos tarkastella kuvauksena (P, HF)) : V; — Vj, ja talloin
patee:

(PeHP)m(g) = mi(9)(PHEP),  kaikilla g € G.

Schurin Lemman 3.41 nojalla, jos 7 ja m eivit ole ekvivalentteja esityksid, niin
silloin (P,H P,) = 0. Jos taas 7 ja m ovat ekvivalentteja esityksia ja esimerkin 3.40
mukaisesti péatee m, = m, niin silloin [ = k ja (P, H Py) = AL jollakin A = A\, € C. [

4 Lien ryhmat SO(3) ja SU(2)

Lien ryhmé voidaan karkeasti kasittad jatkuvana ryhméana, silla tdméan ryhmén
laskutoimitus ja kddnteisoperaatio ovat differentioituvia jokaisessa ryhmén pisteessa.
Kvanttimekaanisen spinin kannalta olennaiset Lien ryhmét ovat SO(3) ja SU(2).

4.1 Lien ryhmat

Maaritelma 4.1 (Lien ryhma). [20, Maaritelmé 3.1] Tarkastellaan ryhméaa (G, -).
Sanotaan, ettd (G,-) on Lien ryhmé, jos se on monisto (méaaritelma 2.18), ja sen
laskutoimitus G - G — G ja kddnteisoperaatio ~! : G — G ovat sileitd kuvauksia.

Esimerkki 4.2. [1, Osa 2, Luku 1] Maaritelmén 3.34 unitaarinen ryhmé U(n) on
Lien ryhma.

Maaritelma 4.3 (Erityinen unitaarinen ryhmé SU(n)). [9, Luku 1.2.2] SU(n)
on erityinen unitaarinen ryhmé ja SU(n) C U(n). Tata Lien ryhmééa kutsutaan
erityiseksi, silld sen kaikkien matriisien determinantti on 1.

Madsritelméa 4.4 (Ortogonaalinen ryhmé O(n)). [1, Osa 2, Luku 1] Ortogonaalinen
ryhmé O(n) siséltad kaikki kidntyvit n x n -matriisit, joille pitee M7 = M~ missi
M € R™™ ja MT on matriisin M transpoosi.

Maiaritelma 4.5 (Erityinen ortogonaalinen ryhma SO(n)). [1, Osa 2, Luku 1] SO(n)
on erityinen ortogonaalinen ryhmé ja SO(n) C O(n). Ryhmééan kuuluvien matriisien
determinantti on 1.

Maéaritelma 4.6 (Lien matriisiryhmad). [9, Mééritelma 1.4] Olkoon G Lien ryhmé
ja G < GL(V) suljettu. Sanotaan, ettd G on Lien matriisiryhmaé, jos sille patee: Jos
A, on mielivaltainen jono G:ssé ja A,, suppenee johonkin matriisiin A, niin silloin
joko A € GG tai A ei ole kdantyva.

Esimerkki 4.7. [9, Luku 1.2] Ryhmét U(n), SU(n), O(n), SO(n), GL(V') ja SL(V)

ovat Lien matriisiryhmia.
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4.2 Lien algebrat

Lien algebra on térkea tyokalu Lien ryhmien tutkimisessa. Kun muistetaan Lien
ryhméan maéaritelma 4.1, niin kdy ilmi, ettd Lien ryhméan rakenne on melkeinpa
kokonaan maéritelty sen mukaan, miten se kayttaytyy lahelld ryhmén identiteettia.

Maaritelma 4.8 (Lien algebra). [4, Mééritelméa 1.1] Lien algebra on vektoriavaruus

g, jolla on bilineaarinen operaatio [- ,:] : g X g — ¢ siten, etta kaikille z,y,z € g
patee:
L [z,y] = =y, 2,

2. [[z,y], 2] + [ly, 2], 2] + [[2, 7], 4] = 0,
3. [z,2] =0,
4o vty 2] =z, 2] + [y, 2]

Ensimmaisté ehtoa sanotaan antikommutatiivisuudeksi ja toista Jacobin identiteetiksi.
Bilineaarista operaatiota [, -] kutsutaan myos Lien sulkeiksi.

Huomautus 4.9. [21, Luku 2.3] Fysiikassa Lien algebran g alkioista kiytetdén myos
nimitysta generaattori.

Propositio 4.10. /20, Esimerkki 3.5] Mikd tahansa vektoriavaruus V. on Lien
algebra, jos jokainen Lien sulkeista asetetaan olemaan 0. Tdllaista Lien algebraa
sanotaan vathdannaiseksi Lien algebraksi.

Todistus. Olkoon V vektoriavaruus, jolla on bilineaarinen operaatio [+ ,-] : g X g — g.
Asetetaan ndmé Lien sulkeet olemaan 0, niin maéritelméan 4.8 ensimméainen ja kolmas
ehto toteutuvat triviaalisti:

[-T,y] =0= _[yax]a
[z, 2] =0, Y,y € g.

Myo6s toinen ja neljés ehto toteutuvat maaritelmassa 4.8, silla patee:

[[w,y], 2] =0, [[%Z]ax} =0, [[Z,ﬂ,y] =0,
= [[z,9], 2] + [[y, 2], 2] + [[z,2],9] =0,  Va,y,z €.
Kuten myos,
[x+y,2]=0=[z,z2]+ [y, 2], Vr,y,z € g.
]

Maéritelmé 4.11 (Eksponenttikuvaus). [9, Méaaritelmé 3.40] Olkoon G Lien mat-
riisiryhmé, jolla on Lien algebra g. Maaritelladn eksponenttikuvaus siten, etta:

e:g— G.

Toisin sanoen, eksponenttikuvaus ryhmaélle G' on lemman 2.33 matriisieksponentti,
joka on rajoitettu G:n Lien algebralle g.
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Masritelméa 4.12 (Lien matriisiryhmén Lien algebra). [9, Madritelmé 3.18] Olkoon
G Lien matriisiryhmé. Ryhméan G Lien algebra g on kaikkien matriisien X joukko
siten, ettéd kaikille t € R pétee e!* € G.

Esimerkki 4.13. Esimerkin 4.7 Lien matriisiryhmien Lien algebrat ovat u(n), su(n),
o(n), so(n), gl(V') ja s{(V).
43 SO(3) ja SU2)

Maéritelma 4.14 (Lien ryhma SO(3)). [1, Osa 2, Luku 1] Lien ryhmé SO(3) C
GL(C?) on mééritelty seuraavasti:

SOB)={ReR¥*>3: R7' =R det R = +1}.

Madsritelma 4.15 (Lien ryhmé SU(2)). [21, Luku 3] Lien ryhmé SU(2) on mééritelty
seuraavasti:

SU2)={U e C¥*?. U =U",detU = +1}.

Lien ryhmilla SU(2) ja SO(3) on yhteys toisiinsa, ja timé yhteys on se, jossa
kvanttimekaaninen spin elda. Pureudutaan tdhén yhteyteen tarkemmin tutkimalla

SO(3):n ja SU(2):n Lien algebroja.

4.4 so0(3) ja su(2)

Masritelma 4.16 (Lien algebra so(3)). [21, Luku 6.1] Jokaiselle Lien algebran so(3)
alkiolle g € s0(3) péatee:

s0(3) = {M e R¥*3: MT = —M, Tr(M) = 0}.

Maaritelmé 4.17 (Lien algebra su(2)). [21, Luku 6.1] Jokaiselle Lien algebran su(2)
alkiolle g € su(2) pétee:

su(2) = {X e C¥?: X' = - X, Tr(X) = 0}.

Maaritelma 4.18 (Lien algebran su(2) kanta). [14, Luku 11] Lien algebran su(2)
kannan muodostavat seuraavat matriisit:
X = 501 Xy = 502 X3 = 598

missa 0,7 € {1,2,3}, on madritelmin (2.4) Paulin matriisi. Toisin sanoen, ndma
ovat ryhmén SU(2) generaattorit.

Lemma 4.19. Jos A € C on matriisin g € U(n) ominaisarvo, niin patee:

A=¢e" jollain 0 € [0, 27]. (4.1)
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Todistus. Nyt siis gv = v jollain vektorilla v # 0 € V. Koska ¢ on unitaarinen, se
sédilyttaa sisatulon:

(gv. gv) = (v,v) =[| v ||* .
Toisaalta ominaisvektorin méaritelméasta seuraa:
(gu, gv) = (v, dv) = A [ v ||
On siis oltava |A|*> = 1 eli A voidaan kirjoittaa muodossa (4.1). O

Lemma 4.20. Jokainen g € SU(2) voidaan kirjoittaa muodossa g = eXi jollain
X,L' € 511(2).

Todistus. Olkoon g € SU(2). Talléin médritelmin 4.15 g' = ¢! ja det(g) = 1.
Matriisi g voidaan diagonalisoida mééritelmén 2.32 mukaisesti, joten ¢ = MAM?T.
Lemman 4.19 nojalla A:n ominaisarvot ovat muotoa )\; = . Tésté seuraa:

(MO

=5 3)

B €i91 0

L0 et

= exp(diag(iby,i0s).
Merkitaan:

D = dlag(zel, 292>

Nyt on voimassa lemman 2.33 mukaisesti ¢ = MAMT = MeP Mt = ¢MPM' | Seyraa-
vaksi halutaan todistaa, ettd M DM € su(2) eli méiritelméin 4.17 ehdot pitévit:

1. Matriisi g on unitaarinen, joten sille patee mééritelmén (2.6) nojalla:

Toisaalta voidaan kirjoittaa:
gt = (MeP M = (MNP M = MeP M

Saadaan siis gt = Me P Mt = MeP' Mt eli —D = Dt josta seuraa (M DMt =
MD'M' = M(—D)M".
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2. Koska matriisin ¢ determinantti on 1 ja muistetaan lemman 2.36 tulos, saadaan:

1 = det(g) = det(MeP M)
= det(M) det(e?) det(MT)
= det(M)e"™P) det(M 1)
= det(M)e™P) det(M)~ = e*P),

Siis téytyy péted tr(D) = 0. Méaéritelmén 4.17 ehdot tdyttyvit, joten M DM €
su(2).

Huomautus 4.21. Lemma 4.20 patee my6s ryhmaélle SO(3) ja sen Lien algebralle so(3).
Todistus on tédsmélleen sama, kunhan transpoosin kompleksikonjugaatti muutetaan
transpoosiksi.

]

Propositio 4.22 (Lien algebran so(3) kanta). Lien ryhmdn SO(3) Lien algebran
50(3) kannan muodostavat seuraavat generaattorit:

00 O
01 O —1

01 0 -1 0
00|, Ls=|1 0 o0
00 0 0 O
Todistus. Todistetaan suoralla laskulla. Lasketaan tassd generaattorimatriisi Ly,
loput voidaan todistaa samaan tapaan. Koska SO(3):n alkio R,(f) tunnetaan, ja
se on madritelman (2.1) mukainen, hyédynnetdén lemmaa 2.35 kaénteisesti, jolloin
saadaan ratkaistua Ly € so(3):

d
df 9—0
d 1 0 0
= — |0 cosf —sinf
df )
0 sinf cosf 9—0
d
@1\0:0 0 0
= 0 d“é COSQ’ dde st’
0 ci) sm@‘ ;9 CoS 9‘
00 O
=10 0 -1
01 0

O

Propositio 4.23. Lien algebran su(2) generaattorien X; kommutaatiorelaatiot ovat:

[Xl,XQ] — Xg, [XQ,Xg] — Xl, [Xg,Xl] — XQ.
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Todistus. Todistus on suora lasku. Lasketaan téssd kommutaatiorelaatio [ X, Xs].
Kaksi muuta voidaan todistaa samaan tapaan. Maaritelman 2.26 mukaisesti voidaan
laskea:

(X1, Xo] = X1 Xp — XoX)

]

Maaritelma 4.24 (Kompleksinen Lien algebra su(2)c). [14, Luku 11] Vaikka
kompleksiset lineaarikombinaatiot su(2):n generaattoreista X; eivit kuulu su(2):een,
voidaan madritelld kompleksinen Lien algebra su(2)c. Talloin kompleksiset lineaari-
kombinaatiot generaattoreista X; ovat myos sallittuja, tarkoittaen:

S; =X,
Kompleksisen Lien algebran su(2)c kanta on:
su(2)c = spang{ X, Xo, X3} = spang{Xi, X, X3, 51, 52, S5}
Lause 4.25. Lien algebrat su(2) ja s0(3) ovat isomorfisia.

Todistus. Todistus on suora lasku. Ratkaistaan proposition 4.22 mukaisten gene-
raattorien L; kommutaatiorelaatiot, jotta voidaan tutkia, miten kanta kuvautuu
avaruudelta toiselle. Lasketaan tassa yksi kommutaatiorelaatio, muut relaatiot voi-
daan laskea samaan tapaan. Lasketaan kommutaatiorelaatio generaattorien L; ja Lo
valilla:

00 0\/0 01 0 01\ /00 0
[Li,L)=[0 0 —1|| 0 0 o0o|={0 00|00 =1
01 0/\-100 —100/\01 0
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Kommutaatiorelaatiot ovat:
[LlyLQ] — L37 [L27 L3] - L17 [L?)a Ll] - LQ'

Janyt, jos verrataan saatuja relaatioita proposition 4.23 X;:n kommutaatiorelaatiohin,
huomataan, ettd Lien algebran su(2):n generaattorien X; kommutaattiorelaatiot ja
Lien algebran so(3):n generaattorien L; kommutaattiorelaatiot vastaavat toisiaan.
Téasta seuraa su(2) = so(3) eli su(2) ja so(3) ovat isomorfisia. Kaytannossa taméa
tulos tarkoittaa sité, ettd lineaarikuvaus, joka kuvaa su(2):m kannan so(3):n kannaksi
on Lien algebran isomorfismi. O

4.5 Lien algebran esitykset

Kappaleessa 3 on méaaritelty esitys ryhmahomomorfismina, joka sailyttda ryhmén
laskutoimituksen ja maalijoukkona on yleinen lineaarinen ryhmé GL(V). Samalla
tavalla voidaan maéritella Lien algebralle esitys, joka sailyttda Lien sulkeet. Tamén
alaluvun todistukset on tehty mukaillen viitettd [14, Kappale 9].

Maaritelma 4.26 (Lien algebran esitys). [21, Luku 5.4] Tarkastellaan esitysté
7 : G — GL(V). Talléin jollekin X € g esitys m(e*X) on polku ryhméssi GL(V),
joka kulkee ryhman identiteetin lapi ajanhetkelld ¢ = 0. Tamén polun nopeusvektori
ajanhetkelld ¢ = 0 on siten Lien algebran gl(V") alkio, toisin sanoen:

d tX
rrelCOll

Voidaan siis maaritellda kuvaus

g —gl(V),
siten, etta
/ _ d tX
(X)) = —n(e)| . (4.2)
dt -0

Lause 4.27 (Lien algebran esityksen ominaisuudet). Olkoon m: G — GL(C) Lien
ryhmdn esitys. Talloin Lien algebran esitys 4.26 toteuttaa seuraavat ominaisuudet:
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1. (&™) =™ X VX €g,

9Xg ) =m(g)n'(X)m(g)™", VgeG, X eg,

3. w(aX + BY) = ar'(X) + Br'(Y), VX,Y €g,Vo,B3€C,
4. T(X,Y)]) = [#(X),©(Y)], VX,Y€eq.

Todistus. Todistetaan ominaisuus kerrallaan.

2. 7
7T./

(
(

1. Lien algebran esitykselle patee

d tX\ d (t+0)X iki
%w(e )= %w(e ), kaikilla X € g.

Jos merkitddn s = 0, niin derivoimalla sen suhteen saadaan,

o iﬂ_(e(lH’s)X)

ds

s=0

= —m(e)

= ﬂ'(X)W(eth.

Tastéd néhdaan, ettd g(t) = 7(e'*) toteuttaa differentiaaliyhtélén 4 g = gn'(X),
jonka alkuehtona on ryhméahomomorfismista seuraava ehto ¢g(0) = 1. Télla
differentiaaliyhtalolla on siten yksikasitteinen ratkaisu

glt) = ™),

josta seuraa, etta

g(t) — 7T(6tX) _ etw’(X).

2. Ensimmaisen ominaisuuden perusteella voidaan kirjoittaa
etm (9Xg™) 7r(ethgfl)_
Oikeanpuoleiseen eksponenttitermiin voidaan hyddyntéa Taylorin sarjakehitel-
maa siten, etta
I |
Y (X

—0 k!
t! g, P 12
:1—|—F(ng ) -I—g(ng )+

t2
= gL+ X + X7 4 g7 = ge ¥y,
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josta saadaan

Derivoidaan nyt yhtéloa puolittain muuttujan ¢ suhteen ja asetetaan ¢ = 0.

d tn' (gX g 1) _ d tr' (X) -1
%6 = %(7(9)6 m(g9)")

(9Xg™") = n(g)r' (X)n(g) "

t=0

. Ilmaistaan ensin 7'(aX + BY) Lien algebran maaritelman (4.2) avulla ja
hyodynnetaan vakiolla kertomisen lineaarisuutta:

t=0

m'(aX + YY) = iw(et(aXJrﬁy))

d
%W(etaX—&—tﬁY)

t=0

Yleisesti matriisit X ja Y eiviat kommutoi, joten hyodynnetdan Baker—-Campbell-Hausdorft

-kaavaa [2] sekd ryhméhomomorfismin ominaisuuksia, jolloin saadaan:

_ ﬂ 7 ptOXHBY + 5 [taX tBY ]+ [tax7[tax,tﬁyu+...)

dt

t=0
jt 7r( etaXthBYJr%tQ [aX,8Y]+ 553 [aX,[aX,ﬁY]]Jr...)

t=0

Seuraavaksi olisi tarkistettava, suppeneeko Baker—-Campbell-Hausdorff -sarja.
Tassa todistuksessa tieto otetaan annettuna, etté kyseinen sarja suppenee,
mutta lineaarisuuden tarkan todistuksen voi katsoa viitteestd [9, Lause 3.28].
Nyt, koska Baker-Campbell-Hausdorff -sarja suppenee, niin saadaan:

d

_ 77T(etaX)ﬂ_(€t/3Y)7r<eO(t2))
dt -0
d ! /

_ 76150177 (X) 6t,87r (Y)ﬂ_(eO(tQ))
dt -0
d ! !

_ 7€t017T (X)+tBm (Y)Tr<eO(t2))
dt 0

= ar'(X) + 7' (Y), kaikilla o, 3 € C.

Viimeisessa vaiheessa derivoitiin ¢:n suhteen, asetettiin ¢ = 0 ja tunnistettiin
Lien algebran esityksen maaritelma (4.2).
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4. Tarkistetaan ensin, ettd Lien algebra toteuttaa Lien sulkeet:

d _
(X,Y] = %(etXYe =

t=0

Hyo6dynnetdaan nyt derivoinnin ketjusaéantoa:

d tX
= Ly
i >t:0
— XGO.XYGO.X _ GO.XYXGO.X

= XY -YX=[X,Y].

d
—tX | X —tX
e+ ey t(e )

t=0

Tasta seuraa, ettd voidaan kirjoittaa:

P = e

)

Nyt voidaan hyodyntad kohdassa 3. todistettua n’:n lineaarisuutta ja ominai-
suutta 2:

— C;lt(ﬂ/(ethetX))
d

= ()T (V)m(e™))

t=0

t=0

Hyoddynnetdén nyt ominaisuutta 1. ja lopuksi tunnistetaan Lien sulkeet (4.3):

d ! /
_ 7(61&# (X)W,(Y)e_m (X))
dt o
= [#"(X),7(Y)], kaikilla X,Y € g.

]

Huomautus 4.28. Lause 4.27 osoittaa, ettd voimme tutkia Lien ryhmén esityksia m
tutkimalla kyseisen Lien ryhmén Lien algebran esityksia 7’

5 Redusoitumattomien esitysten luokittelu

Kun esityksié luokitellaan, halutaan eksplisiittisesti 16ytaé ryhman jokainen esitys.
Luokittelussa etsitdan ryhman redusoitumattomat esitykset, joista voidaan rakentaa
kaikki muut esitykset. Téssa kappaleessa tehdéén ryhmien U(1) ja SU(2) unitaaristen
ja redusoitumattomien esitysten luokittelu. Esitysten unitaarisuus on olennaista
kvanttimekaniikan sovelluksissa. Taméan luvun todistukset ovat saaneet innoituksensa
viitteista [14, Kappale 12] ja [21, Kappale 8].
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5.1 Ryhmin U(1) redusoitumattomien esitysten luokittelu

Propositio 5.1. Lien ryhmd (U(1),-) on vaithdannainen ryhmd, jonka laskutoimitus
on matriisikertolasku -. Ryhmd sisiltid kaikki vaihetermit e siten, ettd pitee

U(l) = {e": 0 e R}.

Todistus. Maaritelman 3.34 mukaan ryhmé U(n) sisaltda kaikki kompleksiset, uni-
taariset m x n -matriisit, jotka siilyttavit sisatulon. Nyt, merkitaan U'*! unitaarista
1 x 1 -matriisia, jonka tulee toteuttaa maaritelma 2.28. Taytyy siis patea:

lel(UT)lxl — (UT)lxllel -1

Tésté seuraa: Jos ¢ € U(1), niin c¢ = 1. Tallsin c¢ = ¢ = 1. Ryhma U(1) koostuu
siis kompleksiluvuista, joiden itseisarvo on 1. Ryhmén U(1) alkiot voidaan siis esittéa
muodossa €, 4 € R.

Tarkistetaan vield, ettd U(1) on vaihdannainen ryhma. Olkoot x,y € U(1), joille
on olemassa 01,0, € R siten, ettid z = e,y = €2, Nyt siis scuraa:

Ty = 6291 6292 — 6191—1—7,92 — 67,92-1—291 — 62926191 = yz.
]

Seurauslause 5.2. Unitaarisen ryhman U(1) jokainen redusoitumaton esitys on
yksiulotteinen.

Todistus. Vaite seuraa Schurin Lemman ensimmaisesta seurauslauseesta 3.42. O

Propositio 5.3. Jokainen unitaarisen ryhmdn U(1) redusoitumaton esitys m voidaan
ilmaista muodossa:

m(e?) = e (5.1)
missa k € 7.

Todistus. Unitaarisen ryhmén jokainen alkio on kompleksiluku, joten voidaan tutkia
esityksen 7 : U(1) — GL(C) derivaattaa:

d o 1 7]_(62‘(6+A0)) . 7T<ei9)
™) = lim, Ad
L W(ez‘eez‘M) . 7T<€i9)
o Alérgo Af
e ﬂ(ei")ﬂ(em‘)) . 7T(ei9)
o Aléglo Af

o w(@®)m(eA) — w(e? - 1)
= A5, Af
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i iNO\ (0
. w(ejw(e i RLELD
- i, B =20
- e i, M

. i(0+A0)\ _ [ ,i0
d

= m(e") @W(ew) - | —m(e') =a

= 1(e”)a = an(e?).

Huomataan, ettd vakio a riippuu yksiselitteisesti kyseessa olevasta esityksesté .
Saatu tulos voidaan vield ilmaista lauseen 4.27 ensimmaéisen ominaisuuden mukaisesti,
jolloin saadaan

W(ew) _ eiaG.

Homomorfismiominaisuus vaatii, ettd on oltava e’?™ = 1, miké taas tarkoittaa, etté
a =k € 7. Esitys voidaan kirjoittaa siis muodossa (5.1). O

Propositio 5.4. Olkoon 7 : U(1) — GL(V) esitys. Vektoriavaruudelle V on olemas-
sa kanta siten, ettd tdassd kannassa kaikilla g € G esitys w(g) on aina diagonaalinen.

Todistus. Jos m: U(1) — G'L(C™) on unitaarinen esitys, niin seurauslause 3.43 sanoo,
etta:

m(g) 0 0
0 9 0

me) = . 5(9) S (5.2)
0 0 r(g)

missd m; : U(l) — GL(V;) esitykset ovat redusoitumattomia esityksia. Ja seu-
rauslauseen 3.42 nojalla tiedetdédn, ettd U(1):n redusoitumattomat esitykset ovat
1-ulotteisia, joten matriisissa (5.2) voidaan merkita k = n ja saadaan:

0 9 0
mg) = . fg) S E
0 0 n(g)

missi 7;(g) = €% jollain k; € Z.
O

Huomautus 5.5. [21, Lause 2.3] Ryhmén U(1) redusoitumattomat esitykset ovat aina
unitaarisia.
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5.2 Ryhmin SU(2) redusoitumattomien unitaaristen esitys-
ten luokittelu

Kappaleessa keskitytaén nimenomaan 19ytamaan ryhméan SU(2) unitaariset redusoi-
tumattomat esitykset. Kvanttimekaniikassa vaaditaan, etta aikakehitysoperaattori on
unitaarinen eli se sailyttaa sisdtulon Hilbertin avaruudessa. Toisin sanoen mitattavat
suureet sailyvat.

Maaritelma 5.6 (Nosto- ja laskuoperaattorit). [21, Luku 8.1.2] Olkoot,

S+:5'1—|—i52:<8 é) Sle—z'52:<(1) 8)

missd S;,S_ € su(2)c. Kumpikaan operaattoreista ei ole hermiittinen tai vinoher-
miittinen, mutta ne toteuttavat:

<S+)T - (Sl + ZSQ)T - Sl - ’LSQ - S,,

(S,)T - (Sl - ZSQ)T - Sl + ZSQ - S+.
Ja samoin Lien algebran esityksien nosto- ja laskuoperaattorit toteuttavat:
71'/(5_;,_)]L = W/(Sl + iSQ)T = W’(Sl)T + W/(iSQ)T = W/(Sl) — 7T,(7:SQ) = W’(S_>,

(S =7(S) —iSy)t = 7'(S)T — 7/(i9s)" = 7'(S)) + 7' (iSs) = 7' (S,).
Propositio 5.7. Lien algebran su(2)c alkiot S; toteuttavat seuraavat kommutaatio-
relaatiot:

[Slv 52} = iSS; [SQa SS] = iSla [537 Sl] = iSQ?
[S3, 5] =—5_, [S:, 5] =28, [S5,S4]=5.
Todistus. Todistetaan laskemalla kommutaatiorelaatio [S1, S2]. Muut lasketaan sa-
malla tavalla.
1 1 }
1, 502

[51,52]: 50’ 9

—_

(01, 0]

(0102 - 0201)

(6969 )6

g N e Y Y
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]

Propositio 5.8. Olkoon iS3 € su(2)c Lien algebran su(2)c alkio. Alkio e/ €
SU(2) voidaan esittad matriisina:

0
io2ss (€7 0
¢ 0 e

Todistus. Kirjoitetaan 2% € SU(2) muodossa:

0255 _ i02kas _ o 110 B (1 0
e =e —exp<292 2<0 _1>>—exp (z@ (0 R

Ja, koska kyseessd on matriisieksponentti diagonaalimatriisille, niin lemman 2.34

nojalla pétee:
i0
925 € 0

Huomautus 5.9. [14, Luku 12] Proposition 5.8 tulos voidaan ndhdd kuvauksen
7 : U(1) = GL(C?) alkiona. T&lloin voidaan sanoa, ettd U(1) on isomorfinen su(2):m
alkion iS3:n generoiman SU(2):m aliryhmén kanssa, mikd mahdollistaa U(1):n esi-
tysteorian hyodyntamisen SU(2):n unitaaristen esitysten luokittelussa.

]

Propositio 5.10. Lien algebran su(2)c esityksen alkion 7'(Ss) ominaisarvot ovat

puolilukuja %, missa k € 7.

Todistus. Tiedetédédn, ettd X = 253 € su(2). Proposition 5.4 mukaan Lien ryhmén
esityksen alkiolle 7/(12S3) voidaan valita sopiva kanta ja, koska 6 kulkee valilla [0, 27,
voidaan periodisuuden nojalla kirjoittaa:

ek 0 .0
0k
7r(ei2953) 0 e 0
0 0 ... ¢Wkn

Lien algebran esitykselle 7’ : su(2) — gl(V') ja sen alkiolle patee méadritelmén 4.26
mukaisesti:

d

1/ _ v 0iS3
7' (125;) = dew(e ) -
et 0 .0
dl 0 €% 0
T de EP
Okn
0 0 .. € 9—0
tky 0 ... 0

0 dky ... O

0 0 .. ik,
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Nyt, koska Lien algebran esitys n’ on reaalinen lineaarikuvaus, se voidaan kompleksi-
fioida madritelmén 4.24 nojalla siten, ettd nyt 7' : su(2)c — sl(V'). Kerrotaan siis
alkiota 7'(i253) esimerkiksi kompleksiluvulla —3, jolloin saadaan:

d
m'(S5) = (")
do o
e3? 0 0
Cd| o e# 0
Cdo :
0 0 e/,
L 0
|0 b 0
0 0 ka

Ominaisarvoyhtélon [3, Mééritelma 10.1.2] nojalla diagonaalimatriisin diagonaalial-
kiot ovat sen ominaisarvot, mistd seuraa, ettd 7’(S3):n ominaisarvot ovat % [

Maéritelmé 5.11 (Paino). [21, Luku 8.1.2] Olkoon £ Lien algebran su(2)c esityksen
alkion 7/(S3) ominaisarvo. Tamé k € Z on esityksen 7 paino.

Maaéritelma 5.12 (Painoavaruus). [21, Luku 8.1.2] Olkoon esityksen 7 aliavaruus
Vi C V, joka toteuttaa ehdon:

k
veV, = 7'(Ss)v= V-

Tallaista aliavaruutta Vj, kutsutaan esityksen k-painoavaruudeksi, missa k € Z. Kaikki
taméan aliavaruuden vektorit ovat Lien algebran esityksen 7/(S3) ominaisvektoreita,

joiden ominaisarvo on g

Propositio 5.13 (Lasku- ja nosto-operaattoreiden painot). Kun mddritelma 5.12
on voimassa, niin silloin pdatee jokaiselle vy € Vj:

7 (S5)7 (S vy = (’; + 1) (S )0,

7 (Ss)' (S_)uy = (’; - 1) (S_)uy.

Todistus. Todistetaan ensimmaéinen tulos suoralla laskulla. Lasku on jalkimmaiselle
tulokselle sama etumerkki huomioiden. Tarkastellaan esitystd 7’ : su(2)c — gl(V).
Muistetaan sitten kommutaatiorelaatio [S3, Sy| = S, josta saadaan johdettua tulos
kommutaattorin avulla ja muistamalla sitten homomorfismin méaaritelma:

' (Ss)w'(S4) — 7'(S4)w'(S5) = ['(S5), 7' (4]
= m'([95, 54])
=7'(Sy).
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Ja nyt, jos operoidaan Lien algebran gl(V') alkiolla 7'(S3)7’(S;) mielivaltaiseen
vektoriin vy € V', saadaan:

) 4 [7'(S3), 7' (S)] vk
S) + 7' ([S3, S4]))vk

) + W’(Sg))vk

)

— (l; + 1| 7'(Sy)ve, kaikilla vy, € V.

]

Maaritelma 5.14 (Painoavaruuden ulottuvuus). [21, Luku 8.1.2] Painoavaruuden
ulottuvuutta dim(Vj) kutsutaan painon k kertaluvuksi esityksessé .

Maaritelma 5.15 (Maksimi- ja minimipainovektorit). [14, Luku 12] Vektoreita
Uk Uk, € V \ {0}, jotka toteuttavat

7TI(5+)'UkH = 0,

W/(S_)UkL = 0,
kutsutaan maksimi- ja minimipainovektoreiksi, joilla on suurin ja matalin paino

kg, ki € Z. Kumpikin vektoreista on Lien algebran esityksen 7’(S3) ominaisvektori.
Vektorilla v, on suurin ominaisarvo %H ja vektorilla vy, on pienin ominaisarvo %L

Lemma 5.16. Olkoon 7 : SU(2) — GL(V) ddrellisulotteinen redusoitumaton esitys,
jossa V' on kompleksinen vektoriavaruus. Olkoot vy, € V ja aliavaruus P C 'V, joka
toteuttaa:

P = spanc{vi,,, ™ (S vk, ' (S-) 0k, 7' (S_)2vp,, - -+ }- (5.3)

Tama aliavaruus P on suljettu jokaisen Lien algebran esityksen alkion ©'(X) € su(2)
toiminnan suhteen.

Todistus. Aliavaruus P on suljettu jokaisen Lien algebran esityksen alkion 7'(X) €
su(2) toiminnan suhteen, jos ja vain jos se on suljettu jokaisen kompleksifioidun Lien
algebran su(2)¢ alkion suhteen. Toisin sanoen:

' (X)pe P<in'(X)p € P, jokaiselle p € P, X € su(2).

Néytetaan, ettd P on suljettu kompleksifioidun Lien algebran suc(2) suhteen. Komplek-
sifioidun Lien algebran kanta on

su(2)c = spanc{S;, S—, Ss}.
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1. Olkoon p € P méaritelty siten, etta:
P = a1y, + aom (S )k, + - + anm (S2) Uy,

missa ag, ..., a, € C. Koska lineaarikombinaatio on méaritelty vektoriavaruu-
dessa V, siita seuraa, etta 7/(S_)p € P.

2. Lien algebran esityksen 7/(S3) tapauksessa muistetaan, etté propositio 5.13
patee, josta seuraa

7' (S3)p = 7'(S3) (vry, + 7 (S_ )y, + 7 (S_) g, + )
= 7' (S3) vk, + 7' (S3) 7' (S gy, + 7 (S5)7' (S_) gy, + - - -

k k ) k /
= o Uk + (2 - 1) T (S-) vy + (2 - 2) 7 (S_)vp,, + -

Nyt ndhdéaan, etta 7' (S3)p € P.
3. Lasketaan ensin kommutaatiorelaatio
[7'(S4), 7' (S)] = 7'([(S4), (S-)]) = 7'(2853) = 27(S3),

missd hyodynnettiin homomorfismin maéaritelmaa ja proposition 5.7 tulos-
ta. Ja méaritelmén (2.5) mukaisesti kommutaatiorelaation voi ilmaista myos
muodossa

[7'(S4), w'(S2)] = (97 (S-) = 7'(S-)7'(S4) (5.4)
= m(S)r'(S-) = 7'(S-)n'(S4) + [7'(54), '(S-)] (5.5)
=7 (S2)m'(S4) + 27 (S5). (5.6)

Ja kommutoidaan nyt 7/(S;) jokaisen 7/(S_) termin ohi kaikilla m € Z ja
hyodynnetaan véalituloksia (5.5) ja (5.6):
(ST (S ) 0y = F(S)7 (S ) (S )™y,
= (r'(S_)m'(S4) + [7'(S4), 7' (S’ (=)™ oy,
= (7'(S-)m'(S4) + 27 (S5))7' (S-)™ o,
=7/ (S)' (S (S_)" g, + 27 (S3) 7' (S_)™ Lo,
= m'(S_)(('(S-)7'(S4) + 27 (S3))7' (S-)™ iy
+ 27 (S5) 7' (S_)™ g,
= 7' (S_)27' (S )7 (S_)™ 2, + 7'(S_)27 (Ss)7' (S_)" vy,
+ 27" (S3) 7' (S_)" Ly, .
Huomataan, ettd kommutointitermien avaaminen alkaa muodostaa kaavan.

Jérjestelldan termit uudelleen siten, ettd ensimméisend on kommutointitermi,
ja jaljessa tulevat kommutoidut termit:

= m'(S_)* ' (S ) (S-)™ oy, + 27" (Ss) 7’ (S-)™ Lo,
+ 7'(S_)21' (S3) 7' (S_ )" 2wy, .
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Termien kommutointia voidaan jatkaa m kertaa, ja koska maéritelman 5.15
mukaan patee, ettd maksimaalinen painovektori kumoaa ensimmaisen termin,
voidaan muodostaa darellinen summa:

m—1

7' (S_)7 27 (Ss)7' (S_)™ Ty,

o

.
[y

3

7' (S_)" 127" (S3) 7 (S_ Y g,

Il
o

J
Muistetaan sitten proposition 5.13 toinen tulos, jolloin saadaan:

= 5w (-5 e,

"(S2)™ T (kg — 25)7 (S ) vk,

I
3

Siis 7'(Sy)p € P.
[

Huomautus 5.17. Jokainen Lien ryhmén esityksen alkio 7(g) voidaan esittdd Lien
algebran esityksen alkioiden 7/(X) summana.

Lemma 5.18. Kaikille g € SU(2) on olemassa X € su(2) siten, ettd pdtee:

1 1
m(g)=T+7"(X)+ Eﬂ',(Xf + gﬂ',(X)?) + ..
Todistus. Lauseen 4.27 1. ominaisuuden ja lemma 4.20 nojalla voidaan kirjoittaa:
n(g) = w(e¥) = &),

Hyo6dynnetaan sitten eksponenttifunktion Taylorin sarjakehitelmaa:

1 / k
=2 g7 X)
= k!
Lo Yoo b iz 0 b iiys
:aﬂ'(X) —|—E7T(X) +57T(X) +§7T(X) + ...

Kun kéytetadn tietoa, ettd matriisi eksponenttiin 0 on identiteettimatriisi ja 0! on 1,

saadaan

1
=1+ (X)+ 57T’(X)2 + =7 (X)) 4 ..
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Lemma 5.19. Jokainen ryhman SU(2) ddrellisulotteinen redusoitumaton esitys
votdaan virittda operotmalla laskuoperaatorilla maksimipainovektoriin vy, .

Todistus. Olkoot g € SU(2) ja X € su(2)c. Tarkastellaan esitysta = : SU(2) —
GL(V). Aliavaruus P C V on madritelman (5.3) mukainen. Sitten lemman 5.18
nojalla saadaan kaikille p € P:

(g)p = (1[ b r(X) 4+ 21!7#()()2 + ;ﬁ'(X)?) + ...>p.

Lemma 5.16 osoittaa, ettd P on suljettu jokaisen Lien algebran su(2)c esityksen alkion
toiminnan alla, jolloin my6s m(g)p € P. P on siis suljettu esityksen m(g) toiminnan
alla kaikilla g € SU(2). Télloin P on V:n aliesitys, ja koska V' on redusoitumaton ja
P # {0}, on oltava P = V. O

Lause 5.20 (Maksimaalinen paino). Ryhmdn SU(2) ddrellisulotteisilla esityksilld
on kokonaislukupainot muotoa

-n,—n+2,....n—2,n,

missd jokaisen painon kertaluku on 1 ja n, eli redusoitumattoman esityksen ulottuvuus,
on maksimaalinen paino.

Todistus. Lemma 5.19 osoittaa, etta jokainen aarellisulotteinen redusoitumaton
SU(2):n esitys voidaan virittaa operoimalla laskuoperaattorilla maksimipainovekto-
riin vy, . Télloin lemman 5.16 perusteella tiedetaén, ettd painot ovat:

m—1
> ky—2j=ky+ (kg —2) 4+ (kp +4) + (kr +2) + ki (5.7)
j=0

Painojen kertaluku on 1. Yhtalossa (5.7) kg — kz, on parillinen luku. Nyt, jos V' = C™,
niin on olemassa n erillista painoa, silld jokaisen painon n kertaluku on 1. Jos n =1,
silloin ainoa mahdollinen redusoitumaton esitys on triviaaliesitys m(g) = 1, koska
vektoriavaruuden V' virittaa talloin vain yksi vektori. Toisin sanoen, jos v € V, niin
talloin vektori v on sekd maksimi- ettd minimipainovektori. Siis méaritelmén 5.15
mukaisesti 7'(Sy)v = 7'(S_)v = 0. Tésté seuraa myos:

(S)v = ;[w'(sg, (S ) = ;[o, 0Jv = 0.

Ja, koska S, S_,S3 € su(2)c ovat Lien algebran alkioita, niin silloin lauseen 4.27 1.
ominaisuuden perusteella pitee kaikille X € su(2)¢:

m(eX) =" =l = 1.

Nyt voidaan todistaa, ettd mille tahansa redusoitumattomalle esitykselle 7 : SU(2) —
GL(C") pétee:

det(g) =1, kaikilla g € SU(2).
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Esimerkki 3.25 osoittaa, ettd determinanttikuvaus det : GL(V) — C = GL(C)
on itsessddn esitys. Lisdksi, jos muodostetaan yhdistetty funktio determinantin ja
esityksen 7 avulla, saadaan:

(deto ) : SU(2) & GL(C") % GL(C).

Ja, koska kaikki yksiulotteiset redusoitumattomat SU(2):n esitykset ovat triviaaleja
[14, Luku 13], on todistettu, etti pétee 7(g) = 1. Nyt, olkoon e??5 € SU(2) alkio
ryhmésséd SU(2) ja 7 : SU(2) — GL(C™) redusoitumaton esitys. Télloin patee:

ekt 0 0 0
0 eku=20 0 :
7_[_(61‘6’253) —
: : Lokt
0 0 0 etkrd
Ja, koska det 7(e®2%) = 1, silloin painojen summan tulee olla 0. Painojen k; = —n

ja kg = n on siis oltava:

—n,—n—+2,...,n—2,n.

5.3 Ryhméan SU(2) Spin 1 -esitys

Madéritelma 5.21 (Zeemanin kanta). [14, Luku 13] Olkoon V' kaksiulotteinen
vektoriavaruus. Talloin lauseen 5.20 mukaan kg = 2. Zeemanin kanta on muotoa:

Z = span{\/éw, 7' (S_)vg, \}577',(5_)21)2}.

Zeemanin kannan ominaisvektorit z; voidaan kirjoittaa seuraavasti:

1 0 0

21 =V20= 0], 2= (S vy = [1|, z=-—=7(S_)*vy;= |0
0 0 V2 1

Propositio 5.22. Alkiot 7'(S3), 7' (S_), 7'(Sy) € gl(C?) voidaan kirjoittaa Zeemanin
kannassa:

0O 0 0 0 v2 0
;o T(S)=1v2 0 0o, ©SH)=10 0 V2
-1 0 V2 0 0 0 0

Todistus. Todistetaan ratkaisemalla matriisit 7/(S3) ja 7/(S5). Matriisi 7/(S_) laske-
taan samalla tavalla. Nyt, koska ryhmén SU(2) ulottuvuus on 3 ja painoavaruuden

10
W/(Sg) =10 0
0 0



46

ulottuvuus on n = 2, saadaan 7'(.S3) muodostettua lauseen 5.20 nojalla:

’iT/(Sg) =

3
ON"I (a]

N}
w‘zl o O
N~

Il
O O = O OoONn O OoOwn3
o OO N
OM‘IO
[N}
Lo o
;/

0
0 1.
-1

Ratkaistaan seuraavaksi 7/(S, ). Zeemanin kannan ominaisvektorit ovat méaritelman
5.21 mukaiset z;,7 € {1,2,3}. Siis jokainen 7’(S; ):n sarake voidaan laskea erikseen.
Lasketaan alkuun kaksi hyodyllista aputulosta lemman 5.16 avulla:

1-1 0

(ST (S) e =D (2 =2 0)7"(S2) g =D (2)7'(S2) s = 2+ Lug = 20,

' (Sp)' (S-) vy = 2(2 =27 (S-) e = ((2-2-0) + (2= 2 )7 (S- v
= 277',(5_)’02

Ratkaistaan sitten 7'(S; ):n sarakkeet muistaen méadritelma 5.15:
7T/<S+)Zl = 7TI(S+)\/§U2 = \/§7T/(5+)U2 = O,
7T/<S+)ZQ = 7T/(S+)7T/<S,>U2 = 21}2 = \/5?1)1,

1 / 1 / /
ﬁﬂ' (S_)vy = ﬁﬂ' (S (S-)vy
1 2v/2
—= 72 ! S_ 2 —_ —F — 2 .
\/5 7T( ) (%) (\/§)2UJQ \/_’u)g

7 (S4)z = 7'(S5)

Siis,

O

Propositio 5.23. Ryhmdn SU(2) Spin 1 -esitykselle voidaan kirjoittaa Lien algebran
esitys m' siten, ettd

1 i

0 v 0 -7 0 10 0
TS)=|u 0 Gl TE=|7 0 | mS)=[00 0
1 i o
0 5 0 0 & 0 00 —1



47

Todistus. Todistetaan samoin kuin edelld. Ratkaistaan siis matriisi 7/(S;) € gl(C?)
sarake kerrallaan. Lineaarikuvaus S; € su(2)¢ voidaan kirjoittaa nosto- ja laskuope-
raattorien avulla seuraavasti:

1
S1= (S +5-).

Ryhmahomomorfismin méaritelmaa 3.18, maksimipainovektorin maéritelméa 5.15 ja
Zeemanin kantaa 5.21 hyodyntden voidaan ratkaista alkion 7’(S7) sarakkeet:

7'(S1)z = 7r’(;(54r +S_))z = ﬂ'(;(&r + S_)V 2w,

s+ SV = L@ (S + (S )

N
= —7m' (S )vy = 7

2 s
7(Sh)z = w'(;(& 45 V)= w'(;(& + S ) (S )vs

292,

= J(S4) + (S )0(S Jor = 5(w'(S, ) (S Yo+ 7'(S)Pe)
1 1 1
= 5(\/521 +V2z) = ﬁzl + ﬁzi’n

1 1

' (S1)zs = ”/(§(S+ +8-))zs =7'(5(S4 + Sf))ﬁﬂ(Sf)QUz
1
7o (™ (54) + m'(S2))' (S-)*vs

= —(7'(S)7'(S_)%vy 4+ 7' (S_)30s).

2\/5((+)( )7z + ' (S-) )

Huomataan, etta viimeisen termin potenssi ylittaa painoavaruuden ulottuvuuden
n =2 < 3, jolloin 7'(S_)3vy = 0. Hyodynnetiin vieli propositiossa 5.22 ratkaistua
ensimmaista aputulosta, jolloin saadaan:

(S Yup = \}iw'(sm _

DN | —

%

29.

Sl

1 o/
= —=27
2v/2
Siis,

W/(Sl) =

og o
S o9
o% ©

6 Kvanttimekaaninen spin

Tama kappale on hieman erilainen aiempiin verrattuna. Lahestymme johtopaatos-
ta kvanttimekaanisesta spinista konseptuaalisesti, silla tasmaéllinen todistus vaatisi
algebrallisen topologian tyokalujen kayttoa [10]. Kappaleen todistukset ovat inspiroi-
tuneet viitteistd [14, Kappale 15] ja [9, Kappale 1].
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6.1 Ryhmien SO(3) ja SU(2) yhteys
Lemma 6.1. Olkoon 7 : SU(2) — SO(3) kuvaus, joka on mddritelty siten, ettd

(P X) = I E) A

?

missi 6 € R3 ja X = (X1, Xo, X3) mddritelmasta 4.18. Tama kuvaus m on homo-
morfismi.

Todistus. Naytetaan, etta kuvaus 7 toteuttaa homomorfismin ominaisuuden. Olkoot
01,05 € R? ja X1, Xy € su(2). Hyddynnetiin Baker-Cambell-Hausdorff-kaavaa [2],
silla matriisit X, Xy eivat kommutoi. Nyt saadaan:

691'X1 692'X2) 661'X1+92-X2+%[91~X1,02-X2]+1—12[91~X1,[01-X1,92~X2}]+1—12[02-X2,[62'X2,91~X1]]+~~-)'

m( = m(
Muistetaan nyt lause 4.25, jolloin voidaan hyodyntaa so(3):n mielenkiintoista ominai-
suutta. On olemassa kertoimet «a, 3,7 € C, jolloin s0(3):n Baker-Cambell-Hausdorff-
sarjasta tulee ddrellinen [5, Lause 2.1]. Nyt saadaan:

_ 7T<€a(91'X1)+5(92'X2)+’Y[91'X1’92'X2]>.
Hyodynnetdaan seuraavaksi lauseen 4.27 1., 3. ja 4. ominaisuutta, mika johtaa valitu-
loksiin:

— eﬂ/(a(el-X1))+TF/(5(92-X2))+7T/(')/[91-X1,92-X2])

— 0017 (X1) 48027 (X2)+7[01-7' (X1),02-7' (X2)]

Lopuksi hyodynnetaan kdanteisesti lausetta 4.25 ja palataan takaisin aarettoméan
Baker-Cambell-Hausdorff-sarjaan [2]. Ja, jos vield kerran kédytetaan lauseen 4.27 1.
ominaisuutta, saadaan:

_ 691-W’(X1)+92-W/(X2)+[91-W'(Xl)ﬁ?TF’(X?)H“'
_ 691-77’(X1)692-7r’(X2)

= W(eel'Xl)w(e(’?'XQ).

O

Huomautus 6.2. Lemman 6.1 kuvaus 7 ei ole injektio, vaan ainoastaan homomorfismi.

Lemma 6.3. Olkoon ¥ € R3 wvektori, joka sisdltii komponentit x,y,z. Olkoon
7 = (01,09,03) vektori, joka sisdltia kaikki mddritelman 2.25 Paulin matriisit.
Homomorfismi 7 : SU(2) — SO(3) voidaan esittad myos muodossa:

(m(9)%) -6 =g(%-3)g™", kaikilla g € SU(2).

Todistus. Néytetdan, ettd konjugoimalla matriisia (Z-&) tuloksena on SO(3):n matrii-
si. Tehdddn konjugointi matriisin g = €205 € SU(2) suhteen, silli periaate on sama
Si:lle ja Sy:lle. Mainitaan, ettd Sy, Sy € su(2)c eivit ole diagonaalimatriiseja, joten
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niita ei voi suoraan eksponentioida. Ne tulee siis diagonalisoida ennen konjugointia.
Aloitetaan SO(3):n alkion ratkaiseminen laskemalla pistetulo:

- =

-0 =x01+ Yoy + 203

0 1 n 0 —i n 1 0
1o/ o)\ 1
_ z T — 1y
4wy -z )7
Koska SU(2):n matriisit ovat unitaarisia, voidaan hyodyntaa maaritelmaa 2.28, jolloin
saadaan:
i0 ~ if -1
S oo o1 e 0 z T—1y)\ (€ 0
g(@- o)y = <0 e_w) (x—l—iy —2z ) <0 e_w)
(7 0 2 x—iy\ (9 0 f
N0 e ) \ovt+iy —z 0 e
z  x—iy) (e 0
O _i r+iy —z 0 e¥
e (x —iy)\ (e 0
(z + iy) e (—z 0 e

(x +iy) *19619( 2)

210 (x _ @y)

Ja Eulerin lause [3] sanoo:

)
9 —19 €i9620(flf - Zy))

e =cosx +isinz,

jolloin saatu matriisi voidaan kirjoittaa muodossa:
[z a
S \b =2z’

a = (zcos(20) + ysin(20)) — i(—xsin(20) + y cos(260)),
b= (xcos(20) + ysin(20)) + i(—z sin(26) + y cos(26)).

missa

Pilkotaan saatu lineaarikuvaus Paulin matriiseihin 2.25:
_ (b0 + (—xsin(20) + y cos(260)) 0 + (x cos(20) + ysin(26)) 01
0 -1 v 0 10
= z03 + (—xsin(260) + y cos(20))os + (x cos(20) + y sin(26))oy
cos(20) sin(20) 0\ [z
( —sin(20) cos(20) 0] [y ) - 0.
0 0 1) \z
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Ja, jos muistetaan lemma 4.20 ja huomautus 4.21, voidaan saatu tulos ilmaista
muodossa:

= (237 . G
Ja hyodynnetaén sitten lemmaa 6.1, jolloin saadaan:
= (n(e®9)7) . &

— (n(9)3) - .

Seurauslause 6.4. Lemman 6.1 homomorfismille m pdtee:

m(—g) =7(g), g€ SU2).

Todistus. Olkoon 7(—g) € SO(3) alkio ryhméssd SO(3). Konjugoidaan téata alkiota
lemman 6.3 mukaisesti, jolloin siitd seuraa:

m(—9)Z = (—g)(Z- &)(—g) "
= (=1)g(z-d)(-1)g"
= (=1)%(Z-7)g™"
=g(Z-3)g"
= m(g)T.

]

Huomautus 6.5. Seurauslause 6.4 osoittaa, ettd homomorfismi = : SU(2) — SO(3)
on kahdesta yhteen kuvaus.

6.2 Ryhmi SO(3) topologisena avaruutena
Hahmotellaan nyt topologisesti ja visuaalisesti, millainen avaruus SO(3) on.

Maaritelma 6.6 (Kuvausten homotopia). [19, Mééritelmé 21.1] Olkoot (X, J) ja
(Y, J") topologisia avaruuksia. Olkoot f,h: X — Y jatkuvia kuvauksia. Sanotaan,
ettd f on homotooppinen h:n kanssa, jos on olemassa sellainen jatkuva kuvaus
p: X xI =Y, ettd p(z,0) = f(x) ja p(z,1) = h(x) kaikilla € X. T&lloin
merkitddn f ~ h ja myos p : f ~ h. Kuvausta p kutsutaan homotopiaksi, joka
yhdistaa funktion f funktioon h.

Maaritelma 6.7 (Polkuhomotopia). [19, Méaaritelméa 22.1] Tarkastellaan polkujen
s : I — Y homotopioita. Pidetaén paétepisteet homotopian aikana paikoillaan, toisin
sanoen tarkastellaan homotopioita joukon {0, 1} suhteen. Tata voidaan merkita rel
{0,1}. Sanotaan, etta polku s on polkuhomotooppinen polun [ kanssa, jos s ~ [ rel
{0,1}. Talloin merkitddn s ~ [. Jos K : s ~ [ rel {0, 1}, merkitaan lyhyesti K : s ~ .

Polkuhomotopia K : s ~ [ merkitsee siis sité, ettd K : [ x I — X on jatkuva
kuvaus, jolla on seuraavat ominaisuudet kaikilla a,t € I:
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1. K(a,0) = s(a),
2. K(a,1) = l(a),
3. K(0,¢) = 5(0) = 1(0),
4. K(1,t) = s(1) = (1)

Téssé on merkitty a:lla polkuparametria ja ¢:114 homotopiaparametria. Siis K kuvaa
nelion I x I pystysivut pisteisiin s(0) ja s(1). Nelion alasivulla K = s ja ylasivulla
K = [, kun ajatellaan yksikkovalin I viedyksi néille sivuille. Kysymys siité, onko
s ~ [, johtaa viela jatko-ongelmaan: Nelion reunalla annettu kuvaus on laajennattava
koko nelion I x I jatkuvaksi kuvaukseksi.

Maaritelma 6.8 (Nollahomotooppinen). [19, Mééritelmé 21.1] Jos f: X — Y on
homotooppinen vakiokuvauksen ¢x kanssa, sanotaan, ettd f on nollahomotooppinen.
Voidaan myos sanoa, ettd kuvaus f on kutistuva ja merkita f ~ 0.

Huomautus 6.9. Jatkossa kaytetdan nollahomotooppisesta polkuhomotopiasta kuvai-
lempaa termia kutistuva polku visuaalisen hahmottamisen vuoksi.

Maaritelma 6.10 (Kantapiste ja kantapisteavaruus). [19, Maaritelmé 21.7] Jos
xo € X, paria (X, xo) sanotaan kantapisteavaruudeksi. Pistetta xy sanotaan (X, zg):m
kantapisteeksi. Siis kantapisteavaruus on avaruus, jossa yksi piste on erikoisasemassa.

Maaritelma 6.11 (Joukko Q(X, zp)). [19, Mééritelma 23.1] Tarkastellaan kanta-
pisteavaruutta (X, zo). Joukon Q(X, zg) alkiot ovat silmukoita s : I — X, joilla
s(0)=s(1) = zg. Jos s,l € Q(X, zp), niin kompositio sl on aina mééritelty.

Madsritelma 6.12 (Kierto). [14, Luku 15] Olkoon #H3 3-ulotteinen Hilbertin avaruus.
Téassda Hz on R3:n yksikképallo S?. Jokainen kierto on mééritelty kiertokulman
a € [0, 7] ja yksikk6vektorin 4 € Hsz avulla. Sen vuoksi on mahdollista maaritella
kierto vektorina au. Kuvassa 1 tétd on visuaalisesti havainnollistettu.

o,

Kuva 1: Jokainen kierto voidaan méarittda kulman « ja yksikkovektorin « avulla tai
vastaavasti vektorin ¢ ja sen pituuden |a| avulla.

Huomautus 6.13. [14, Luku 15] Vektori ¥, joiden pituus on 7, eivit ole yksikésit-
teisid. Kierto m:n verran yksikkovektorin @ ympari on sama kierto kuin 7:n verran
yksikkovektorin —u ympari. Kierrot w4 ja —7u vastaavat siis samaa kiertoa.
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Maiéritelmé 6.14 (Antipodipiste). [14, Luku 15] Olkoon S? C R? yksikképallo ja
x,y € S? kaksi pistettd talli pallolla. Sanotaan, etti  ja y ovat antipodipisteiti, jos
ne ovat pallon halkaisijan d paatepisteita.

Maiaritelmi 6.15 (Reaalinen projektiivinen n-avaruus). [10, Esimerkki 0.4] Olkoon
R"*! euklidinen avaruus. Sanotaan, etti avaruuden R"*! reaalinen projektiivinen
n-avaruus on kaikkien origon lapi kulkevien suorien joukko. Jokaiselle téllaiselle
suoralle voidaan valita virittdja v # 0 avaruudessa R™™'. Tamé vektori v # 0 on
yksikasitteinen skalaarilla kertomiseen saakka. Reaalista projektiivista n-avaruutta
merkitddn RP™. Toisinaan sanotaan lyhyesti projektiviinen avaruus, jos ulottuvuus
ja avaruuden laatu on tuttu asiayhteydesta.

Maéritelmé 6.16 (Tekijaavaruus). [10, Esimerkki 0.4] Olkoon R™™!\ {0} euklidi-
nen avaruus, josta on poistettu origo. Olkoon v € R™*! vektori téssd avaruudessa.
Mééritelldan ekvivalenssirelaatio v ~ Av, jos A € R\ {0}. Vektorien v pituus voidaan
maarita olemaan 1, jolloin sanotaan, ettda RP™ on tekijdavaruus. Talloin merkitdan:

Sn/(v ~ _U)a

missd pallon antipodipisteet maaritetaan olemaan sama piste. Tekijaavaruus S™/ ~ on
homeomorfinen projektiivisen n-avaruuden RP™:n kanssa, jolloin merkitain RP" ~

S/~

Esimerkki 6.17. Rotaatioryhmé SO(3) on homeomorfinen tekijaavaruuden RP?
kanssa. Toisin sanoen SO(3) ~ RP3. Kuvassa 2 tdima homeomorfismi on kuvattu
visuaalisesti. SO(3) on siis 3-kiekko, jonka antipodipisteet on liimattu yhteen. Talloin
namé antipodipisteet ovat sama piste, jolloin niiden etéisyys suljetulla kuulalla on 0.

Kuva 2: Jokainen SO(3):n alkio voidaan kuvata yksikésitteisesti m-siteiselld suljetulla
kuulalla huomioiden antipodipisteet. Kuvassa piste A merkitsee siis samaa pistetta.

Maéritelma 6.18 (Perusryhmad). [19, Madritelma 23.3] Polkuhomotopia ~ on
ekvivalenssirelaatio joukossa (X, xzo). Merkitdaan vastaavaa tekijajoukkoa

7T1(X,l‘0) = Q(X, ZE())/ ~ .
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Joukon 7 (X, z¢) alkiot ovat polkuhomotopialuokkia s, missa s € Q(X, zg). Luokkien
5 ja [ komposition 5! muodostaminen on laskututoimitus joukossa (X, x0). Sanotaan,
ettd ryhma (X, zg) on kantapisteavaruuden (X, zg) perusryhmé eli ensimméinen
homotopiaryhmé.

Huomautus 6.19. [19, Esimerkki 25.5] Perusryhmé 7 (X, x¢) ei aina ole vaihdannainen
ryhmé, toisin sanoen, jos s, [ € Q(X, xy), on mahdollista, ettéd polkuhomotopialuokkien
s, 1 kompositio ei ole vaihdannainen sl # [s.

Huomautus 6.20. [19, Seuraus 23.7] Jos avaruus X on polkuyhteniinen, sen perusryh-
mé 71 (X, zp) on isomorfiaa vaille riippumaton kantapisteen x, valinnasta. Merkitaan
siis tésta lahtien perusryhméé vain m (X).

Esimerkki 6.21 (SO(3) ~ RP3:n perusryhmé). Rotaatioryhmén SO(3):n perus-
ryhmé 7 (SO(3)) on {, a}. Kirjoitetaan ryhmélle ({¢,a}, +) laskutoimitustaulu:

+ |t a
Lt oa (6.1)
ala

Taulusta (6.1) voidaan tunnistaa, etté se vastaa ryhmén (Zy,+) laskutoimitustaulua,
joka on:

0 1
0 1
1 0

— O+

Rotaatioryhmén SO(3) perusryhmé on siis Zs eli w1 (X, zg) = 71 (SO(3)) = m (RP?) =
Ls.

Huomautus 6.22. Ryhméan SU(2) perusryhmé on triviaaliryhmé, toisin sanoen
m(SU(2)) = {0}. Lien ryhmien isomorfismit ovat sileitd bijektiivisia kuvauksia
eli erityisesti jatkuvia bijektioita. Maaritelméan 2.14 mukaisesti ne ovat homeomorfis-
meja. Perusryhmé siilyy homeomorfisissa kuvauksissa, joten SU(2) ja SO(3) eivit
ole homeomorfisia, eiviatka siten isomorfisia.

Esimerkki 6.23 (Ryhmén SO(3) kutistumaton ja kutistuva polku). Ryhmén SO(3)
perusryhmé m1(SO(3)) = Zy on jadnnosluokkien modulo 2 ryhmé, kuten esimerkissé
6.21 huomattiin. Sen seurauksena, jos kuljetaan kutistumatonta 27-pituista polkua
kerran, huomataan, etta téata polkua ei voida jatkuvasti kutistaa yhteen pisteeseen.
Tilannetta on hahmoteltu kuvassa 3. Jos taas 27-pituinen polku kuljetaan lapi kaksi
kertaa, tdma 4m-pituinen polku on mahdollista kutistaa jatkuvasti yhteen pisteeseen.
Tilanne on kuvattuna kuvassa 4.
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X/

A

Kuva 3: Ryhméan SO(3) suoraa 2m-pituista origon lapi kulkevaa polkua ei voidaa
jatkuvasti kutistaa yhteen pisteeseen. Polun léhtopiste on origossa, ja se jatkaa
kulkuaan pisteeseen A padtyen pallon toiselle puolelle, jolloin se palaa takaisin
lahtopisteeseensa.

B
A A A
s B
B
B
A A B A

Kuva 4: Luetaan kuvaa vasemmalta oikealle. Jos 4m-pituinen polku hajotetaan
kahteen osaan, saadaan kaksi antipodipistetta A ja B. Seuraavaksi pistettd B tuodaan
lahemmaéksi pistettd A. Piste B kuljetetaan infinitesimaalisen ldhelle pistetta A,
jolloin paadytaan kaikista oikeimman puoleisen kuvan tilanteeseen.

6.3 Ryhmi SU(2) on SO(3):n universaali peite

Maésritelmé 6.24 (Yhdesti yhtendinen avaruus). [19, Méaaritelmé 23.9] Olkoon X
topologinen avaruus. Sanotaan, etta X on yhdesti yhtenainen, jos X on polkuyhte-
néinen ja, jos sen perusryhmé on m(X) = {0}.

Esimerkki 6.25. Rotaatioryhmé SO(3) on polkuyhtendinen, mutta se ei ole yhdesti
yhtendinen avaruus. Kun taas ryhmé SU(2) on yhdesti yhtenéinen, koska se on
polkuyhtendinen ja sen perusryhma on triviaali, kuten huomautuksessa 6.22 todettiin.
Lisiksi SU(2) on homeomorfinen yksikkopallon S® C R* kanssa [13, Lause 2.72].

Maééritelmé 6.26 (Peitekuvaus ja peiteympéristo). [19, Madritelma 24.1] Kuvaus
p: X — X on peitekuvaus, jos

1. p on surjektio,

2. jokaisella z € X on sellainen ympéristé U, ettd p~tU voidaan lausua muodossa
p U = U{V; : j € J}, jossa joukot V; ovat erillisid ja avoimia, ja p kuvaa
jokaisen Vj:n homeomorfisesti U:lle. Sanotaan, etta U on z:n peiteympéristo
p:n suhteen.
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Maaritelma 6.27 (Universaali peite). [10, Luku 1.3] Jos x:n peiteymparisto U p:n
suhteen on yhdesti yhtendinen, sanotaan, ettd U on x:n universaali peite.

Esimerkki 6.28. Lemman 6.1 homomorfismi 7 : SU(2) — SO(3) toteuttaa peiteku-
vauksen mééritelmén 6.26, ja koska SU(2) on yhdesti yhtendinen, SU(2) on SO(3):n
universaali peite. Liséksi, seurauslause 6.4 osoitti, ettd kuvaus m on kahdesta yhteen
kuvaus. Téll6in my6s sanotaan, ettd SU(2) on SO(3):n kaksoispeite.

Propositio 6.29. Ryhmdn SO(3) unitaaristen redusoitumattomien esitysten ulottu-
VUUS N on pariton.

Todistus. Lauseen 5.20 perusteella tiedetddn, ettd ryhmalla SU(2) on tasan yksi
redusoitumaton esitys yhta ulottuvuutta n kohti. Koska SU(2) on SO(3):n kaksois-
peite, todistetaan, ettd SO(3):1la on redusoitumattomia esityksia vain parittomissa
ulottuvuuksissa. Taulukossa 1 on kirjattu ryhméan SU(2) eri ulottuvuuksien n spin.

Taulukko 1: Eri ulottuvuuksien spin
’ Ulottuvuus ‘ Spin ‘

1 0
2 2
3 1
4 2
5 2

Olkoon 7 : SO(3) — GL(V) esitys. Muistetaan, etté esitys m kuvaa identiteet-
tielementin n X n-identiteettimatriisille. Maaritelman 3.24 mukaisesti voidaan siis
kirjoittaa:

m(A) =7m(Aol) =7n(A)m(D).
Olkoon ¢ : SU(2) — SO(3) peitekuvaus, jolle patee:
p(£laxa) = I3x3.

Jos ryhmén SO(3) redusoitumaton esitys on 7 ja, jos muodostetaan yhdistetty
funktio €2, voidaan maéaritella:

Q: SU(2) — SO(3) — GL(V),
Q=mo Pp.

Tamaé uusi funktio €2 on itse asiassa redusoitumaton esitys, jolle péatee:

Q<:|:]12><2) = Tpxn © QD(ZHIQXZ) = ]Inxn- (62)
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Ja proposition 5.8 perusteella esityksen Q44 : SU(2) — GL(C?) alkio voidaan
kirjoittaa muodossa:

etiz? 0 0 0
Q efis 0\ | 0 efi? 0 0
YAV o0 e | o 0 e’z 0
0 0 0 ez
ja samalla tavalla, kun Q5.5 : SU(2) — GL(C?):
et 0 0 0 0
TR 0 e 0 0 0
Qs o=l 0 0 1 0 0
0 e 0 0 0 e o0
0 0 0 0 e

Jos asetetaan 6 = 27, niin Eulerin lauseen [3] nojalla saadaan tuloksena matriisit:

-1 0 0 0
Q -1 0\ [0 -1 0 o0
alo =1/ 10 0o =1 0
0 0 0 -1

10000

10 01000

QS><50_1:O()100

00010

0000 1

Havaitaan, etté parillisessa ulottuvuudessa esitys €2 kuvaa negatiivisen identiteetin
negatiiviseksi identiteetiksi. Ta4mé on ristiriidassa yhtalon (6.2) kanssa. Paritto-
massa ulottuvuudessa esitys (2 kuvaa negatiivisen identiteetin —I5.o positiiviseksi,
joten ryhmaélla SO(3) voi olla redusoitumattomia esityksié ainoastaan parittomissa
ulottuvuuksissa. O

Huomautus 6.30. Vaikka propositio 6.29 pitdaakin paikkaansa, se ei ole koko totuus.
Ryhmaélla SO(3) voi olla redusoitumattomia esityksid vain parittomissa ulottuvuuk-
sissa n, mutta silld on jokaisessa ulottuvuudessa projektiivisia unitaarisia esityksia.

Kuvassa 5 on kuvattuna SO(3):n peiteavaruus SU(2) kahtena kolmiulotteisena
yksikkokuulana. Huomioitavaa on, ettd kuvassa 5 esiintyvit punaiset nuolet eivat
viittaa varsinaisiin kuvauksiin, vaan nuolet toimivat sen havainnollistamisena, etta
voidaksemme tarkastella SO(3):n unitaarisia redusoitumattomia esityksia téytyy
meidéan tehda tarkastelu SO(3):n peiteavaruudessa SU(2).

Kuvassa 6 taas on kuvattuna ei-kutistuva polku eli origon lapi kulkeva 27-pituinen
suora polku seka SO(3):ssa sekéd sen kaksoispeitteessd SU(2). Kun polku on 27-
mittainen, peiteavaruudessa SU (2) 14ht6- ja padtepiste eivit vastaa toisiaan. Kuvassa
7 on havainnollistettu origon lapi kulkevaa 4m-pituista polkua ryhméssa SO(3) ja
sen peiteavaruudessa SU(2).
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Kuva 5: SU(2) on SO(3):m universaali kaksoispeite. SU(2) on topologisesti kaksi
kolmiulotteista yksikkokuulaa liimattuna toisiinsa niiden reunoista. Se vastaa topolo-
gisesti yksikképalloa S? C R*.

=

I

Kuva 6: Vihreélla on kuvattuna origon lapi kulkeva 27-pituinen suora polku ryh-
méssd SO(3) ja SO(3):m ylédpuolella ryhméssa SU(2). Havaitaan, ettd piste ei palaa
lahtopaikkaansa ryhmén SO(3) peiteavaruudessa.

Kuva 7: Vahvennetulla vihreélla on kuvattuna origon lapi kulkeva 4r-pituinen polku
ryhméssia SO(3) ja vihredlld peiteavaruudessa SU(2). Nyt havaitaan, etté piste palaa
ldhtopaikkaansa SU(2):ssa.

6.4 SO(3):n projektiiviset unitaariset esitykset

Maéritelma 6.31 (Kuvauksen nosto). [19, Mééritelma 24.4] Tarkastellaan topo-
logisia avaruuksia X,Y,Z. Olkoot g : X — Y ja f : Z — Y jatkuvia kuvauksia.
Sanotaan, ettd jatkuva kuvaus f : Z — X on fn nosto, jos go f = f eli kaavio (6.3)
kommutoi:



o8

N

Z—>Y

Nimitys nosto tulee siitd, ettd kaaviossa (6.3) on kaytédntona sijoittaa avaruus X
avaruuden Y ylapuolelle.

Masritelmé 6.32 (Projektiivinen unitaarinen esitys). [8, Luku 3.1.1] Tarkastellaan
ryhméd G. Olkoon ¢ : G x G — C\ {0} funktio, jolle patee |c| = 1 kaikilla g,h € G.
Sanotaan, ettd kuvaus P : G — U(V) on projektiivinen esitys, jos se toteuttaa
kaikilla g, h € G:

P(g)P(h) = c(g, h)P(gh).

Huomautus 6.33. Jatkossa merkitaan P : G — PU(V). Siten korostetaan, etté
kyseessa on projektiivinen unitaarinen esitys.

Huomautus 6.34. Projektiivinen esitys P on tavallinen esitys, jos kaikilla g, h € G
pétee ¢(g, h) = 1.

Projektiivinen esitys ei siis ole varsinainen esitys. Jos halutaan luokitella kaikki
SO(3):m projektiiviset unitaariset esitykset, voidaan hyodyntéa esimerkin 6.28 tietoa,
ettd ryhma SU(2) on ryhmén SO(3) universaali peite. Olkoon g € SU(2). Olkoot
7 : SO(3) — PU(n) projektiivinen esitys ja m : SU(2) — SO(3) peitekuvaus.
Muodostetaan yhdistetty funktio 7(g) siten, etta:

SU(2) 5 SO(3) & PU(n),
jolle péatee:
7(9) = (mom)(g) =7(n(g)), kaikilla g € SU(2). (6.4)

Taméa yhdistetty funktio 7(g) on siis SU(2):n projektiivinen, unitaarinen esitys. Kui-
tenkin, edelleen tarkastelussa olevat esitykset ovat projektiivisia. Olisi toivottavaa,
etta voitaisiin tarkastella tavanomaisia unitaarisia esityksié, silld niiden ominai-
suudet ovat paremmin tunnettuja. Tahan ratkaisuna on matemaatikko Valentine
Bargmannin (1908-1989) lause vuodelta 1964. [16]

Masritelmé 6.35 (Bargmannin lause). [16] Olkoon G polkuyhtenéinen ja yhdesti
yhtendinen &darellisulotteinen Lien ryhma ja siten, etta sen toinen kohomologiaryhma
on triviaali, tarkoittaen H?(g,R) = {0}. Silloin jokaisella projektiivisella unitaarisella
esitykselld U : G — PU(V) on olemassa nosto unitaariselle esitykselle U : G — U(V).

Huomautus 6.36. Téassa tyossé ei méaritella kohomologiaryhméaa H tarkemmin, koska
tassa tapauksessa voidaan 10ytaa funktio A : SU(2) — C siten, ettd g — A(g)P(g)
on unitaarinen esitys. Olkoot g, h € SU(2). Nyt pétee:

Mgh)

c(g, h)w )

kaikilla g, h € SU(2).
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Tarkastellaan nyt teoreettisena fyysikkonakin tunnetun Bargmannin lausetta
ldhemmin. Olkoon 7 : SU(2) — PU(V) C GL(V) projektiivinen unitaarinen esitys.
Esitys 7 on méaaritelty kuten yhtéalossa (6.4).

Bargmannin lause 6.35 sanoo, etté talla esityksella 7 on olemassa nosto unitaari-
selle esitykselle w : SU(2) — U(V) C GL(V). Voidaksemme siis tarkastella kvantti-
mekaanista spinié taytyy meidan suorittaa Bargmannin lauseen nosto. Hahmotellaan
tilannetta seuraavan kaavion avulla:

SU2) —“ 5 U(V) (6.5)

\ lb
PU(V)

Kaavio (6.5) on Bargmannin lauseen 6.35 mukainen. Noston avulla pééstaan tarkas-
telmaan SU(2):n projektiivisten unitaaristen esitysten sijasta SU(2):n unitaarisia
esityksid. On my6s mahdollista maaritella projektiivinen esitys b: U(V) — PU(V),
jolla padstaan takaisin projektiiviseen unitaariseen ryhmaén.

Elektroni siis palaa alkutilaansa 4m-kierron jélkeen, koska rotaatioryhméan SO(3)
kaksoispeite on SU(2). Kvanttimekaaninen spin rakentuu ryhmén SO(3) projektiivi-
sista unitaarisista esityksistd, mutta voidaksemme tutkia niitd, meidén on tarkastel-
tava kaksoispeitteen SU(2) unitaarisia redusoitumattomia esityksia. Néiden esitysten
spin on n + %, missd n on tarkasteltavan esityksen ldht6joukon ulottuvuus.
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